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CAPITULO VII

ECUACIONES
CANONICAS

§ 30. ECUACIONES DE HAMILTON

La formulacién de las leyes de la mecéanica por medio de la
funcién de Lagrange (y de las ecuaciones lagrangianas que de ella
se deducen) presupone que la definicién del estado mecanico del
sistema se haga dando sus coordenadas y velocidades generaliza-
das. Pero esta definicién no es la anica posible. En la investiga-
ciéon de diversas cuestiones generales de la mecanica ofrece una
serie de ventajas la definicidon del estado mecanico del sistema me-
diante coordenadas e impulsiones generalizadas. Por esto se plan-
tea el problema de hallar las ecuaciones del movimiento correspon-
dientes a esta formulacion.

Para pasar de un conjunto de variables independientes a otro
se emplea la transformaciéon que en matematicas se conoce con el
nombre de transformacién de Legendre. En este caso la transfor-
macién se reduce a lo siguiente.

La diferencial total de la funcion de Lagrange como funcién
de las coordenadas y de las velocidades es

aL oL -
dL = - ?)Edq‘-l- l'a—q‘dq‘

Esta expresion se puede escribir de la forma
dL =3 pdq;+3 pdq;, (30.1)

puesto que las derivadas AL/dg; son, por definicidn, las impulsio-

nes generalizadas, y 0dL/0g;=p; en virtud de las ecuaciones de
Lagrange.
Escribiendo ahora el segundo término de (30,1) de la forma

2 Pid‘ii =d (2 pidi)—E é],dp;,

pasando la diferencial total d (D) p.g;) al primer miembro v cam-
biando todos los signos, obtenemos de (30,1) lo siguiente:

AP pgi—L)=— 3 pdg;+ 3 q.4dp;.

i
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La cantidad que se encuentra bajo el signo diferencial repre-
senta la energia del sistema (véase el §6); esta energia expresada
en funcién de las coordenadas y de las impulsiones recibe el nombre
de funcion de Hamilton

H(p. 9. =% paqi—L. ' (30,2)
De la igualdad diferencial

dH =— ¥ pdq;+ X a.dp; (30,3)
se deducen las ecuaciones

Gi=g, Pi=— g (30.4)

" Estas son las ecuaciones del movimiento referidas a las variab-

les p y g, es decir, las ecuaciones de Hamilton. Estas ecuaciones

constituyen un sistema de 2s ecuaciones diferenciales de primer
orden para 2s funciones p(f) y g(f) desconocidas, en lugar de las s

‘ecuaciones de segundo orden del método de Lagrange. Por su sen-

cillez formal y por su simetria, estas ecuaciones se llaman también
candnicas.
La derivada total de la funcion de Hamilton respecto al tiempo

dH O0H 0H - oH -
=t a—ql_‘h—F oo Pi

Sustituyendo aqui ci,- y ;3,- por sus valores segin (30,4), los dos
iltimos términos se anulan mutuamente, de manera que

dH _oH
= (30,5)

En particular, si la funciéon de Hamilton no depende del tiempo
explicitamente, dH/d¢=0, es decir, volvemos otra vez a la ley de
la conservacién de la energia.

Ademas de las variables dinamicas ¢, g o g, p las funciones de
Lagrange v de Hamilton contienen diversos parametros que son
magnitudes que caracterizan las propiedades del sistema meca-
nico mismo o del campo exterior que actiia sobre é}. Supongamos
que A es uno de estos parametros. Si lo consideramos como -una
magnitud variable, en lugar de (30,1) tendremos:

dL =Y, pdg;+ Y, Pdq;+ 5y dh,
después de lo cual, én lugar de (30,3), obtenemos:
" . SO
dH = — Y pdq;+ Y qdp,— 55 dh,

. 8--3152



114 Capitulo VII. Ecuaciones canénicas

de donde hallamos la correlacion

(3HN oLy (30.6)

;TR W

que relaciona las derivadas parciales, respecto al parametro A,
de las funciones de Lagrange y de Hamilton; los subindices de las
derivadas indican que la derivacion debera hacerse en un caso para
py ¢ constantes y en otro para ¢ y g constantes. ‘

Este resultado se puede presentar de otra forma. 5uppngamo§
que la funcion de Lagrange tiene la forma L==L,+L’, siendo L
una pequefia cantidad adicional a la funcion principal L,. Entonces,
la cantidad adicional correspondiente en la funcion de Hamilton
H==H,+H’ estara relacionada con L’ por medio de

(H,)p,q: —(Ll)f}-q' (30v7)

Problemas

1. Hallar la funcién de Hamilton de un punto material, en coordenadas
cartesianas, cilindricas y esféricas. )
Solucién. En las coordenadas cartesianas x, y, z:

1,5 2
=5 (pi Py +p2) +U (x, , 2).
2m
En las coordenadas cilindricas r, @, 2:
(e Po ., 2\ y
H:—Q—”-lkpf‘v—{—pz + (f, ¢, 2).

Y en las coordenadas esféricas r, 0, @:

2 2
P p
Hes <pg,+_’_2+__¢_>+u(r, 0, @)

2m r2sen?f)

2. Hallar la funcion de Hamilton de una particula en un sistema de refe-
rencia que gira uniformemente.
Solucion. De acuerdo con (29, 11) y (29, 10), obtenemos:

P i
H_Qm Q [rpj+U.

§31. ECUACION DE HAMILTON — JACOBI

Al enunciar el principio de minima accién consideramos la
integral
12

S=\Lat (31,1)

31
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tomada siguiendo la trayectoria entre las dos posiciones dadas
q'""y ¢ que el sistema ocupa en los instantes dados #, y &;. Pero
al variar la accién se igualaban los valores de esta integral para las
travectorias proximas con los mismos valores de g(t,) v q(t,y).
De estas trayectorias solamente una responde al movimiento
real: aquella para la cual la integral S es minima.

Estudiemos ahora el concepto de accién en otro aspecto. Con-
cretamente, vamos a considerar S como una magnitud que caracte-
riza el movimiento por sus trayectorias verdaderas y a comparar
los valores que da para las trayectorias que tienen coman el origen
qtt;)=q¢"" pero que pasan en un instante ¢, por posiciones distin-
tas. En otras palabras, vamos a considerar la integral de accién
para trayectorias reales como funcién de los valores de las coorde-
nadas en el limite superior de integracién.

La variacion de la accién, al pasar de una trayectoria a otra
proxima a ella, viete dada (para un grado de liberiad) por la expre-
sién (2,5)

ty

t /0L d AL
a+§ (G—a ) sat
ty

fy

ss=2L ¢
dq

Pero como las trayectorias de un movimiento real satisfacen la
ecuacion de Lagrange, la integral que figura en esta expresion
se anula. En el primer término suponemos que en el limite inferior
8q(t,)=0 y al valor de dq(t.) le ilamamos simplemente 8¢. Susti-
tuyendo también dL/dq por p, obtenemos finalmente que 8S=pébyq,
o en el caso general de un niimero cualquiera de grados de libertad

85 = 3 pidq:. (31,2)

De esta relacion se deduce que las derivadas parciales de la
accion respecto a las coordenadas son iguales a las impulsiones
correspondientes

AS
5g. = Pi 31,3)

De forma analoga la accién se puede concebir como funcién
explicita del tiempo, considerando las trayectorias que comienzan
en un instante dado ¢, en una misma posicion (configuracién) deter-
minada ¢, pero que terminan en una posicién también dada ¢
en distintos instantes #,=¢. La derivada parcial dS/d¢ asi compren
dida se puede hallar por medio de una variacién apropiada de la
integral. No obstante, resulta mas facil utilizar la férmula (31,3
y operar de la manera siguiente.

8*
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Por la propia definicién de la accion, su derivada total respecto
al tiempo a lo largo de la trayectoria es

ds
=L (31,4)

Por otra parte, considerando S como funcién de las coordenadas
y del tiempo en el sentido que hemos expuesto anteriormente y uti-
lizando la iérmula (31,3), tenemos:

-
dS oS, \"9S - _dS .
d—t—=§+2‘,d—qiqi'(—),—+§;ﬂiqi-
13 13
Comparando ambas expresiones, hallamos que

as :
== L—Z Py

o finalmente:
B —H(p.q.1, " (31,5)
Las formulas (31,3) y (31,5) se pueden escribir juntas en una
expresion
d8=2p,dq,.-—Hdt (31,6)

que da la diferencial total de laaccion como funcion de las coorde-
nadas y del tiempo en el limite superior de la integral (31,1). La
propia accién se escribe bajo la forma de la integral correspondiente

S= dg;,—H dt\. 31,7)
{ ( Zrdaq ) BL7)
En particular, si la funcién H(p, q) no depende del tiempo expli-
citamente, de manera que la energia se conserva, H(p, ¢) se puede
sustituir por la constante E. y entonces la dependencia funcional
de S respecto al tiempo se reduce al sumando — Et:

S(g, t)=S,(9)—EL, (31,8)
donde
S, (q)=g]Sp.dqi. (31,9)

La funcion S,(g) se llama a veces accion reducida.
La funcién S(g, #) satisface una ecuacién diferencial determi-
nada que podemos obtener sustituyendo en la correlacién (31,5)
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las impulsiones p por las derivadas dS/dq:

(as, (88 s .
Y Hi‘ﬁ_q‘"'"ﬁ' [P

g t)=0 (31,10)

Esta ecuacién en derivadas parciales de primer grado se llama
ecuacién de Hamilton — Jacobi. Para una particula en un campo
exterior Ulx, y, z, 1), por ejemplo, esta ecuacién toma la forma

3_15+1_K%§>’+ (g§>’+ <g§ﬂ +U (g2 H)=0. (3,11

2m
La ecuacién de Hamilton — Jacobi toma una forma algo més
simple si la funcién H(p, g) no depende del tiempo explicitamente.
En este caso, tomando S(g, ?) de (31,8), obtenemos para la accién
reducida la ecuacién

H <080 aSO .

aﬁ,...,m,ql,..., qs>=E (3],12)

§ 32. INVARIANTES ADIABATICAS

Consideremos un sistema mecanico con movimiento lineal fi-

nito y caracterizado por cierto parametro A, que determina las 1
propiedades del sistema mismo o del campo exferior en el cual se -

encuentra. .

~Supongamos que el parametro A influenciado por unas causas
externas cualesquiera_varia lentamente (o, cgmo suele decirse,
adiabaticamente) con el tiempo; se entiende por “lénta” una trans-
formacion en la cual A varia poco durante un periodo T del movi-
miento del sistema:

dh
T=5<h (32,1)

Un_sistema de_este tipo no es cerrado y su encrgia E no se con-
serva. Pero debido a la lentifud con que varia A se puede asegurar
que la velocidad E de variacién de la energia es proporcional a la
velocidad A de variacién del parametro A. Esto significa que la
energia del sistema se comporta al variar A como cierta funcién
de A. En otras palabras, existe una combinacion tal de E y A que,
al moverse el sistema, permarnece invariable; esta magnitud recibe
el nombre de invariante adiabdtica.

Sea H(p, g; ») la funcién hamiltoniana del sistema dependiente
del parametro A. De acuerdo con la férmula (30,5), la derivada total

,i

i
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(EZ dt =20

de la energia del sistema respecto al tiempo sera

dE _OH 0Hd\

a9t ondt

Promediando esta igualdad respecto a un periodo de movimien-
to y sacando A fuera del signo de promedio (puesto que tanto A
como A varian muy lentamente), tenemos:

' 5 3 oH i .
donde en la funcién promediada z- se pueden considerar magni-

tudes variables finicamente p y ¢ (pero no A). Dicho de otro modo,

el promedio se efectita tomando un movimiento del sistema como

el que tendria lugar si A tuviera un valor constante dado.
Escribamos este promedio en forma explicita

De acuerdo con la ecuacion de Hamilton (}:aH/ap, tenemos:

9p
Valiéndonos de esta igualdad podemos sustituir la integracién

respecto al tiempo porla integracion respecto a la coordenada;
al hacer esto escribiremos también el periodo T bajo la forma

T
dg .
T:_-Edt: =
0 i3

el signo f significa en este caso que la integracion se extiende a la

variacion tolal (“hacia adelante™ y “hacia airas”) de ia coordenada
en el transcurso de un periodo. Por lo tanto

AH fon ]
dE _ d\ J oHJdp
T dq (32,2)
dH [dp

Corio ya hemos indicado, las integraciones que figuran en esta
férmula deben tomarse a lo largo de la trayectoria del movimiento
para un valor constante determinado de . A lo largo de una trayec-
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toria como ésta la funcién. de Hamilton conserva constante el
valor de E, y la impulsién es una funcién definida de la coordenada
variable g y de los dos parametros constantes independientes E
v A. Considerando que Ia impulsion es precisamente una funcién
del tipo p(g; E, %) y derivando la igualdad H(p, g; ») —E respecto
al parametro A, obtenemos:

aH , 9H op

o Ap A

OHfoL __ dp .
dHjep ~ T %

Poniendo este resultado en la integral del numerador de (32,2)
y escribiendo en la del denominador la funcién subintegral de la
forma 0p/dE, tenemos:

ap

s d

dE dh 9§ ar

= —7551_7_‘1 (32,3)
OE

dp dE | dp dr _
f(ﬁ??+ﬁﬁf>dq'"o'
Esta igualdad puede tomar finalmente la forma
di

donde I simboliza la integral

T ° 1
! 1 ;
1:§§P®ﬁ (32,5)

tomada siguiendo la treyectoria del movimiento, para los valores
de E y & dados. Este resultado demuestra que, dentro de la aproxi-
macion considerada, la magnitud / permanece constante al variar
el parametro A, es deCif, que es una invariante adiabafica. n
A la integral (32,5) se le puede atribuir un sentido geométrico |
evidente si se introduce el concepto de frayectoria de fase del sis-
tema, es decir, la curva que representa p en funcién de q. Para los
sistemas que efectiian un movimiento periédico la trayectoria de f
fase es una curva cerrada. La integral (32,3) a lo largo de esta curva :
representa el area comprendida dentro de ella. /
Como ejemplo determinaremos la invariante adiabética de un




120 Capitulo VIl. Ecuaciones canonicas

oscilador lineal. Su funcién de Hamilton es

g, mo?
H——2m T2 Y

donde @ es la frecuencia propia del oscilador. La ecuacion de la
trayectoria de fase viene dada por la ley de la conservacién de la
energia H(p, ¢)=E. En este caso la curva es una elipse cuyos

semiejes son } 2mE y 1 2E/mw, y cuya area (dividida por 2n) es
-

1= (32,6)

eltm

La invariancia adiabatica de esta magnitud significa que, cuando
_los parametros del oscilador varian lentamente, la variacién de su
energia es proporcional a la frecuencia.

CAPITULO VIII

PRINCIPIO |
DE LA RELATIVIDAD

§ 33. VELOCIDAD DE PROPAGACION DE
" LAS INTERACCIONES

La interaccién de las particulas materiales se define en la me-
canica clasica por medio de la energia potencial, que es funcién
de las coordenadas de las particulas que interaccionan. Es evidente
que esta definicion parte de la hipétesis de la propagacién instan-
tanea de las interacciones. Y, en efecto, las fuerzas que sobre cada
una de las particulas ejercen las demds, segiin esta definicién, de-
penden exclusivamente en cada instante de la posicién que ocupan
las particulas en dicho instante. Toda variacién en la posicion
de una cualquiera de las particulas que interaccionan se reileja
inmediatamente en las demas particulas.

No obstante, la experiencia demuestra que en la naturaleza no
existen interacciones instantineas. Por esta razén, la mecanica
basada en la idea de la propagacién instantdnea de las interaccio-
nes incurre inevitablemente en cierta inexactitud. En realidad, si
de dos cuerpos que interaccionan entre si uno de ellos experimenta
cualquier variacién, ésta comienza a reflejarse en el otro al cabo
de cierto tiempo. Dividiendo la distancia que hay entre dichos
cuerpos por el intervalo de tiempo transcurrido, hallamos la velo-
cidad de propagacion de las interacciones.

Esta velocidad se podria llamar con mas precisién velocidad
maxima de propagacion de las interacciones, puesto que finica-
mente determina el tiempo minimo necesario para que llegue hasta
el segundo cuerpo la primera sefial anunciadora de la variacion
ocurrida en el primero. Es evidente que al afirmar la existencia
de una velocidad méaxima de propagacion de las interacciones hay
que admitir al mismo tiempo que en la naturaleza es imposible
que los cuerpos se muevan con velocidades mayores que ésta.

De acuerdo conel principio o teoria de la relatividad, la velocidad
de propagacién de las interacciones, como una de las leyes de la
naturaleza, es igual en todos los sistemas inerciales de referencia,
es decir, es una constante universal.

Esta velocidad constante es al mismo tiempo, como demostra-
remos mas adelante, la velocidad de propagacién de la luz en el



