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PREFAZIONE.

Le Opere di CREMONA usciranno in tre volumi. Al principio del terzo volume
si dira brevemente della vita e della produzione scientifica dell’illustre Autore.
Qui & necessario dare al lettore notizia dei criteri che hanno presieduto alla
pubblicazione: in particolare fargli conoscere le norme colle quali fu condotta
la revisione dei lavori Cremoniani ed alcune indicazioni convenzionali adottate.

Deve avvertirsi anzitutto che la presente pubblicazione, fatta sotto il pa-
trocinio della R. Accademia dei Lincei, fu affidata ad un Comitato composto
dei seguenti Soci dell’Accademia: BerriNI, CAsTELNUOVO, Dini, D’ Ovibio,
SeGRE, VERONESE. Il Comitato elesse a suo Presidente il prof. Din1, e a Di-
rettore ‘della pubblicazione il prof. BERTINI, e si rivolse, per essere aiutato
nella suddetta revisione, a vari colleghi, ai quali rende qui vivissime grazie
per la gentile loro cooperazione. Dei lavori contenuti in questo primo volume
si pubblicano i nomi dei rispettivi revisori (pag. 493) e lo stesso si fara per
gli altri due volumi.

Un primo concetto accolto dal Comitato fu che si dovessero riprodurre
tutte le pubblicazioni Cremoniane, anche gli esercizi, gli articoli bibliografici e
le commemorazioni, per presentare compiutamente I'opera scientifica di questo
insigne geometra, che da semplici inizi assurse a tanta altezza, e perché chiare
apparissero le successive e varie fasi del suo pensiero: tralasciando pero il
Calcolo grafico e la Geometria proiettiva in quanto sono libri essenzialmente

didattici *). Inoltre, per la stessa ragione ora detta, si & creduto conveniente

# Una nuova edizione di questi due libri forse sard fatta prossimamente dall’HorrLi.
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VI PREFAZIONE.

di mantenere generalmente 'ordine cronologico dei lavori, senza fare fra essi
alcuna distinzione.

Un altro concetto, tenuto come norma costante dai revisori, fu che si
dovesse rispettare scrupolosamente la redazione del CREMONA, sia per la so-
stanza che per la forma. Soltanto si giudico necessario in quei punti, nei quali
occorrevano rettificazioni o schiarimenti, di avvertirne il lettore in note col-
locate alla fine di ogni volume e indicate con [!], [?],..., per distinguerle dalle
note che il CREMONA appose ai suoi lavori quando vennero stampati, le quali
sono invece indicate con *), **),... e sono conservate, com’erano, a pié di pa-
gina di ciascun lavoro. E quando qualche volta & occorsa nel testo o nelle
note una osser;vazione'od aggiunta del revisore, questa & stata sempre posta
fra parentesi quadre: [...]: solo tralasciandosi di notare, ché non avrebbe avuta
alcuna utilita, la correzione di sviste assolutamente evidenti, di numerazione
errata di formole o di paragrafi, e di richiami non esatti *).

Nessun rilievo perd é stato fatto su quelle cose dei lavori Cremoniani che
avevano difetto di rigore dipendente dallo stato in cui era la geometria pura
quando quei lavori furono scritti: quali le considerazioni di punti imaginari
come i reali senza giustificazione; le considerazioni non sempre rigorose di
punti successivi; la trascuranza di dimostrazioni dell’ indipendenza di date
condizioni; ecc. Né ordinariamente si sono rilevate le eccezioni che i teoremi
esposti potevano presentare in casi particolari, perché CREMONA sottintende
quasi sempre ne’ suoi enunciati la condizione “in generale,, condizione che
deve quindi tenersi presente nella lettura delle memorie CGremoniane. Infine
nessuna osservazione fu fatta sulle inesattezze relative ai dati storici, inesat-
tezze pure dipendenti dall’epoca in cui quelle memorie furono scritte e anche
dalle speciali condizioni nelle quali allora si trovavano gli studi geometrici
nel nostro paese.

La R. Scuola degli Ingegneri di Roma, che ora possiede la Biblioteca

*) In simboli usati dal CREMONA sono adoperate qualche volta le parentesi quadre, ma &
evidente che cid non pud produrre alcun equivoco.



PREFAZIONE. VII

CrEMONA, ha permesso al Comitato, con cortese arrendevolezza (per cui il
Comitato stesso dichiara qui la propria gratitudine), di esaminare le copie dei
lavori di CREMONA ed i manoscritti di carattere scientifico e didattico, ivi
contenuti.

In quelle copie, e in alcune altre donate dal CREMoNA al BERTINT, si tro-
vano numerose aggiunte manoscritte del CREMONA stesso, delle quali non
risulta e non é facile assegnare la data. Alcune di esse, per la loro estensione ed
accuratezza possono con molta probabilita riferirsi al tempo in cui CREMONA
pensava a preparare una edizione delle proprie opere (di che la prima idea fu
intorno al 1898 e, sebbene non fosse mai abbandonata, non poté per varie
circostanze avere attuazione): invece altre sono certamente anteriori, perche
hanno soltanto il carattere di appunti o ricordi e presentano imperfezioni che
I’ Autore avrebbe indubbiamente tolte prima di inserirle in una nuova edizione:
alcune sono proprieta, ora in gran parte note, ma che forse erano nuove nel
tempo in cui furono scritte: altre sono schiarimenti o semplificazioni o nuove
dimostrazioni. Tutte furono esaminate colla massima diligenza e, quando &
stato possibile, furono introdotte integralmente nella presente pubblicazione.
Furono invece omesse o modificate quelle aggiunte manoscritte, per le quali
non si poteva fare altrimenti, nel secondo caso, come ben s’intende, dichia-
randosi volta per volta cido che fu mantenuto o variato dell’osservazione cre-
moniana. Sono state introdotte inoltre varie correzioni fatte dal CrREMONA
stesso nei suddetti esemplari ed in altri posseduti dai prof. G.B.Guccia e
G-. PrrTARELLL, che ne hanno dato gentilmente comunicazione al Comitato.

Per mettere in evidenza le dette cose postume si & convenuto che, quando
non sieno accompagnate da una esplicita avvertenza, vengano collocate sempre
fra sgraffe: {...{: tanto se sono inserite nel testo, quanto se sono messe nelle
note a pié di pagina o nelle note a fine del volume *). Ma per alcuni lavori
(Introduzione..., Preliminari..., ecc.), pei quali talune aggiunte sono tolte dalle
traduzioni tedesche, il revisore prof. SEGRE ha esteso qualche volta I'uso delle

# Soltanto a p. 83 di questo volume una nota manoseritta di CREMONA & indicata con ().
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sgraffe a contrassegnare anche quelle aggiunte, come sard spiegato, quando
occorra, in apposite note.

I manoscritti lasciati dal CREMONA, il cui esame fu fatto particolarmente
dal prof. CASTELNUOVO, contengono riassunti di lavori pubblicati da vari geo-
metri, appunti di lezioni, traccie di calcoli e di studi, ecc.: ma & parso al Comi-
tato che nessuno di essi avesse sufficiente interesse o fosse maturo per la
pubblicazione. Ci6 corrisponde al giudizio che di quei manoscritti pronunciava
lo stesso CREMONA, il quale, come & affermato da tutti i suoi cari, negli nltimi
anni di sua vita ebbe piu volte a dire: nulla trovarsi in essi che meritasse di
essere stampato.

L’edizione, assunta dal comm. U. HoEPLI, & eseguita dalla Tipografia NIsTRI
di Pisa. Al gditore e al tipografo vadano vivi ringraziamenti per le cure poste

affinche la pubblicazione riesca degna del nome di CREMONA.
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SULLE TANGENTI SFERO-CONIUGATE. [']

Annali di Scienze matematiche e fisiche compilati da B. TORTOLINI, tomo sesto (1855), pp. 382-392.

Sia data una superficie qualsivoglia, rappresentata dall’equazione ¢(z,y,2) =0,
e siavi in essa una linea (a) individuata; e s’imagini la superficie sviluppabile tangente
la superficie qualsivoglia lungo quella linea. La retta caratteristica della superficie
sviluppabile e la retta tangente la linea (a), nel punto comune a questa linea ed alla
caratteristica, chiamansi, com’ & notissimo, fangenti coniugate, ¢ la teorica di esse &
dovuta a Dupin.

In luogo della superficie sviluppabile immaginiamo ora una qualsiasi superficie
inviluppante una famiglia di superficie, le quali abbiano un contatto di un ordine
qualunque colla superficie » =0 lungo la linea (a); le rette tangenti questa linea e la
caratteristica della superficie inviluppante hanno fra di loro una relazione di reciprocita,
di cui la teorica delle tangenti di DuPIN non & che un caso particolarissimo. E al-
Iillustre prof. Borboni che si deve il merito d’aver cosi trattata la quistione nel modo
pit genérale possibile, mentre essa era ancora nello stato in cui 1’aveva lasciata Dupin.
Quest’ importante generalizzazione forma lo scopo di una nota del suddetto professore,
inserita nel tomo I degli Opuscoli Matem. e Fisici pubblicati in Milano nel 1832.

Qui si esporranno alcune proprieta, le quali hanno luogo nel caso che la superficie
inviluppante abbia colla data un contatto di primo ordine, e le sue inviluppate siano
sferiche.

Sia f(p, q,r) = 0 I'equazione delle inviluppate tangenti la superficie data lungo
la linea (a); le due rette toccanti, I’una questa linea, I’altra la caratteristica della super-
ficie inviluppante, nel punto ad esse comune, possono chiamarsi coniugate, denotando col
nome di coniugate ordinarie quelle di cui Dupin ha dato la teorica. Siano «;,b,,¢,;0,8,7;
i coseni degli angoli che le tangenti coniugate fanno con tre assi ortogonali; e

Cremona, tomo I. 1



2 SULLE TANGENTI SFERO-CONIUGATE.

chiaminsi X,Y,Z,A,B,C,G,H,K; P,Q,R,D,E,F,S, T,U i valori delle derivate
parziali

dp dp dyp d% d% dp de Ay dp

dz’ dy’ de’ do*’ dy*’ d&®’ dyde’ dxedx’ dxdy’

af daf d&f &f & & & & &

dp’ dg’ dr’ dp*’ dg*’ @*’ dgdr’ dpdr’ dpdg’

corrispondenti al punto di coordinate z,y, ¢; inoltre pongasi per brevita

gD TR
XY 47

La proprieta delle tangenti coniugate & rappresenta dalla equazione

1) a0 (D — A%) + b,8 (E—B3) + ¢y (F — C9)
+ (b1 + 6f) (8 — G9) + (it + ay) (T — H3) +- (08 + bio) (U — K8) =0

la quale deducesi facilmente da quella che da il prof. Borponi, pel contatto di un
ordine qualunque nella nota citata. Ora sia

f=@—u'+@—o)+—w —kF=0

essendo u, v, w parametri arbitrari; in questo caso 1’equazione (1) diviene

@) voe+;m+ﬁ%%e=Ama+Baﬁ+Cm

+ G (bry + af) + H(ax 4 ary) + K(aif + b10)

ove e sia Pangolo che la retta tangente la linea (s) comprende colla retta tangente
la caratteristica della superficie inviluppante le sfere che toccano la superficie data
lungo la linea (a). Le due rette tangenti nominate si possono chiamare sfero-coniugate.
Siano 7, ed 7, iraggi di curvatura delle sezioni normali alla superficie data e tangenti
la linea (a) e la caratteristica considerata, nel punto ad esse comune; e siano R, ed
R, i raggi di massima e minima curvatura corrispondenti al punto stesso. Avremo
quindi, com’é noto,

2 2 2
V(X +Y T2) _ Ak 4+ BB+ 06 + 2Gby0, -+ 2Hay o, + 2Kau b,

4

VO Z) e B4 O 2G5 + 2By + 2K

2
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da queste due equazioni e dalla (2) deducesi immediatamente

X A K H
(X*+Y 42921 cos’ey |Y K B G
sen®e Y211 K o Z H G C
O XY 7Z
ossia
1 cos’e = sen®e

Se poi chiamansi 6 e 6, gli angoli che le tangenti sfero-coniugate fanno con una delle
due linee di curvatura della superficie data, corrispondenti al punto di coordinate
z,¥,%, equazione precedente si muta in quest’altra

11
tang® . tang 6, = }}1 ic ,
kR

quindi concludiamo il seguente

Teorema. Il prodotto delle tangenti trigonometriche degli angoli che due linee a
tangenti sfero-coniugate esistenti sopra una superficie comprendono con una linea di
curvatura, € una quantitd costante per uno stesso punto della superficie.

Pavia, il 3 settembre 1855.



2.

INTORNO AD UN TEOREMA DI ABEL.

Annali di Scienze matematiche e fisiche compilati da.B. TORTOLINI, tomo settimo (1856), pp. 99-105.

Il teorema del quale questa breve nota contiene una dimostrazione, venne enunciato
per la prima volta da ABEL, in una lettera diretta a LEGENDRE *), e in seguito dimo-

strato dal signor BrocH **¥).
Lemma 1.° Siano a,, @;,...@,, % quantita qualsivogliano; « una radice primitiva

dell’equazione 2" —1==0; e

0, =a,-t oo, -+ ay .. +a, or

supposto

(D o, =a",

Si moltiplichino fra loro i due determinanti

Ay @y eoe Gpyyg 11 1 oo 1

A Gy ... G 1o oy cer Oy
D=|......... , A=|1a o ... o,

Qpq Ay eoe Qyg 1 a;:.—-l dg_l ces (Z::{

Eseguendo la moltiplicazione per linee, ed avendo riguardo alla (1), le colonne del
#) Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 6. [Oeuvres de N. H. Abel, nouv. edit.,

vol. II, p. 276].
*#) Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 20.
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determinante prodotto riescono- ordinatamente divisibili per 6,,6,,...0,_;; e si ha

11 1 oo 1
1o, ,6% ;... of"}

DA=6162 ces en 1 %Ay o ﬂ.i__g e a:i:; ’

1 oy (Z% ces a{””l

ma il determinante che entra nel secondo membro di questa equazione ¢ evidentemente
(n—1) (n—2)
eguale a (—1) % A; dunque

(n—1) (n—2)

6162‘--67»:(—1) 2 D. [2]

Il teorema espresso in questa formola fu enunciato per la prima volta dal signor
SeporTIswoonk *); la dimostrazione & del prof. BrioscHI, mio valente maestro.
LeEMmA 2.° Si considerino le a,,a,,...a,_; come funzioni di una stessa variabile,

derivando rispetto ad essa il determinante D, si ha

D'=D,+D,+...+D,

ove D, ¢ il determinante che si ottiene dal determinante D, sostituendo agli elementi
della 7 esima colonna le loro derivate. Nel determinante D, dispongansi le linee
(n—r -+ 2) esima, (»—r - 3) esima, ...» esima, prima, seconda, ... (n —r 4 1) esima
in modo che riescano ordinatamente prima, seconda, ... (r— 1)esima, » esima, (r-+1)
esima, ... » esima; indi si dispongano le colonne # esima, (r-1)esima, ...# esima,
prima, seconda, ... (r — 1) esima per modo che divengano prima, seconda, ... (n—r-1)
esima, (»—r - 2)esima, (n— -} 3)esima, ... nesima; si avra

D,.=D]
dunque
D'=nuD=nDy=...=nD,.

LeEvMA 3.° Sia

* Crelle, Journal fiir die Mathematik, Band 51.
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Si puo dimostrare che I'espressione % ¢ razionale [3] rispetto a d”. Infatti, dopo aver

divisa la seconda linea del determinante H per d, se si moltiplicano le colonne se-
conda, terza, ... ultima per d*,d"',...d* e poi si dividono le linee terza, quarta,...
ultima per d?, &, ... d"', si ottiene

m,  ¢d” :d ... gnd”
m, ¢ d" A" i @a A"
=gr | M 2" gsad” ... g

..................

TrorEMA DI ABEL. Sia F () =0 Dl'equazione risultante dalla eliminazione della y
fra le due equazioni algebriche

y"—R@=0, q+tay+ey+...4+qay""=0

ove R(x) sia una funzione razionale ed intera di #;¢o, ¢1,... ¢ funzioni razionali
ed intere della stessa z, nelle quali perd i coefficienti delle potenze della variabile
siano quantitd indeterminate, supposte funzioni di un’arbitraria ¢ Siano a, a,,...a,

e n radici dell’equazione z"—1==0, e facciasi d= VR(m). Pel lemma 1.° si ha

9o Gd adt ... Qe d
F (@) — .d N AR N A X
Gna A" qo nd ... G2 i
Moltiplicando le linee seconda, terza,... ultima per a,, o2,...a7"", ed aggiungendo

agli elementi della prima colonna quelli della seconda, della terza, ... dell’ultima mol-
tiplicati per e, , o} ,... o>, e moltiplicando quindi di nuovo le linee prima, seconda,...
ultima per o, o7, ... o, si ha
o nd Gd ... G d¥

n—1 2 3
@) F(z) =6, o LA gGd® ... q

o, 9o 9 a ... Qn—2 a*
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posto
(3) b, =q+qo.d+gotd+...+gord .

Sia # una qualunque delle p. radici, supposte disuguali, dell’equazione F (z) =0, e
sia 0, il fattore di F (z) che & annullato da quella radice. Derivando rispetto a ¢ la
equazione identica F (z) =0, si ha (lemma 2.9)

hh ¢d @& ... ¢ td?

b @ gd ...
F’(w)%—:——i—nl e s o =0

kn-l Q() 41 d e o Qn—z dn—2

dqs ... .
dt @' dt
ficienti. Trasformisi il determinante nell’equazione che precede, moltiplicando le linee
seconda, terza,... ultima per a,,o% ,... a2 ed aggiungendo agli elementi dell'ultima
colonna moltiplicati per o7~ quelli della penultima, terz’ultima, ... seconda moltipli-
cati per a7 2,077, ... 0,; avendo riguardo all’equazione identica 6,=0, si ha

ove h,=

indica la derivata di ¢, rispetto alla sola ¢ implicita ne’ coef-

(4) F'(z) % —na, H=0

posto
[hy Qo ¢.d Qo l
o md @ ... guad

..................

kn—l q'n-—ldn_l qO ces qn_sdn_B

Sia @ una quantitd costante, f(x) una funzione razionale ed intera di «; e si molti-
plichi la (4) per
f ()
o,.(x—a)dF (z)’

si avra.
1 f® de  aHf(®)
o, (@—a)ddt  (@®—a)dF'(x)°

In questa equazione cambio la x successivamente in tutte le radici della F(z)=0;

sommando i risultati ed osservando essere 5 una funzione razionale [3] rispetto ad «
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(lemma 3.°), si ha, per noti teoremi sullo spezzamento delle frazioni razionali

L1 fl) ~d_93__ﬂ nH (@) f(z) nH (a) f(a) [4]
%‘aa,(m——a)d(x) it @—a)d@F@® da)F(a)

indicando col simbolo Ilg(x) il cofficiente di }5; nello sviluppo di ¢(x) secondo le po-

tenze discendenti di . Quindi, integrando rispetto a ¢, si ha

s1( @, o f@  [aH@
() 2o (x—a)mdan(x~a)d(x)f T @
__[la) [nH(a) o
d(u)fF( ) dt 4+ Cost.e.

Ora derivinsi le # equazioni (3) rispetto alla sola #; poi si moltiplichino le equa-
zioni ottenute dalla derivazione ordinatamente per

n n n . n—1 n—-1 n—1 . . .
Oy G yeeelly, 0 ) O geeely “5ieey Oy Ogyeesly,

sommando ciascuna volta le risultanti si ha

e, “de
i dt+ Lo at

wh, = oy

quindi, essendo

dH dH dH
H=h, i -+ i G+ ii Tt T
sara
o g Gd .. Guo dT?
" 7 der U.ﬁ—l Q1d qu2 eee Qo d””l
nH = (—1) 21’ 7 .
o Gur A o eee Qs A0
ovvero

n—1 dn—l

| o qd & ... q
il @ d® A ... qo |

o, 9o /51 d I/ dn—2 !
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e per la (2)

nH » 14d6,1
T L @b

quindi la (5) diviene

&1 f () . f (@) S 1
?ff“_“"m“”” log8, (x)

o, | (@—a)V R () (@ —a)yR(z) £ o
f@ $1, .
+”\/R(a) Z o log 8, (@) + Cost.e.

In questo risultato comsiste appunto il teorema di Abel.

Pavia, 2 maggio 1856.



3.

INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA SEGMENTARIA.

Programma dell’I, B. Ginnasio liceale di Cremona, alla fine dell’anno scolastico 1857, pp. 1-14.

Scopo di questa breve nota & la dimostrazione di alcuni recentissimi teoremi enunciati
dal signor De LAFITTE nelle questions proposées del cahier de mai 1857, Annales de
Mathématiques rédigées par M. Terquem. A tale uopo mi servird delle coordinate trili-
neari e delle tangenziali, cioé faro uso di quel metodo (si elegante ed efficace, ove si
tratti di teoremi della geometria di posizione), che alcuni matematici inglesi chiamano
abridged notation *).

1.

Si abbiano due figure omografiche, poste in uno stesso piano. E noto esistere in
generale tre rette omologhe a sé medesime, le quali si denominano reffe doppie. 1 punti
d’intersezione di queste rette sono punti doppi. Se si assumono le rette doppie come
assi di coordinate trilineari (lines of veference), le formole analitiche per la trasfor-
mazione omografica delle figure, riescono assai semplici.

Siano @, b, ¢ quantita arbitrarie; z,y, 2 le lunghezze delle perpendicolari condotte
sulle tre rette doppie da un punto qualunque del piano delle due figure; cioé le xz,y, z
siano le coordinate trilineari del medesimo punto. Risguardando questo punto come

*) Per apprezzare i servigi che questo mezzo analitico rende alla geometria, vedi i lavori
degli abilissimi geometri — BoBILLIER, PLUCKER, SALMON, HEARN, BR108CHI, FAURE, ecc. Annales
de Gergonne — Crelle, Journal fiir die Mathematik — SarLmox’s Conic Sections — SALMON’S
Higher plane curves — HEARN’s Researches on curves of the second order — Annales de
M. Terquem — Annali del signor Tortolini ecc.
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appartenente alla prima figura, le coordinate trilineari del punto omelogo nell’altra
saranno generalmente esprimibili con:

ar, by, cx.

Se il punto (x,%,%) movendosi nel piano descrive una linea rappresentata dal-
I’ equazione:
F(z,y, x)=0

il luogo geometrico del punto omologo avra per equazione:

r oy oz _
o, 2, B0,

Cosi, se la retta:
Ax+By+Cx=0

si considera come appartenente alla prima figura, la sua omologa sara:

A B C

2.

Qualunque conica circoscritta al triangolo avente i lati nelle rette doppie:

z=0 y Y= 0 y = 0
& rappresentabile coll’equazione:
M S —=0

ove I, m, n sono indeterminate. Un punto qualunque della conica si pud rappresen-
tare col sistema:

t(lx 4 nx) = Ix, tl (mx ++ ny) = mx
a cui si puo sostituire il seguente:
1
Ty z=(?—1)l: (t—1)m:n

ove ¢ & la variabile che individua il punto sulla conica.
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La retta che unisce il punto (?), considerato come facente parte della prima figura,
al suo omologo, ha per equazione:

(2) (b——c)nx—,(a—~b)l%—{—%((a—~b)m%——(c+a) ny>=0

quindi, qualunque sia #, cioé qualunque sia la coppia dei punti omologhi, questa retta
passa pel punto individuato dalle equazioni:

b—e¢c c—a a—b

ossia dalle:

(3) TY:x=

Questo punto evidentemente & sulla conica, e per esso &

c—b
T e—a’

t
Lo stesso punto, considerato come appartenente alla seconda figura, ha per omo-
logo quello che ha le seguenti coordinate:

l . m . n
(b—¢) " b(c—a) " c(a—Db)

(4) vryrx=—

il quale & pure sulla conica, e gli corrisponde:

a(c—Db)

b= bc—a)’

Per ottenere 1’equazione della retta che passa pel punto (3) considerato come ap-
partenente alla prima figura, e pel suo omologo, basta porre nella (2):

c—a
si ha cosi:
(b—of | (—a}  (a—bF _
La tangente alla conica nel punto (¢) ha per equazione:
$# 1 (t—12
2‘904‘%?/ + T —x=0

dunque la retta (5) & tangente alla conica (1) nel punto (3).



INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA SEGMENTARIA. 13

La retta che unisce il punto (¢), considerato come appartenente alla seconda figura,
col suo omologo, &:

ab—c)nr—cla—>b) Iz 4+ mit(c(a-—b) mx—>b (c—a)ny): 0

la quale, qualunque sia ¢, passa pel punto (4).
La retta che unisce il punto (4) considerato come appartenente alla seconda figura,

DY

col suo omologo, & rappresentata dall’equazione precedente, ove si faccia:

t_a(c—ﬂ
T be—a)’
cioe dalla:
at(b—e)? b {c—a)® ctla—b?
l T+ m y+ n #=0

epperd la retta medesima & tangente alla conica nel punto (4).

Cosi & dimostrato il teorema:

Date due figure omografiche in un piano, ed una conica circoscritta al triangolo
formato dalle tre rette doppie, tutte le retfte che congiungono i punti di essa, considerati
come facenti parte della prima figura, i loro omolaghi, concorrono in uno stesso punto A,
il quale appartiene alla conica medesima. Considerando A come punto della seconda figura,
ha il suo omologo B, il quale appartiene esso pure alla conica, ed & quello in cui concorrono
tutte le rette congiungenti i punti della conica (come punti della seconda figura) ai loro
omologhi. I punti A e B, considerati come appartenenti, quello alla prima e questo alla se-
conda figura, hanno @ rispettivi omologhi C e D. Le refte AC e BD sono tangenti alla conica.

OSa:ervazione. In luogo delle formole precedenti se ne sarebbero ottenute altre
meno semplici ma del tutto simmetriche, quando si fossero assunte le equazioni:

! m n

C =m0

i Yy: =

(m—mn) ({7 : n—1) (m-41)

in luogo di quelle assunte effettivamente per rappresentare il punto generico sulla
conica (1). Una osservazione analoga valga per le proposizioni che seguono.

3.

L’equazione generale di una conica inscritta nel triangolo:
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¢ la seguente:
(6) V(@) + Vimy) + Vnx) =0

quindi un punto qualunque di questa linea potra rappresentarsi col sistema:

' tH1\2 1 ff—1\¢ 1 1

¢ 'equazione della tangente in questo punto sara:
(7) 2(@—1)Ilx—2 (t4 1) my — (*—1) nx=0.

Questa retta, considerata come appartenente alla prima figura, ha per omologa la:
l m o n

e le due rette s’incontrano nel punto:

L. tt+lalb—c) t—1b(c—a) cla—0b)
TLY A==y j Py P P

il qual punto, qualunque sia ¢, cio¢ qualunque sia la coppia delle rette omologhe
trovasi sulla retta:

l m n
®) a(b—c)rx’{“b(c—a)y_{—c(a—?)%:()'

Questa equazione, moltiplicata per la quantita:

4abc—a) (c—b)
c(b—a)

assume la forma (7) ove sia:
__2ab—c(a+b)

(9) t= =g

dunque la retta (8) & tangente alla conica (6) nel punto (9), ciod nel punto:

2 (h__ 2\2 2(n___ )2 20, B\2
x:y:%:a(b c) :b(c o) :c(a b).
l m n

La retta (8), considerata come appartenente alla prima figura ha per omologa la:

l m n

=0 " Tre—a? T Fa—p* =0

e questa incontra la (8) precisamente nel punto (9).
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Se la retta (8) si risguarda come facente parte della seconda figura, la sua omologa
¢ rappresentata dalla:

{ m n
(10) gt Yt #=0

equazione, la quale moltiplicata per:

de—a)(c—b)
a—b
assume la forma (7) ove sia:
2¢— (@ -+ b)
= e N
a—Db

dunque la retta (10) & tangente alla conica (6) nel punto determinato da questo valore
di 7, ossia nel punto:

: b—¢ef (e—a)} (a—b)}

(11) T Y x= j A et

Analogamente le tangenti della conica (6), considerate come appartenenti alla
seconda figura, incontrano le loro omologhe in punti tutti situati nella retta (10).
Questa retta, considerata come appartenente alla seconda figura incontra la sua omo-
loga nel punto (11).

Concludiamo quindi il teorema:

Se st ha una conica inscritta nel triangolo formato dalle tre rette doppie di un sistema
di due figure omografiche, le tangenti ad essa, considerate come appartenents alla prima
figura incontrano le loro omologhe in punts tutti situati sopra una medesima vetta L,
che & pure tangente alla conica. Questa retta, risquardata come apparienente alla seconda
figura ha la sua omologa M, la quale tocca anch’essa la cowica ed & quella in cui le
tangenti della conica, considerate come facenti parte della seconda figura, incontrano le
m'spettive_omologhe. Le due rette L ed M, considerate come appartenenti, U'una alla prima
figura, Ualtra alla seconda, hanno le loro omologhe P ¢ Q; il punto comune ad L, P e
quello comune ad M, Q appartengono entrambi alla conica.

4.

Riprese le denominazioni del paragrafo secondo, si considerino due punti
(t=v), ({=w) sulla conica (1); e per essi le due rette:

(12) Lz + My 4+ Nx=0 , Pz +'Qy + Rz = 0;
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saranno identiche le:

(13) L(1—1)1+M(v—1)m+Nn=o

v

P(Z—lo—-—l)l—}—Q(w——l)m{—Rn:O.

Per trovare le coordinate trilineari dell’altro punto comune alla prima delle rette
(12) ed alla conica (1), elimino z fra le equazioni di queste linee ed ottengo, avuto
riguardo alla prima delle (13):

vm La® 4 (LI + Mm o) xy 4 vIMy*=0
da cui:
%: y=—Mv: L, [7]
quindi pel punto richiesto si avra:
_ L
T mo M
Analogamente, per 1'altro punto comune alla conica (1) ed alla seconda delle rette (12),
sara:

R
S
Ol F

L. P

ﬁ v——Q:w
ciod:

L P

M——US’Q__WS

ove s & un’indeterminata.
Quindi le equazioni delle rette (12) divengono:

vsnx +ny + (1—v) (m—1Is) x=0
wsnx + ny + (1 —w) (m—1Is) x=0.

Affinché queste rette siano omologhe, & necessario che la seconda equazione si possa
dedurre dalla prima col porre in questa:

IR
o
SR
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ordinatamente in luogo di:
z, Y, %,

la qual condizione da quest’unico sistema di valori per v e w:

__a(c—b) _e—b

T b(c—a)’ Y=a

I due punti a cui corrispondono questi valori di ¢ sono omologhi I'uno dell’altro,
e sono quei medesimi punti (3) e (4) che gia si sono incontrati nel teorema del para-
grafo secondo. Concludiamo quindi il teorema:

Su di una conica circoscritta al triangolo formato dalle rette doppie di un sistema
di due figure omografiche esistono sempre due punti (e due soli) tali che due rette rotando
intorno ad essi ed intersecandosi sulla conica si mantengano costantemente omologhe nelle
due figure. Tali punti sono gli stessi A e B di cui si fa cenno nel teovema del paragrafo
secondo.

5.

Riprese le denominazioni del paragrafo terzo, s’imaginino due tangenti alla conica
(6) in due punti fissi (t=7v), ({==2), ed una tangente nel punto variabile (). Questa
tangente incontra quelle rispettivamente ne’ punti determinati dalle equazioni:

U, t+D@+1)1 (EFE—1)@@—1)1 1
vy E= 4 1 4 m  n’
- (t+1)(w+1)1  (Ff—1)(w—1)1 1
vy E= 4 1 4 m n'

Py

Affinche questi punti siano omologhi, & necessario e sufficiente che si abbia:

a: wt+1l=c:v+1, b:rw—1=c:ov—1

da cui si ha I'unico sistema di valori per v, w:

=20——(a+b) _ 2ab—cla+b)

v a—b T T co—a

i quali valori di # corrispondono alle due tangenti omologhe (8) e (10) della conica che
¢i occupa.

Abbiamo cosi il teorema:

Date due figure omografiche in un piano ed wna conica inscritta nel triangolo formato
dalle rette doppie, vi sono sempre due rette tangenti alla conica (e due sole) tali che una

Cremona, tomo I. 2
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retta lo quale si muova mantenendosi tangente alla stessa conica, incontri quelle in due
punti costantemente omologhi nelle due figure. Quelle due rette somo le L ed M, gid in-
contrate nel teorema del paragrafo terzo.

6.
Pel punto doppio:
rx=9y==0
imagino una retta fissa:
mr—ly =20
ed in essa il punto variabile:
r_Y_%
I m n

N

ove n ¢ indeterminata.

Una retta:
Ax +By +Cx =0

passera per questo punto, purché sia:
(14) Al +Bm 4+ Cn=0.
Questa retta incontra la sua omologa:

A B C

P + 2 Y + 2E= 0

nel punto:

.. _alb—e) blc—a) c(a—Db)
Tiyrx=-—y : B : o

Da queste due equazioni e dalla (14) elimino A, B, C, ed ottengo cosi I'equazione
del luogo geometrico de’ punti analoghi al precedente e corrispondenti ad uno stesso

valore della variabile #:

al(b—e) | bm(c—a)  cn(a—0b)
x + Y + %

=0

la quale rappresenta una conica circoscritta al triangolo:
rz=0, y=0, 2z=0.
La tangente a questa conica nel punto:

r=y=0
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allb—c)y+bmc—a)r=0

e quindi & indipendente da 7., Dunque:

Date due figure omografiche in un piano, se per un punio doppio si conduce una
retta fissa A e su di questa si prende un punio a, tutte le rette della prima figura che
passano per a incontrano le loro rispettive omologhe in punti situati su di una stessa
conica, che passa pe’ tre punti doppi. Tutte le coniche corrispondenti agli infiniti punti
della retta A si toccano in uno stesso punto, il quale ¢ il punto doppio pel quale passa
lo retta A.

Reciprocamente, se le coniche corrispondenti o due punti si toccano, quests punti sono
in linea retta con un punto doppio ed il contatto ha luogo in questo punto.

Infatti, i due punti siano determinati dalla equazione:

rx_Y¥y_*
1 m n
rx_Yy__*
LM N

a cui corrisponderanno rispettivamente le coniche:

allb—c)  bm(c—a)  cn(a—b)
T T =
allb—c¢) , OM(c—a) , ¢N(a—0b)

st T =0,

Siccome queste coniche passano entrambe pei punti doppi, cosi se esse si toccano,
cio avra luogo in uno di tali punti. Sia per es. '@=y==0. Le tangenti alle due
coniche in questo punto sono: ‘

alb—cyy+bmc—a)x=0, aL(b—ec)y-+bdM(c—a)x=0:
esse coincideranno se:
L=sl, M=sm

ove s & un’indeterminata. Allora il secondo de’ punti dati sard rappresentato dalle
equazioni:

Sx

=Y %
m

N

ciod 1 due punti dati sono entrambi sulla retta:

z
l
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~R

passante pel punto doppio:
il quale & quello in cui si toccano le due coniche.

%.
Sulla retta doppia:
x2=0
fisso il punto:
le+my=0, 2=0

e per esso imagino la retta variabile:

le+my+nx=0
ove n & indeterminata. )
Siano «, v, w le coordinate trilineari di un punto di questa retta: 1’equazione

della congiungente il punto stesso al suo omologo sara:

b

)

—c c—a a—2b

r 1 %=0
U + v Y + w
la quale equazione, eliminandone u« :+ mediante 1’identica:

lu 4 mv+mnw=0
diviene:
? b—e)le—(c—a)my—(a—b)nx v n

v (c—a
T @—o)ym w T @=ym?="

La forma di questa equazione manifesta che la retta da essa rappresentata inviluppa
la conica:

(c—a)n ((b———c)lm-(c——a)my—-—(a——b)n%2_0
a—bym?* 2@—bm ) =
ossia:

Vit —oz) + V(ime—a)y) + V(n@—b)z)=0

conica inscritta nel triangolo:
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Qualunque sia 7 questa conica tocca la retta:

2=0
nel punto:
=0, I(b—c)z—m{c—a)y=0;

dunque & dimostrato il teorema:

Date due figure omografiche in un piano, se sopra una refta doppia si fissa un punto A
e per esso si conduce una retta 1, le rette che congiungono i punti della retta 1 co’ loro
omologhi inviluppano una conica, che ¢ inscritta nel triangolo formato dalle vette doppie.
Tutte le coniche corrispondenti alle infinite rette che si ponno condurre per A si toccano
in uno stesso punto, e la tangente comune é la retta doppia sw cui ¢ preso il punto A.

Reciprocamente, se le coniche corrispondenti o due rette si toccano, queste rette s’in-
contrano in un punto di una retta doppia, sulla quale ha luogo il contatto.

Infatti siano le due rette:

lx4+my—+nx=0, Lr+4+My-+4Nr=0
a cui corrisponderanno rispettivamente le coniche: |
V(i o—az) + Vime—a)y) + V(nl@a—b)x)=0
V(L b—az) + Ve —a)y) + VN (@—bz)=0.

Siccome queste coniche sono entrambe inscritte nel triangolo formato dalle rette
doppie, cosi se esse si toccano, cid avrd luogo in un punto di una di queste rette mede-
sime: sia per es. nella x=0. Siccome la retta x=0 tocca la prima conica nel punto:

lb—e)z=m—a)y, 2=0
e la seconda conica nel punto:
Lb—ec)z=M(c—a)y, x=0
se questi punti coincidono, sara:
L=sl, M=sm

ossia le due rette date avranno per equazioni:

lx +my +nx=0, Zx—}—my—}——gx:O

epperd esse si segano sulla:
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8.

Per agevolare la dimostrazione di un teorema che verrd esposto nel paragrafo
nono, premettero la soluzione del seguente problema [¢]:

Dato un sistema di due figure omografiche poste in uno stesso piano, trovare le rette
di una figura che colle loro omologhe sono divise ne’ punti omologhi in parti proporzionali.

In questo paragrafo fard uso delle coordinate tangenziali. Siano:

!

x !

!
b y b %

le coordinate tangenziali di una qualunque delle rette richieste; supposte riferite le
due figure ai punti doppi:
r=0, y=0, =0

ed espresse con a, b, ¢ delle indeterminate, le coordinate tangenziali della retta omo-
loga di quella saranno:

ar', by, cx'.

Due punti qualunque della prima retta siano rappresentati dalle equazioni:

ut+hv=0, utkv=0
ove:

! ’ 1 !
Yy —z % —x i
% == x - e
P R e B

v=y —)o+ @—2)y+ @—y)=x
ed A,k sono due indeterminate. La distanza fra i due punti sard divisa in parti pro-
porzionali a due numeri m,#n dal punto:
w-+w=0

L . mh +nk
ove: L= ﬂz—f—Tl—'

I punti omologhi a’ precedenti sono:

U+hAV=0, U+kV=0, U4¢V=0

ove:
U=0, V=0

sono i punti omologhi rispettivi de’ punti:

u=0, v=0,
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Affinche il punto:
U+:e¢V=0

divida la distanza fra i due:

U+4+rV=0, U4+kV=0
in parti tali che stiano fra loro come m: », deve aversi:

m(U+RY) | (U)ot (U4iV)
A+ 7B AF¥B ~  A+qB

ove A e B sono rispettivamente i risultati ottenuti col porre x=y=x=1 nelle
funzioni lineari U e V. Posto per # il suo valore, dopo alcune facili riduzioni, I’equa-
zione precedente diviene:
BBU—AV)=0.
L’ equazione:
B=0
ossia la:
ab—o)x +blec—a)y +cla—bx =0

da la soluzione richiesta. L’altra equazione:

BU—AV=0
ossia la:
(ex' —by\x + (ax' —cxyy -+ (by' —ax)x =0
da:

! ! !

ax' = by = cx

caso particolare della B=0.
L’equazione B==0 rappresenta un punto situato a distanza infinita. Dunque le
rette richieste sono parallele alla:

ciod a quella retta della prima figura che ha la sua omologa a distanza infinita.
Cosi & dimostrato il seguente teorema, reciproco di uno notissimo dell’ illustre
geometra CHASLES (Traité de Géométrie Supérieure, pag. 365):
In ciascuna figura le sole rette, che colle rispettive omologhe sono divise dai punti
omologhi in parti proporzionali, sono le parallele a quella che ha la sua omologa nell’altra
figura situata a distanza infinita.



24 INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI GEOMETRIA SEGMENTARIA.

9.

Ricerchiamo ora se fra le rette determinate nel paragrafo precedente, ve ne siano
di quelle che colle rispettive omologhe siano divise in parti eguali dai punti omologhi.
Riprese le coordinate trilineari, siano A, B, C gli angoli del triangolo formato dalle
rette doppie:

saranno quindi:
ax senA 4 bysenB 4 cxsenC =0

(15) z Y z
p sen A -+ 5 senB—}—g senC =0

le equazioni delle due rette che nelle due figure hanno le omologhe a distanza infinita.
Sia poi LM, LN, una coppia qualunque di rette omologhe, rispettivamente parallele
alle precedenti; le loro equazioni saranno della forma:

(a+s)xsenA + (b+s)ysenB -+ (c+s)zsenC=20
(é—{—sl)a; senA -+ (%4—%)@/ senB —|—<%+sl)% senC =0

ove s & la quantitd che individua la coppia delle rette omologhe.
Il punto L ad esse comune ha per coordinate:

alb—e)  ble—a)  cla—b)
(@4 s)senA " (b+s)senB * (¢+4s)senC’

Ty w=

considerato questo punto come appartenente alla prima retta avrd per omologo I'M
determinato dalle:

2 2 N
vy x:= 20— . Fle—a)  Fl—b)

(@+s)senA ~ (b+s)senB * (¢-}s)senC

e considerato come appartenente alla seconda retta avrd per omologo I'N determi-
nato dalle:
b—e c—a a—b

a5 senA - (b s)senB ; (e+s)senC’

x. Y, =
Y (

Quindi I’equazione della retta MN sara:

(b+c) (a+s)xsenA + (c+a) (b+s)y senB + (@ b) (c-Fs)xsenC = 0.
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Ora affinché sia soddisfatta la condizione dell’attuale problema, & necessario e suffi-
ciente che la retta MN riesca parallela ad una delle bisettrici degli angoli compresi
dalle rette (15).
Il punto comune alle (15) é:
a@*—c)  b(E@—a?)  cl@®—0bY)
senA ° senB =~ senC

T Y: x=

e la parallela ad MN condotta per questo punto sara:
(be - as)x sen A + (ca -+ bs)y senB + (ab +-es)xsenC = 0.
D’altra parte, posto:

h*=a*sen®A4-b0*sen*B-+c*sen*C— 2bcsen Bsen Ccos A —2casenC sen A cosB—
—2absenA senBcosC

1,01 1 9 2
k =&—zsen A+Z)—2sen B+ggsen C——FsenBsenCcosA—-c—asenCsenAcosB—

>

2 sen A senB cosC,
ab

le due bisettrici degli angoli compresi dalle rette (15) sono rappresentate dalla doppia
equazione:

h + ka? b* ke?
e wsenA—l—kiM} y senB + hot ke

zsenC = 0.
C

Quindi indicata con i un’indeterminata, per condizione del problema dovra essere:
a (be + as) =1 (h + ka?)
b (ca —+-bs) =i (h + kb?)
c (ab + cs) = i (h + kc?)
da cui moltiplicando ordinatamente per b—r¢e, ¢—a, a—b e sommando si ha:
+ik=s
quindi, ciascuna delle precedenti da:

hs = +k abe

cio¢ due valori per la s, epperd due sistemi di due rette omologhe divise in parti
eguali dai loro punti omologhi. Siccome poi, per uno di questi sistemi la retta LM &
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parallela ad una delle bisettrici degli angoli delle rette (15), e per I'altro & parallela
all’altra, cosi ne risulta evidentemente che se due punti descrivono nello stesso senso
le due rette di una figura, i loro omologhi descriveranno in senso contrario le rette
omologhe nell’altra figura.

Cosi ¢ dimostrato il teoremas:

In due figure omografiche poste in un piano esistono sempre due sistemi (e due soli)
di due rette omologhe divise in parti equali dai punti omologhi. Le due rette di ciascuna
figura, sono parallele alla retta di questa figura che ha Uomologa nell’altra a distanza
infinita; e se due punti descrivono le due rette di una delle due figure nello stesso senso,
i loro punti omologhi descriveranno le rette omologhe in semso contrario.

Cremona, 6 agosto 1857.



4.

SUR LES QUESTIONS 321 ET 322. [7]

Nouvelles Annales de Mathématigues, 1.r série, tome XVI (1857), pp. 4143,

QuEsTION 321.

Soient @,,b,, ¢, les coordonnées du sommet 77#me de 1'hexagone; I, la longueur
du coté (r,r-+1); o,,pB., 7. les cosinus des angles du méme cdté avec les axes. On

a, par les données du probléme,

ty=a, -+ a1, , by=b 4Bl , c=c+1kL
ag=0, 4o, 0, F 0,1, , ,
ag=0,F+ol,+ ol o5l , , -
Ay=a; - 0y ly + a3ls s ,

Q5= 0, F 0315 , ,

Par conséquent, I’équation du plan passant par les milieux des cotés (1,2), (2,3), (3, 4) sera

1 1 1 1

20 2a,-Foly 20,20l -0l 20,4200 2050405l i

2y 2Bk 26 2Bk 4 Bole 26+ 280 4 280+ Bols |

2v 2041k 2+ 2uh+nl 20+ 2k 4 20l vl |
ou, en transformant ce déterminant par des théorémes trés-connus,
1 0 1 0

blw—a)  wplyd-ogly  oglitonly ol ol

4{y—0b) Bb+Ll Bb+Bh Bl Bl

d(x—e)  Bhtul wshbtnl nh4rl

=0,

=0.
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FEn observant de quelle fagon cette équation renferme les éléments qui composent
les coordonnées des sommets de I’hexagone, on voit que la méme équation représente
aussi le plan passant par les milieux des cdtés (4,5), (5,6), (6,1). Done, etc.

QUESTION 322.

Soient 2% le nombre des cotés du polygone; a., b, , ¢, les coordonnées du sommet
pieme . 1 la longueur du coté (»,r--1); o,,B,, 7. les cosinus des angles de ce cdté
avec les axes. Iin supposant que #» soit un des nombres 1,2,3,..,%n, on a

ar==a+only + ol +... ol .,

a‘n—]—r = + Oy Zr + d"r—l-l lr—l—l + .. + O, ln ’
done
[£2% +an+7'=2a’l + OLlll + U,le + e anln ’

c’est-a-dire @, a,,, est indépendant de »; analoguement pour b, +b.y, et ¢, +cCops.
Je considére le point dont les coordonnées sont

1 1 1
X = 5 (ar + a/n-l-r) ] ?/= 5 <b¢ + bn-l—r) ) g= 5 (01‘ + cn-]—r) ;

ces coordonnées satisfont évidemment aux équations de la droite (r, n+r), qui sont

r—a, _ y—b.  z—e¢,

Gy — Oy br - bm-{—i Cp— cn—{-?'

et satisfont aussi aux équations de la droite qui joint les milieux des cotés (r, r+1),
(m-+r, n+r-+1), savoir

e 2 2y —b,—b,4 . 28— ¢, —Cprya
@, + a/r-l-l ——an—’,—r - an+r+1 br + br-l-l - bn-}-r - bn+r+l Cr + cr+l - Cn+'/‘ - cn+7‘+1» ’

done le point nommé est commun & toutes les droites qui joignent les sommets op-
posés et & celles qui joignent les milieux des cdtés opposés, et le méme point est le
milieu de chacune de ces droites.
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SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION 344 (MANNHEIM). [7]

Nouvelles Annales de Mathématiques, 1. série, tome XVI (1857), pp. 79-82.

Soient x,,¥,, et «,, y,, les coordonnées des points A, O, celles des points B,C
seront de la forme
=2, -+ e , ys=uy -+ I,
o=, Fpm, Y=y +pn,

h,k,1,m sont des quantités données, A, v deux indéterminées; donc

1 =
2ABO =1 z 9y, =X\

1 2 s

Xy —%, Y2 Y1

et analogiquement

2A0C=|1 @, vy | =g

11 s’ensuit
‘ Ly — Xy Yo— U

My—upm  hk—pn

1/ 1 1
2 (ABO + AOC) -

X — Xy Yi—Ye

JxTS

m n
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mais les points B, C, O étant en ligne droite, on a

1 x v,
1 z y; =0,
1 =y,
c’est-a~dire
Ly —— X Yoy — kE h
R BT — . =0,
Mo —ypm  Ne—pn nom
par conséquent,
E h
n om

R |
2\ABO ' AOC T—Ty Yo
h k

O1—% Yh—Y.

m n

quantité indépendante de i, .. Donc, ete.

Théoréme analogue dans 1’espace.

Par un point O situé dans I'intérieur d’un angle triddre de sommet A, on meéne
un plan qui coupe lés arétes du triédre dans les points B, C, D. Soient v;, v, vs le
valeurs des trois pyramides AOCD, AODB, AOBC; je dis que la somme

\/———_-+\/ +V

vaVi Vive

~est constante, de quelque maniére qu’on méne le plan sécant.

Soient @1, ¥, %1 , T2, Yo, %2, ..., s, Ys, %5 1es coordonnés des cinq ponts A, 0,B, C,D;
Ziy Y1, %, T2, Y, %2, SONt des quantités données ainsi que les o, B,7; on aura

La—T _ Ys—W _ Z—%

o B T

=)\,

Cy—T,  Ya™ Y %—% b
- - &
oy Be T2

L=y Ys—U_ %—%
o3 Bs T3

Yy
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done _
1 oy %
Lo—X1 YY1 %2 —%
1 = vy %
6 v, == = Qv Gy 62 2 = %LVA B
1z Yy %4
o3 Bs Ts
1- x5 ys %
et par analogie
Lo—Ty Yo—Y1 Xp— %
6 vy == VA o Bs s =v\B,
o N T
Lg=—Xy Yo—Y1 %%
6 Vg == Mx oy Bl T1 == )‘P C s
O Bs Te

A, B, C sont des quantités connues; d’ou

1 vitvtv _ pvA+AB40
1 T .

67 Vwvinv ey Y ABC

Mais les points O, A, B, C étant dans un méme plan, on a

1 2 Yy, %
1 2 ys % —o,
1 x ys %y
1 2 ys %

remplacant z; par ko, 4, ys par A+, % par %, etc., on obtient

5] @1 T
pVvAFIB 4 C=kpv| o B 12 |=rpvD,
o3 Bz s
done
(Y YY)
6—; Vo V3 + 12301 + V1Ve \/ ABC !

quantité indépendante de *, p., v.
C'est ce qu’il fallait prouver.



6.

SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 368 (CAYLE?). [7]

Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.r série, tome XVI (1857) p. 250.

Toute conique qui touche les cOtés du triangle ABC (p=0, ¢=0, r=0) est
représentée par I'équation (Sarnmon, Comnic sections, 3.° édition, p. 247)
Py + ¢ + 0P — 2mmngr — 2nlrp — 2lmpg =0 *),
ou I, m,n sont des indéterminées. Les points o, §, v étant déterminés respectivement
par les couples d’équations simultanées
p=0, qgq—r=0;
g=0, r—p=0;
r=0, p—9=0;

la conique passera par les points o, (3,7, si I'on satisfait aux conditions

mt-+n® —2mn=0,
n +0F —2ul =0,
P +m—2Ilm =0,

ou bien
l=m=mn;

donc T'équation cherchée est
P+q+r—2gr—2rp—2pg=0.

*) Ou bien (lp)’lf—i— (mq)';‘—}- (717')1?: 0.



Soient

7.
SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION 369. [7]

Nowvelles Annales de Mathématiques, 1.ev série, tome XVT (1857), pp. 251-252.

p=0, g=0, r=0

les équations des cdtés BC, CA, AB d’un triangle ABC;

sont donc les équations de trois droites passant respectivement par les sommets A, B, C
et se rencontrant au méme point D; soient ¢, 3,7 les points ou AD, BD, CD ren-

contrent BC, CA, AB. Soient

les équations de deux droites R, R, qui rencontrent respectivement BC, CA, AB aux
points @, a,; b,b,; ¢,e¢ ; par conséquent, les équations des droites Da, Da,, son

g—r=0, r—p=0, p—qg=0

Ip +mq +nr =0,
Lp 4+ maq-+nr=0

n(r—p)—m@pP—q =0,
m@r—p)—m@P—qg=0.

Le rapport anharmonique des quatre droites DB, DC, Dz, Da,

r—p =0,

pP—9q =0,

r—p— (p'—'Q)=O’
m

r—p— @—g9=0

Cremona, tomo I.
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est :% (Sarmon, Comic sections, p. 53) et le rapport anharmonique des droites conju-

guées DC, DB, D, Da,,
p—q =V,
r—p =20,
p—qg— (—p)=0,
,nl A JU—
p—q— - (r—p) =0,

m . . . .
est 1_1; donc les points B, C, o, @, @, seront en involution si I'on a
(31

Wi, == NN, .

Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que les trois systémes de cinq points

By Oa o, G, a,
Oa A-7 B; b’ bl;

A, B, 1,¢, ¢,
(2, B, v points doubles) soient en involuti;)n, seront

U, = mm, = nn, .
Il s’ensuit qu’en prenant arbitrairement la droite R,

Ip-+mqg -+nr=0,

la droite R, sera
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Rivista bibliografica. — BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER LAGE, von
DR. OGEORG KARL CHRISTIAN V. STAUDT. ord. Professor an der Univer-
sitit Erlangen. Niirnberg, Verlag von Bauer und Raspe, 1856-57. [!]

Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo I (1858), pp. 125-128.

Questo libro merita d’essere considerato sotto due aspetti: come saggio, elementare
in vero, della geometria di posizione, cosi detta nel piu stretto senso della parola; e
come trattato di geometria imaginaria o ideale.

Sotto il primo aspetto 1'autore & stato si scrupolosamente fedele al titolo del libro
e si & occupato in modo si esclusivo delle proprieta descrittive delle figure, che invano
si cercherebbe il concetto di gquantitd in quest’opuscolo, solo eccettuati gli ultimi
cinque paragrafi, i quali — al dire dello stesso autore — non sono parte essenziale
del libro, ma devono risguardarsi come semplice appendice. Sotto questo punto di
vista, mi pare che il sig. Sraupr avrebbe fatto un lavoro meno utile che curioso. Le
proprieta descrittive e le proprietda metriche delle figure sono cosi strettamente con-
nesse fra loro, che & sconveniente e svantaggioso il volerne fare un si completo di-
vorzio. Il sig. CHASLES ha rimproverato la medesima esclusivitd, sebbene non tanto
esagerata, alla celebre Scuola di MonoE, ed ha messo in piena luce la maravigliosa
fecondita della simultanea considerazione de’ due generi di proprietd *). Tale esclu-
sivitd potrebbe condonarsi soltanto se il metodo di ricerca e di dimostrazione, adottato,
si rifiutasse allo studio delle relazioni metriche; ma ’autore si serve della corrispon-

*) Vedi nel tomo XI dei Mémoires couronnés de U’ Academie de Bruxelles 1’ Apergu histo-
rique a pag. 264, ed il Mémoire de géométrie a pag. T75.



36 BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER LAGE.

densa omografica e correlativa delle figure, potentissimo strumento che da tutte le pro-
prietd projettive, epperd non solo le descrittive, ma anche le metriche involgenti
rapporti di segmenti rettilinei, di aree di figure piane e di volumi. Mi pare che queste
proprietd possano ben entrare in un trattato della geometria di posizione.

Ma, fatta astrazione da questa soverchia esclusivitd, entro i limiti che I’autore si
¢ prefissi, il suo lavoro ha molti pregi ed & fatto nello spirito della geometria mo-
derna. — Egli chiama forma elementare un sistema d’elementi geometrici della stessa
specie (punti, piani, rette), e considera le forme elementari di due ordini. Tre spettano
al primo ordine, e sono: sistema di punti in linea retta — fascio piano di rette passanti
per uno stesso punto — fascio di piani passanti per una stessa retta. Cinque forme
appartengono al second’ ordine: sistema di punti in una conica — fascio di rette tan-
genti ad una conica — fascio di rette generatrici di un cono di second’ordine — fascio
di piani tangenti ad un cono di second’ordine — fascio di rette generatrici (d’uno
stesso modo di generazione) di un’iperboloide ad una falda. I principj di omografia
e di dualita permettono di estendere un teorema, che abbia luogo per una delle forme
pit semplici, alle forme pitt complesse. Ogniqualvolta I’ indole della quistione lo con-
ceda, l'autore enuncia le proposizioni per modo che convengano non ad una sola forma,
ma a parecchie o anco a tutte quelle d’uno stesso ordine. Per esempio: * quattro
elementi della stessa specie, posti in uno stesso piano o passanti per uno stesso punto,
tre qualunque de’ quali non appartengono ad una stessa forma elementare di primo
ordine, individuano una forma elementare di second’ordine, a cui questi elementi ap-
partengono e nella quale essi abbiano un dato rapporto anarmonico *) ,.

Collo stesso spirito di generalita, 1’autore espone i principj della geometria ima-
ginaria — ardita concezione, che si puo dir sorta dalla scuola di MoxncE, e che, op-
portunamente applicata, & un potente mezzo d’invenzione. — Si chiamano ideali gli
elementi doppi di una forma di prim’ordine in involuzione, la quale non abbia ele-
menti doppi reali. I’autore considera due specie di rette ideali. Rette ideali di prima
specie sono le rette doppie d'un fascio di rette di prim’ordine in involuzione. Rette
ideali di seconda specie sono le rette doppie d’'un sistema in involuzione di rette
generatrici (d’uno stesso modo di generazione) d’un iperboloide. Due rette ideali di
specie diverse differiscono in cid, che 'una ha un punto reale e giace in un piano
reale, mentre la retta ideale di seconda specie né ha alcun punto reale, né giace in alcun
piano reale. I’autore parte da queste definizioni per istabilire le proprietd degli ele-
menti ideali nelle forme reali, e le proprieta delle forme ideali contenute in sistemi reali

¥) L’espressione: rapporto anarmonico non si trova in questo libro, ma vi si fa uso di una
locuzione equivalente che non involge il concetto di quantita.
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Py

11 vantaggio che ricava 'autore da questa geometria imaginaria & quello di sem-
plificare e generalizzare il linguaggio della scienza, abbracciare in un solo enunciato
universale molti teoremi in apparenza eterogenei, e cancellare le eccezioni nascenti
da quelle parti di una figura che possono essere reali o ideali. Ma lo scopo pit im-
portante della geometria imaginaria, quello di trasformare le proprietd di figure ideali
in effettive proprietd di figure completamente reali (della qual mirabile trasformazione
ha dato un bell’esempio il sig. CHASLES deducendo le proprietd de’coni di second’ ordine
da quelle di un cerchio ideale *)), tale scopo, io dico, forse non entrava nelle viste
dell’autore.

Lo strumento di cui fa uso 1’autore ¢ la corrispondenza proiettiva delle figure.
I paragrafi 19, 20, 21, 27, 28 contengono proprietda d’un sistema di quattro elementi
reali o ideali d’una data forma elementare, il rapporto anarmonico de’ quali & la
somma o il prodotto ¢ una potenza o una radice di rapporti anarmonici d’altri si-
stemi. I paragrafi 15 e seg. versano sulle principali proprietd delle cafene. Dicesi
catena, un sistema d’elementi appartenenti ad una stessa forma elementare, ciascun
de’ quali insieme a tre elementi fissi della stessa forma costituisce un complesso di
quattro elementi aventi il rapporto anarmonico reale. Due catene in una stessa forma
differiscono fra loro pe’ tre elementi fissi. L'autore considera le catene contenute in
una stessa forma o in due forme proiettive fra loro.

11 libro & interamente scritto nello stile moderno della pura geometria. Perd 1’au-
tore indica al paragrafo 29 alcuni metodi analitici, opportuni per le ricerche nella
geometria di posizione. Ecco in che consistono tali metodi:

1. Siano A, B, C tre elementi individuati ed M un elemento qualsivoglia d’una
stessa forma elementare; chiamasi ascissa dell’elemento M rispetto al sistema ABC
il rapporto anarmonico del complesso ABCM. Ciascun valore particolare dell’ascissa z
individua un elemento della forma proposta.

Se in una stessa forma si assumano due sistemi d’elementi fissi ABC, EFG e
siano =,y le ascisse d’un medesimo elemento qualunque M rispetto a que’ due si-
stemi, si avranno per la trasformazione delle ascisse le formole

_[—g9 x—e _b—c y—a
Cf—e z—yg’ o

Yy

b—a " y—c

ove ¢, [, g sono le ascisse degli elementi E, F, G rispetto al sistema ABC, ed a,b, ¢
sono le ascisse degli elementi A, B, C rispetto al sistema EFG.

*) CHASLES, Traité de Géométrie supérieure.
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Date due forme elementari, e nell’una il sistema ABC, nell’altra il sistema E'F'G’,
sia @ Pascissa d’un elemento M della prima forma rispetto al sistema ABC, ed y
I’ascissa d’un elemento M' della seconda forma, rispetto al sistema E'F'G'. Gli ele-
menti M, M’ si chiamano corrispondenti; se fra le loro ascisse ha luogo una relazione
della forma

oy +pr +y +3=0

ove o, 3, 7,9 sono costanti, ed «3—By non & zero, le due forme sono projettive.

2.° Cinque punti A, B, C, ¢/, C", disposti comungue nello spazio, si suppongano
individuati. Ogni punto M dello spazio sara determinato da’ tre piani passanti per esso
e rispettivamente per le rette C'C', CC", C'C. I rapporti anarmonici de’ tre sistemi
di quattro piani C'C'(ABCM), CC'(ABCM), C'C(ABC'M) sono le coordinate del
punto M.

3.° Cinque piani A,B,C, (', C" qualunque si suppongano individuati. Qualsi-
voglia altro piano M sara individuato dai tre punti in cui esso & incontrato dalle rette
C¢'C’, CC’, C'C. I rapporti anarmonici de’ tre sistemi di quattro punti C'C'(ABCM),
CC"(ABC'M), C'C(ABC'M) sono le coordinate del piano M.

4.2 Si suppongano individuate tre rette generatrici a,b,¢ (d'uno stesso modo
di generazione) d’un iperboloide ad una falda, e tre rette generatrici I, m,n (del-
Paltro modo di generazione) della stessa superficie. Un punto qualunque M non posto
sulla superficie & determinato dai piani condotti per esso e rispettivamente per le
rette 7, m, n; le sue coordinate sono i rapporti anarmonici de’ tre sistemi di quattro
piani {(abcM), m(abcM), n(abcM). Se il punto M & nella superficie, all’intersezione
delle due generatrici rettilinee p, ¢ appartenenti ordinatamente ai sistemi ade..., lmn...,
le coordinate di detto punto M sono i rapporti anarmonici de’ fasci, abep, lmng.

Desidero che questo breve cenno invogli i giovani studiosi della geometria alla

lettura del pregevole opuscolo del sig. StaupT.

1 marzo 1858.



9.

SULLE LINEE DEL TERZ ORDINE A DOPPIA CURVATURA.

Annali di Matematice pure ed applicata, serie I, tomo 1 (1838), pp. 164-174, 278-295.

1. Le belle proprieta, finora note, delle linee del terz’ordine a doppia curvatura
(che io chiamerd brevemente cubiche gobbe) trovansi tutte, per quanto io sappia, nella
nota 332 dell’ Apercu historique del sig. CHASLES, e in due altri lavori del medesimo
geometra, I'uno inserito nei Comptes rendus dell’Accademia francese (1843) e I altro
nel giornale del sig. LiouviLLE (novembre 1857). Tali proprietad vi sono perd sempli-
cemente enunciate, ed io non so se alcuno le abbia ancor dimostrate. In questa me-
moria si propone un metodo analitico per lo studio di linee si importanti: il qual
metodo conduce a brevi dimostrazioni dei principali teoremi contenuti nell’ultima
memoria del sig. CHAsLES, ed anche di alcuni altri non enunciati finora. Se pero questo
scritto fosse per destare qualche interesse dal lato geometrico, io me ne professerei
interamente debitore allo studio delle memorie dell’illustre geometra francese.

2. Due coni di second’ ordine abbiano una generatrice rettilinea comune. Siano .
B=0, C=0 le equazioni dei piani tangenti ai due coni lungo questa generatrice.
Questi piani segheranno il secondo e il primo cono rispettivamente in altre due ge-
neratrici; i piani tangenti lungo le medesime siano A=0, D=0. Le equazioni dei
due coni potranno quindi scriversi cosi:

1) BD—(C*=0, AC—B*=0
e la cubica gobba comune ai due coni potra rappresentarsi colle equazioni:
2) A:B:C:D=¢*:0%:0:1.

Un valore particolare di o si dird parametro del punto da esso individuato sulla linea 2).
I vertici dei due coni 1) sono punti della linea ed hanno per rispettivi parametri I’ infi-
nito e lo zero.
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La retta congiungente due punti (», 6) della linea pud rappresentarsi colle equazioni :
A—(0+0B4+wbC=0, B—(04+86C+eD=0
quindi le equazioni della tangente al punto ¢ sono:
A—20B4+0*C=0, B—2wC-+o*D=0,
Se da queste due equazioni si elimina o si ha la:
3) | (AD—BCP — 4(BD—C*%) (AC—B*) =0
dunque la superficie sviluppabile luogo delle tangenti alla cubica gobba & del quart’ or-
dine (39) *). L’equazione del piano passante per tre punti (o, 0,¢) della cubica gobba &:
A—(w-4-6+e)B+4 (B:+eww+ 00 C—wlz: D=0
e quella del piano osculatore al punto @:
A—30B+30*C—w’D=0.

3. 1l rapporto anarmonico de’ quattro piani:

A—(B+0)BtobC—¢, (B—(6+w)c+meD)==o e r=1,2,3,4)

e ?::i—z . zi_—?, epperd indipendente da w,6. Ciod: il rapporto anarmonico de’
17 %8 2T %4

quattro piani passanti rispettivamente per quattro punti fissi della cubica e per una

stessa corda qualunque di essa linea & una quantitd costante. Questa quantitda pud de-

nominarsi rapporto anarmonico de’ quattro punti della cubica gobba (9, 10).

La retta tangente al punto » incontra il piano osculatore al punto 9 nel punto:

A:B:C:D=300: 0(20+0): 6420:3

quindi le equazioni de’ quattro piani passanti per una stessa retta B=C==0 e rispet-
tivamente pe’ quattro puntiin cui la tangente della cubica gobba al punto © incontra
i piani osculatori ai punti (e, &, s, &) si otterranno ponendo successivamente
&, &, &, & in luogo di 6 nella:

0(2B—00) —0(20C—B)=0

. .. . . . . . . &5 €3—¢,
quindi il rapporto anarmonico dei nominati quattro punti della tangente sara E‘—J . ;u
1763 38

*) I numeri citati fra parentesi sono quelli dell’nltima memoria del sig. CrASLES,
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quantitd indipendente da . Ossia: il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui
quattro piani osculatori fissi sono incontrati da una tangente qualunque & costante (51).
Se questa quantitd costante si denomina rapporto anarmowico de’ quattro piani oscu-
lators dello cubica gobba, potremo enunciare 1’importante teorema: il rapporto anar-
monico di quattro piani osculatori d’una cubica gobba & eguale al rapporto anarmonico
de’ quattro punti di contatto. Quindi i piani osculatori d’una cubica gobba formano
una figura correlativa a quella formata dai punti di contatto (48).

4. Le equazioni 2) si possono ottenere anche dal teorema che segue. Abbiansi nello
spazio due fasci di rette omografici, e sia B—w C=0 il piano di due raggi omo-
loghi [?]. I due raggi potranno rappresentarsi colle equazioni:

A—oB=0, B—0oC=0; C—oD=0, B—aoC=0

da cui eliminando » si hanno le equazioni 2), ossia: il luogo del punto d’intersezione
di due raggi omologhi & una cubica gobba passante pe’ centri de’ fasci. Considerando
il piano:

A—OB+0)B+ofC=0

come appartenente al primo fascio, il piano omologo sara:
B—0-+wC+wbD=0

quindi la retta ad essi comune incontra la cubica gobba in due punti (8).

Dimostro il teorema reciproco. Si consideri un fascio di rette congiungenti il punto w
della linea 2) ad altri punti z,, ., ... della medesima. Le equazioni d’un raggio
qualunque saranno:

A—oB—2(B—owC)=0, B—oC—2z(C—oD)=0.

Immaginando un secondo fascio di rette congiungenti il punto 6 ai punti =, =, ...,
il raggio di questo fascio corrispondente al punto = sara:

A—0B—3(B—60)=0, B—06C—z(C—0OD)=0

quindi i due fasci sono omografici (5, 6).

5. Ricordata 'equazione del piano osculatore al punto o, se si cerca di determi-
nare o onde questo piano passi per un dato punto di coordinate a:b:c¢:d, si ha
I’equazione di terzo grado:

@ — 30b 4 3o*¢—o0’d =0.
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- Dunque per un dato punto dello spazio si possono condurre ad una cubica gobba al
pit tre piani osculatori (40).' Chiamando ®,, »,, ws le tre radici, supposte reali,
della precedente equazione, il piano passante pe’ tre punti di contatto sard rappre-
sentato dalla:

A— (0, 4 @, 4 05) B -+ (0,05 4 030, + 0,05) C — 0, 0,0, D =0
ossia, per le note relazioni fra i coefficienti e le radici d’un’equazione:
dA —aD +3(bC—¢B)=0
equazione soddisfatta da:
A:B:C:D=a:b:c:d;

ossia: quando per un dato punto dello spazio si ponno condurre tre piani osculatori
ad una cubica gobba, il piano de’ tre punti di contatto passa pel punto dato (41). Di
qui emerge una semplice regola per costruire il piano osculatore in un dato punto o,
quando sian dati tre piani osculatori e i loro punti di contatto w,,w,, ws. Sia o il
punto comune al piano o @, w, ed ai piani osculatori in w,, @, ;B il punto comune al
piano o w, w; ed ai piani osculatori in o, ©;; il piano afw sard il richiesto.

6. Trovero 1'equazione della superficie conica che passa per la linea 2) ed ha il
vertice in un punto qualunque dello spazio. Questo punto sia quello -comune ai tre
piani osculatori della cubica:

A=0, D=0, A—30B-436C—6D=0.

Le equazioni della retta passante per quel punto ed appoggiata alla linea 2) nel punto
variabile » sono:

o*(B—0C) — (0 —0)A=0, ow—0D406C—B=0
da cui eliminando « si ha per la superficie conica richiesta I’equazione:
(B—6C)P — AD(A—36B -+ 36°C —6°D)=0
ovvero
@+y+2P—272yx =0 o anche x% —§—y_;“ - _%%z
ove si e posto:
A=z, —0PD=y, OGD—30(C4 36B—A=1x.

Dunque il cono passante per una cubica e avente il vertice in un punto qualunque
dello spazio & del terz’ ordine e della quarta classe. Supposto che pel vertice del cono
passino tre piani osculatori della cubica gobba, cioé che i piani =0, y=0, x=0
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siano tutti e tre reali, il cono ha tre generatrici reali d’inflessione ed una generatrice
doppia conjugate. Le tre generatrici d’inflessione sono nel piano -4y -+2=0, che
é quello passante pe’ tre punti di contatto della cubica gobba co’ piani osculatori
rx=y=x=0. Questi medesimi piani sono tangenti al cono lungo le generatrici
d’inflessione. La generatrice conjugata & rappresentata dalle equazioni x=y=x.
Se pel vertice del cono passa un solo piano osculatore reale =0, indicando
con u =0, v=0 le equazioni di due piani reali passanti per quel punto, si avra:

y:z¢+thT, 5=u——v\/j

quindi I’equazione del cono potra scriversi cosi:

x ((w—u)z— 302) --—g (t—u)’=0;

quindi nel caso attuale il cono in quistione ha una sola generatrice reale d’inflessione
ed wna generatrice doppia nodale. 11 cono ¢ toccato lungo la generatrice d’inflessione
dal piano =0 osculatore della cubica, e lungo la generatrice nodale dai due piani

r—u+vy3=0. Se il vertice del cono passante per la cubica gobba & su di una
retta tangente a questa linea, quel cono e ancora del terz’ ordine, ma della terza classe.
Il vertice sia al punto:

A=0, B=0, C—iD=E=0
situato sulla tangente A=B=0. In questo caso 1'equazione del cono puo scriversi cosi:
A*(A—9hB -+ 27WE) — (A— 3B’ =0
quindi il cono ha wna generatrice di regresso:
A=0, B=0

e una generatrice d’inflessione:

A— 9B+ 2TA*E =0, A—3hB=0;
lungo queste generatrici il cono e toccato rispettivamente dai piani:

| A=0, A—9AB+4 27TE=0

che sono osculatori della cubica gobba.
Da ultimo se il vertice del cono e nel punto 6 della cubica gobba, la sua equa-
zione sard:

(A—6B) (C—6D) — (B—6C)* =0
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dunque ogni superficie conica passante per una cubica gobba ed avente il vertice in
essa & di second’ ordine (2). '

7. Da quanto precede consegue che la prospettiva di una cubica gobba & una cubica
piana della quarta classe, avente un punto doppio, il quale & conjugato o un nodo
secondo ché pel punto di vista si ponno condurre alla cubica gobba tre piani osculatori
reali o un solo (18). Se il punto di vista & in una retta tangente della cubica gobba,
la prospettiva di questa & una cubica piana avente un punto di regresso, e se il punto
di vista & sulla cubica gobba medesima, la prospettiva & una linea di second’ordine.

La reciproca di quest’ultima proprieta si trova enunciata nell’Apercu nel seguente
modo: il luogo devertici dei coni di second’ordine passanti per sei punti dati contiene
la cubica gobba individuata da quests sei punti [*°]. Questo teorema somministra una
semplice regola per costruire per punti una cubica gobba di cui sono dati sei punti
a,b,c,d,e,f. I due fasci di rette a(bcdef), blacdef) si seghino con un piano qua-
lunque passante per la retta ¢d. Si otterranno cosi due sistemi di cinque punti, ne’ quali
tre punti sono comuni. Le due coniche individuate da questi due sistemi, avendo tre
punti comuni, si segheranno in un quarto punto, il quale apparterrd alla cubica gobba.

8. Ricerchiamo la natura della linea risultante dal segare con un piano il fascio
delle rette tangenti alla cubica gobba, ossia la superficie 3). Il piano segante sia
B —6C==0 che passa per tre punti della cubica corrispondenti ai parametri zero, infi-
nito e 8. Posto[!]:

C=g, —A+0PC=0y, —OD+4C=z, B—OC=w

la sezione riferita alle rette w=0 (z=0, y=0, 2=0) sara rappresentata dalla
equazione:
4) Py + 2%+ ' — 2a%ye — 2yfex — 252y =0

ovvero

—

1 1 .
x *4+y T4z T=0

epperd la sezione & una linea del quart’ordine; essa & poi della terza classe perché
ha tre cuspidi o punti di regresso (44). 1 cuspidi sono i punti y=#¢=0; s=2=0;
z=y=0 comuni alla cubica gobba ed al piano segante w=0. Le rette tangenti
alla linea 4) ne’ tre cuspidi sono y—2=0, z2—2x=0, x—y=:0; esse CONCOITONO
nel punto z=y==x il quale & quello comune ai tre piani osculatori della linea 2)
ne’ punti che sono cuspidi della linea 4).

Se la superficie 3) vien segata da un piano tangente alla cubica gobba, per es. dal
piano B=0, che passa per la tangente al punto di parametro zero e sega la linea al
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punto di parametro infinito, la sezione risulta composta della retta A=B=0 e della
cubica piana:
B=0, AD*+4C*=0

per la quale il punto B=C=D==0 (cioé¢ il punto della cubica gobba di parametro
infinito) & un cuspide, e il punto B=C=A=0 (cioe il punto della cubica gobba
di parametro 2ero) & un punto d’inflessione. Le tangenti alla cubica piana in questi
punti sono B=D=0, B=A=0 rispettivamente. Da ultimo, se la superficie 3)
vien segata dal piano A==0 osculatore della cubica gobba nel punto di parametro
zero, si ottiene la conica:

A=0, C-4+4BD—C)=0

che & tangente alla retta A =B =0 nel punto della cubica gobba di parametro zero.
9. Pe’ tre punti della cubica gobba di parametri zero, infinito e 6 passa il piano
B —6C==0. Questi punti determinano un triangolo, i lati del quale sono:

B—8C=0 (C=0, A—8C=0, 6D—C=0).
Pongo:
C=a2, —A}C=0y, —0D+C=z, B—0C=w;

I’equazione d’una conica inscritta nel triangolo suddetto, riferita alle tre rette

w=0 (rx=y=e=0)
sara:

L L L

(Iz)% + (my)? -+ (ne)? = 0.

11 piano passante per altri tre punti 0,, 6,, 6; della cubica gobba sega il piano w=0
nella retta:

(6—6,) (6—06,) (0—0;) x2—6% +6,0,0,2=0;
la condizione perché questa retta tocchi la conica é:

l m 7
- — &+ e = 0.
6—6,) (6—10,) (6—0,) & + 0,6,0,

Assunto un altro punto 6,, I’analoga condizione perché la retta comune intersezione
del piano 6, 6,6, e del piano w=0 sia tangente alla stessa conica sara

l m 7
T—0)0—6) 0—0) & 75686

Da queste due equazioni si ha:

I:m: m=(6—0,) (6—8,) (0 — 6;) (6—0,): 64: 6,6,0,6,.
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La simmetria di questi valori mostra che anche le rette nelle quali il piano w=0
& segato dai piani 6,0;6,, 6,6,6, sono tangenti alla medesima conica. Ossia: se un
piano sega una cubica gobba in tre punti, le rette congiungenti questi punti, e le rette
secondo le quali il piano é segato dalle facce del tetraedro che ha i vertici in altri quattro
punti della medesima cubica gobba, sono tangenti ad wna stessa conica. Di questo teo-
rema ¢ conseguenza una elegante regola enunciata dal sig. CHASLES per costruire per
punti la cubica gobba, della quale sono dati sei punti (12).

10. La conica ora determinata varia nel piano w=0 col variare il tetraedro
6,6,6,0,, mantenendosi perd sempre inscritta nel triangolo zyx. E evidente che se
si tengono fissi i punti 0,6,6, e si fa variare 6,, le coniche corrispondenti a tutt’i
tetraedri che hanno tre vertici comuni sono inscritte nello stesso quadrilatero. La
quarta tangente comune & la retta comune intersezione del piano w==0 e del piano
6,6, 0,. Questa retta corrisponde al triangolo 6, 8, 0,. Tenendo fissi i punti 6,6, e va-
riando 65, le rette corrispondenti agl’infiniti triangoli che hanno due vertici comuni
passano per uno stesso punto (6—¥8)) (6—6,) 2 ="0%=20,06,z il quale & la traccia della
retta 6,0, sul piano 20==0. Questo punto corrisponde alla corda 6,6, della cubica
gobba. Se teniam fisso il punto 6, e variamo 6,, quel punto descriverd la conica:

06, zyy — (6—6,) 0,25 + (6—0)) by =0

ossia

—

) 1 1
lyz 4 mxx 4 ney =0 ove Z_+%+7§_O

la quale risulta segando col piano 2 ==0 il cono che ha il vertice al punto 6, e passa
per la cubica gobba. Variando anche 6, le infinite coniche analoghe alla precedente
sono inviluppate dalla linea del quart’ordine:

Pyt a2 P — 200 yx — 2ytar — 24Py = 0

0ovvero

1 1

X

]

la quale ¢ Ia medesima risultante dal segare la superficie 3) col piano w==0. Ossia:
le coniche risultanti dal segare con un piano qualungue @ coni di second’ordine passanti
per una cubica gobba sono inviluppate dalla lineo del quart’ ordine che si ha segando
col piano medesimo il fascio delle rette tangenti alla cubica gobba.

11. Si consideri il punto dello spazio pel quale passano i tre piani osculatori della

cubica gobba:
A=0, D=0, A—30B+36°C—6D=0.
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Posto
A=z, —6D=y, 6D—360FCH+3B—A=x

l’equazione d’un cono di second’ ordine circoscritto al triedro formato dai tre pian
m—_—_y_——x::O sard
\yx 4 vax 4+ vey =0.

I tre piani osculatori in tre altri punti 6,,6,, 6, s’incontrano nel punto:
A:3B:3C: D=6,0,6,: 6,6, 46,6, 6,6,: 6, 4-6,10,: 1
e le equazioni della retta congiungente questo punto al vertice del triedro xyx saranno:
x:y:2=00,0 : —6 : (6—0)) (6—06,) (60,
quindi la condizione perch& quasta retta sia nel cono anzidetto sara:

A &‘f‘ v —0
6,6,0, & (8—6)0—0)(0-—-6) -

Cosl la condizione perche il cono medesimo contenga anche la retta congiungente il
punto xyx al punto comune a’ tre piani osculatori ne’ punti 6,6,0, sara:

A + v —
6,0,6, 6 ' (6—86)(0—86,)0—0)

0

dalle quali si ha:
Aip:v=20,6,6,6,:6: (6—86,)(6—6,)6—06) (6—0,)

quindi lo stesso cono contiene anco le rette congiungenti il punto xyx al punto co-
mune ai piani osculatori ne’ punti 66,6, ed al punto comune ai piani osculatori nei
punti 0,6,6,. Ossia: gli spigoli del triedro formato da tre piani osculatori di una cubica
gobba, e le vette congiungenti il vertice di questo triedro ai vertici del tetraedro formato
da altri quattro piani osculatori sono generatrici di wno stesso cono di second’ordine.

Si dimostra facilmente anche il teorema reciproco e se ne deduce la seguente regola
per costruire i piani osculatori d’una cubica gobba, quando ne siano dati sei. Due
de’ piani dati si segano in una retta, sulla quale si fissi un punto ad arbitrio. Si unisca
questo punto ai vertici del tetraedro formato dagli altri quattro piani dati; si co-
struisca il cono che passa per le quattro congiungenti e per la retta comune ai primi
due piani. Questi due piani segheranno il cono in due altre rette, il piano delle quali
sard uno de’ piani richiesti.

12. 11 cono determinato nel teorema del n.° 11 varia col variare il tetraedro
6,6,0,0,. Tenendo fissi i primi tre punti e variando il quarto, ottiensi una serie di
coni circoscritti ad uno stesso angolo tetraedro. La quarta generatrice comune & la
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retta congiungente il punto xyz al puntdéomune ai piani osculatori ne’ punti 6,9, 0,.
Questa retta, quando varii il punto 8; restando fissi 6, 6,, genera il piano:

* oYy
66, "ot a—oye—6 —°

il quale passa per la retta comune intersezione de’ piani osculatori a’ punti 6,0,. Va-
riando 6, il piano anzidetto inviluppa il cono:

(6~ 8,) (r— 1) — 80,2 - 466, (0—0)* 7y = 0

ossia
1 1 1

(lz)? + (my)® + (mx)2 =0 ove ll -+ ;ln— -+ % =0

————-

)

il quale passa per la conica comune intersezione del piano osculatore al punto 6, e
della superficie 3). Finalmente, variando anche 6,, i coni analoghi al precedente sono
inviluppati dal cono di terzo ordine

(xt+y+2)°>—2Tayx=0

il quale & quello che ha il vertice al punto xyx e passa per la cubica gobba. Dungue:
tutt’ i comi aventi il vertice in uno stesso punto qualunque dello spazio e passanti rispet-
tivamente per le coniche nelle quali ¢ piani osculatori d'una cubica gobba segano il fascio
delle tangenti a questa linea, sono inviluppati dal cono di ters’ordine che ha il vertice
al medesimo punto dello spaxio e passa per la cubicd gobba.

13. Considero i piani osculatori in sei punti della cubica gobba 2), i parametri
dei quali siano 6,6,,6,,0;, lo zero e l'infinito, e il piano osculatore in un settimo

punto di parametro o. Pongo:
A=z, D=y, A—30B+30FC—6FPD=x2, A—30B-}30*C—0*D=w,
quindi :
of (0—0) (A—30,B+3602C—6BD) =0, (0—0,)%
+ (@ —0) [0,] (@— wb0,5) 460, (0, —0)

ove
[6,] = (B, —w) (8, —6).

Posto inoltre:
o, =0l (0—0,)x 4 (0 —0) [0,] (x— b0, v)

le sei rette nelle quali i primi sei piani osculatori tagliano il piano « =0, prese in
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un certo ordine, saranno:
=0, 9=0, y=0, =0, 2=0, ©=0
e le diagonali dell’esagono formato da queste rette saranno:
0l (0 —03) [6;] % + (0 —6) [6,][0;] (2 — w6,9) =0
©0, 05 (0 —05) [0,]2 + (0—6)65]0,][85] (# — 000,5) =0
w0, (0 —0,) (0 -—0,) x + (0—6) (0 — 6,) [0,] £ — 0, (0 — 6) (0 -—6,) [6,] y =0.

La condizione perché queste rette passino per uno stesso punto é:

[61] (w— B,) (0—0) (0, — 6, -+ [62] (0 —85) (0— 91) (6;—6)
~+ [8:] (@ —6,) (0 — 8,) (6, — 6,) =0

la quale & identica, qualunque sia o. Dunque: un piano osculatore -d’una cubica gobba
¢ segato da tutti gli altri piani osculatori della medesima in vette, che sono tangenti di
una sola conica. Nell’ Apercu trovasi enunciato questo teorema: él piano d’una conico
tangente a sei piani dati inviluppa una superficie di 4.° classe inscritia nella superficie
sviluppabile del quarto ordine determinata dai sei piowi ['?]. Questa proposizione pud
risguardarsi come la reciproca della precedente. Ne consegue una regola per costruire
i piani osculatori d’una cubica gobba, quando ne siano dati sei. Due de’ dati piani
segheranno ciascuno gli altri cinque in cinque rette: avremo quindi due sistemi di
cinque rette, ne’ quali una retta & comune. Sulla retta comune intersezione di altri
due de’ piani dati si fissi un punto ad arbitrio, pel quale si conducano de’ piani
passanti rispettivamente per le rette di ciascuno de’ due sistemi. Avremo cosi due
sistemi di cinque piani, ne’ quali tre piani sono comuni. Si costruiscano i coni di secondo
ordine inscritti in questi angoli pentaedri; questi coni avranno un quarto piano tan-
gente comune: esso sara osculatore della cubica gobba.

14. Dati sette punti nello spazio formanti un ettagono gobbo 12345671, cerchiamo
la condizione perche i piani de’ tre angoli consecutivi 321, 217, 176 incontrino i lati
rispettivamente opposti 65, 54, 43 in tre punti posti in un piano passante pel vertice 1
dell’angolo intermedio. I punti 1, 4, 6, 2 determinano un tetraedro, le equazioni delle
facce del quale siano:

alle quali quei punti siano ordinatamente opposti. Siano a:b:e:d, a:B: v: 8, trutviw

Cremona, tomo I,



50 SULLE LINEE DEL TERZ ORDINE A DOPPIA CURVATURA.

le cordinate de’ punti. 7, 3,5. Le equazioni de’ piani 321, 217, 176 sono:

B_C, B_C B_D
c

=1 h T vTa

e quelle delle rette 65, 54, 43

A_B_D A _C_ D A _C_D
it w w' t v w a g d
quindi pe’ tre punti d’incontro si ha:
1 b
A:B:C: D=t:u: -uw; A:B:C:th:gv:v:w;
P
b
A:B:C:D:a:a&yzﬁ
e la condizione richiesta sara:
1111
it u v w
» 1111
=0 ove S=|@ b ¢ d
dx,
1111
a B v o
€Ty Ly Ty Xy

Se si risguarda questa condizione come relativa al punto 1, le analoghe condizioni rela-
tive ai punti 4, 6, 2 saranno:

s _, a8, ds_

A T
Si indichino queste equazioni, nelle quali siansi tolti tutt’i divisori, con:
Ty=0, T,=0, Ty=0, T;=0.
Le analoghe condizioni relative ai punti 7, 3, 5 saranno:
T, + 6T, + Ty + &Ty =0, T+ 3T, -+ VT4 FTs=0,
£T, + ©*T, + V*Ty + w*T, = 0.
Queste tre equazioni sono dunque conseguenze delle prime quattro. Anzi le prime

quattro equivalgono a due sole indipendenti, il che si dimostra facilissimamente, ram-
mentando una nota proprieta de’ determinanti.
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Ora il punto 5 si consideri come variabile, e gli altri come fissi. Il luogo del punto 5
sard quindi rappresentato da due qualunque delle equazioni superiori. Le prime
quattro equazioni T,=0, T,=0, T;=0, T,=0 rappresentano quattro coni di
second’ ordine, aventi a due a due una generatrice comune, dunque il luogo del punto 5
¢ la cubica gobba determinata dai sei punti dati. Cio&: il luogo di un punto che con
sei punti dati formi un ettagono gobbo tale che il piano di uno qualungue de’ suoi angoli
e i piani de’ due angoli adiacenti incontrino i lati rispettivamente opposti in tre punts
posti tn un piano passante pel vertice del primo angolo, ¢ la cubica gobba determinata
dai sei punti dati. Questo teorema e il suo reciproco sono enunciati nell’dpercu.

Ne deriva una regola per costruire per punti la cubica gobba di cui sono dati sei
punti 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pe’ punti 16 facciasi passare un piano qualunque 16 che se-
ghera la cubica gobba in un punto @ che si tratta di costruire. I piani 16x, 123, 456
- incontrino le rette 34, 56, 12 rispettivamente ne’ punti @, b, ¢; i piani abl, ac6 se-
ghino i lati 45, 23 ne’ punti d, e; il punto comune ai piani d21, 5e6, 162 sara il
domandato.

15. Qualunque piano tangente alla cubica gobba 2) nel punto di parametro o &
rappresentato da un’ equazione della forma:

A—20B 4+ 0*C—1(B—20C +e*D)=0

ove i ¢ un’indeterminata. Questo piano, oltre al toccare la linea nel punto o, la sega
nel punto di parametro . Sia data la retta:

IA+mB4+nC=0, IB+mwC+#D=0;
un piano qualunque passante per essa:
IA+mB+nC+E(IB+mC+%D)=0
sega la cubica gobba ne’ tre punti, i parametri de’ quali sono le radici della equazione:
Io® + mo® + no + k(l'e®* +m'o +n')=0

eppero quel piano sara tangente alla linea, quando quest’ultima equazione abbia due
radici eguali. Ova la condizione della eguaglianza di due radici di quell’ equazione &
un'equazione del quarto gradoe in k; dunque per una data retta qualsivoglia passano
in generale quattro piani tangenti ad una data cubica gobba (38). Questa proprietd si
puo esprimere anche dicendo che una data retta qualunque incontra al pilt quattro
rette tangenti di una stessa cubica gobba. Se la retta data si appoggia in un punto
alla cubica gobba, essa incontrera al pin due rette tangenti, oltre quella che passa
per quel punto [*3]. Se la data retta fosse una corda della cubica gobba, essa non incon-
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trerebbe alcuna tangente oltre le due passanti pe’ termini della corda. Ne segue anche
che due tangenti della cubica gobba non sono mai in uno stesso piano. — Date quattro
rette tangenti alla cubica, vi sono al piut due rette che le segano tutte e quattro.

16. Intorno alla retta fissa:

A—6B—h(B—6C)=0, B-—6C—%(C—6D)=0

che incontra la cubica gobba 2) nel solo punto di parametro 6, s’immagini ruotare un
piano, I’equazione del quale in una posizione qualsivoglia sara:

A—6B — (h 1) (B —6C) -k (C—0D) = 0

ove ! & indeterminata. Questo piano incontra la cubica gobba in due altri punti che
hanno per parametri le radici dell’equazione quadratica:

o —(h+lo+ k=0
e la retta che unisce questi due punti & rappresentata dalle equazioni:
A—3B+)B+EC=0, B—(h+)CH KD =0
dalle quali eliminando [ si ottiene la:

(A—#=B) (C—EkD)— (B—hC) (B—E%C) =0

che rappresenta un iperboloide ad una falda passante per la cubica gobba. Dunque:
se intorno ad una retta appoggiata in un solo punto ad una cubica gobba si fa ruotare
un piano, questo incontrando la linea in due altri punti, la corda che unisce questi
due punti genera un iperboloide passante per la cubica (11).

17. Se si scrive 1’ equazione generale di una superficie del second’ ordine e se ne
determinano i coefficienti, almeno in parte, per modo che essa passi per la cubica
gobba 2), si trova che I’equazione piu generale di una superficie del second’ ordine

dotata di tale proprietd e:
5) a(B*—AC) + b(C*—BD) + ¢(AD—BC) =0

ove i rapporti a:b: ¢ sono due arbitrarie indipendenti. Questa equazione rappresenta
evidentemente una superficie rigata, ed in generale dotata di centro, epperd un iper-
boloide ad una falda (13). Ne segue che, per un iperboloide, il passare per una data
cubica gobba equivale a seffe condizioni, onde se un iperboloide ha sette punti comuni
con una cubica gobba, questa giace interamente sulla superficie (15). Le due arbitrarie
che entrano nell’equazione generale di un iperboloide, passante per una data cubica
gobba, si potranno determinare in modo che la superficie passi per due punti dati
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nello spazio, o per una retta che abbia un punto comune colla cubica, o per due rette
corde della cubica, o per un punto dello spazio e per una corda della cubica medesima
(16, 19, 20, 24).

L’ equazione 5) pud essere scritta cosi:

(¢A — bB) (¢D —aC) + (aB —¢C) (¢B—0C) =0
da cui risulta che le generatrici rettilinee di un sistema si possono rappresentare colle
equazioni:
6) ¢A—0bB-+h(@B—c¢C)=0, ¢B—bC—r(eD—aC)=0

e quelle dell’altro sistema colle equazioni:

7) A —0B 4+ p(eB—bC) =0, aB—cC—p(D—al)=0,

A e v indeterminate. Se nelle equazioni 6) si pone:
A:B:C: D=0’ 0 0:1
si hanno le:

© (0w2—bw —}~)\(cuo~—c)) =0, cw—bw-+Xlaw—e) =0

le quali ammettono in comune due valori reali o imaginari di ©. Dunque ciascuna
generatrice del sistema 6) incontra generalmente la cubica gobba in due punti. Al-
Iincontro le equazioni 7) per la stessa sostituzione danno le:

(00 —8) (04p) =0, (ao—0) (@+p) =0

ammettenti in comune un sol valore di ». Dunque ciascuna generatrice del sistema 7)
incontra la cubica gobba in un solo punto. Cioé: quando un iperboloide passa per una
cubica gobba, questa incontra in due punti ciascuna generatrice di un sistema, ed in
un solo purnto ciascuna generatrice dell’altro sistema (14).

La condizione nccessaria e sufﬁciente‘perché la quantita

cw®—bo + Aaw —-c¢)

sia’ un quadrato perfetto € un’equazione di secondo grado in X; dunque vi sono in
generale due generatrici del sistema 6) le quali sono tangenti alla cubica gobba (23).
18. Siano z,y i due valori di o dati dall’equazione:

cw® —— bo ++ Maw—¢) = 0

cioe i parametri de’ due punti in cui la cubica gobba & incontrata dalla generatrice 6).
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Si ha:

clxt+y)=bb—ra, xy=—>

quindi eliminando X si ha la:
o(@ 4 y) —awy =b

la quale esprime che i punti in cui la cubica gobba incontra le generatrici del sistema 6)
sono in énvoluzione, cioé i piani passanti rispettivamente per essi, e per una stessa
corda qualunque della cubica gobba formano un fascio in involuzione (32). Se si deter-
minano i piani doppi di questo fascio, essi individueranno sulla cubica due punti, e
le generatrici del sistema 6) passanti per essi saranno evidentemente tangenti alla
cubica (23).

Reciprocamente: se sopra di una cubica gobba si ha un’involuzione di punti, le
corde congiungenti i punti conjugati saranno generatrici d’uno stesso iperboloide (21).
Infatti siano z, y i parametri di due punti conjugati; avremo, a causa dell’involu-
zione, un’equazione della forma:

a(@—4y) 4 fay +1=0

ove o, B, 7 sono costanti. Le equazioni della retta congiungente i punti di parametri
Z,Y SONo:

—B@+y) +Coy+A=0, —C@+y) + Day +B=0

dalle quali tre equazioni eliminando =4 ed zy si ha la:

B C A
C D B|l=0
—a B v

che ¢ della forma 5), eppero rappresenta un iperboloide passante per la cubica gobba.
Combinando la proprietd espressa in questo paragrafo con quella del paragrafo 16,
si ha il seguente enunciato: se per una retta che s’ appoggi in un solo punto ad una
cubica gobba si fanno passare quanti piani si vogliano, le coppie di punti in cui essi
incontrano nuovamente la curva sono in involuzione.
19. Siano:

le equazioni di sei piani; saranno:

A—iB=0, C—AD=0, E—AF=0
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le equazioni di tre piani omologhi in tre fasei omografici. Da queste equazioni elimi-

nando » si hanno le:
AD—BC=0, AF—BE=0

equazioni di due iperboloidi aventi la generatrice comune A=B=0. Dunque il
‘punto comune ai tre piani omologhi ha per luogo geometrico la cubica gobba, comune
ai due iperboloidi (27).

Ora i due sistemi di generatrici del primo iperboloide sono rappresentabili colle
equazioni:

1.0 sistema . . . A—pC=0, B—pD=0
"B =0, C—AD =0

2.° sistema . . . A
e pel secondo iperboloide:

1.0 gistema . . . A—pE=0, B—pF=0
2. sistema . . . A—NB=0, E—)VF =0

e si osservi che la generatrice comune A==B=0 appartiene al primo sistema per
entrambi gl’iperboloidi. Se si pone A:B: C: D=0 ¢®: v:1 nelle equazioni delle
generatrici del primo iperboloide, ovvero se si pone A:B:E:F=10*:6?:6:1 nelle
equazioni delle generatrici del secondo iperboloide, si trova che la cubica gobba in-
contra in ciascun iperboloide in due punti le generatrici del primo sistema (cio& di
quello cui appartiene la generatrice comune), mentre incontra in un sol punto ciascuna
generatrice dell’altro sistema (26). k
20. Considerando i due iperboloidi:

a(B*— AC) - b(C*—BD) 4 ¢(AD—BC) = 0
@ (B*— AC) - ¥(C*— BD) - ¢(AD—BC) = 0

qualsivogliano fra quelli passanti per la cubica gobba 2), osservo che queste equazioni
sono entrambe soddisfatte dalle:
cA—DbB -+ x(aB—cC) =0, eB—bC—N(eD—aC) =0
ove sia:
bl —Vbe
T ad —ae

dunque due iperboloidi passanti per una stessa cubica gobba hanno necessariamente
una generatrice comune (25).
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21. Si trasformi.la funzione quadratica a quattro variabili A, B, C,D:

AD —BC

sostituendo alle variabili medesime altrettante funzioni lineari di altre variabili
A B, C, D, e sideterminino i coefficienti della sostituzione in modo che la funzione
trasformata sia:

AD'—B'C.

Applicando le formole che il professor Brioscul da in una sua Nota sulle forme qua-
dratiche (Annali di Tortolini, giugno 1854), si trova la seguente sostituzione:

g j— )\’P"A’ + {L’B' + )\IC! + Dl

B ! ! ! ! ! !

C 7 ! ! ot ' '

E:ng +uB +3VC 4D

D ! ! ! ’
0 reciprocamente:

%=A—)~B —p.C -+ D
B' : ;
———?=A—)\B—;LC -+ XD
¢ ) ,
———b—=A B —p'C+ 3D

Dl

“a“ = A—)\’B_{.L’C—"—)\’%L'D .

Le quantita @, b, ¢, d, &, p, N, p’ sono legate da due sole condizioni.
I
(- —N) (. —)

per cui la sostituzione contiene sei arbitrarie, fra loro indipendenti.
Per un sistema di valori particolari di queste arbitrarie otterremo sull’iperboloide:

ad = b¢c =

AD —BC=AD'—B(C =0
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due cubiche gobbe, I'una rappresentabile colle equazioni:
8) AC—B?*=0, BD—C(C*=0
e Paltra colle:

9) AB—(C?=0, CD—B2=0

BN

oltre poi quella pit volte considerata, che & rappresentata dalle 1) o dalle 2).
22. I due sistemi di generatrici dell’iperboloide AD-—BC=0 sono rappresentati
dalle equazioni:
1.0 sistema . . . A—oB=0, C—oD=20
2.° gistema . . .-‘A—BC=O, B—6D=0.

Ora dalle formole di sostituzione risulta evidente che i piani A'==0, B'=0, ¢'=0,
D’'==0 passano rispettivamente per le generatrici del primo sistema:

A—B=0 A—B=0 A—)B=0 A—¥NB=0
C—D=0" C— D=0 C—D=0 C—ND=0

e per le generatrici del secondo sistema :
A—pC=0 A—pC=0 A—pC=0 A—p/C=0
B—yD=0 B—pD=0" B—pD=0 B—pD=0
dunque i due sistemi di generatrici dell’iperboloide saranno anco rappresentabili colle
equazioni:
10 sistema . . . A'—zB'=0, (0—zaD'=0
2.0 sistema . . . A'—yC=0, B —yD'=0.
Ne segue che fra le tre cubiche gobbe sopra menzionate la 1) e la 8) incontrano
ciascuna generatrice del primo sistema in un solo punto e ciascuna generatrice del-
Ialtro sistema in due punti; mentre la 9) incontra ciascuna generatrice del primo
sistema in due punti e ciascuna del secondo in un solo punto. Cerchiamo in quanti
punti si seghino le linee 1) ed 8), ed in quanti le 1), 9).
Per trovare i punti comuni alle linee 1), 8), nelle 8) pongasi
A:B:C: D=0 0*:0:1;

avremo le:
bd (0®—p) (0*—p/) (0 — 1P 4 (6®* — pPo— KNP =0

ac (0 —p.) (0* —p) (0 — NP 40 (0®—p/f (0 —2 )P =0
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. d b
ossia, posto h= 0

(0 —p) [A(0" —p) (0 — 1) 4 (0" —p) (0 —2f] =0
(0 —p) [A(0® —p/) (0 —2) + (@* —p) (0—Kf] =0
equazioni che ammettono in comune le quattro soluzioni della:
10) h(w® —p) (0—Af + (0*—p) (@—NF =0

dunque: due cubiche gobbe situate su di uno stesso iperboloide e seganti entrambe
in due punti una stessa generatrice hanno in generale quattro punti comuni (28).
Ponendo A:B:C:D = w*: 0’: 0: 1 nelle 9) per trovare in quanti punti si segano

2
le linee 1) e 9), e posto inoltre k= %ﬁ—l = —2—6, si hanno le:
(0 —1) (k (0 —p ) (0 —N) + (@ —p) {0 — k)) =0
(& — ) (k (02— ) (0 —N) 4 (0 — /(0 — x)) =0

equazioni ammettenti in comune le cinque soluzioni della:
k(o —pf (0 —N) 4 (@ —p P (0—X) =0

cioe: se due cubiche gobbe poste su di uno stesso iperboloide incontrano una stessa ge-
neratrice, 'una in un punto, 1’altra in due punti, esse si segano generalmente in
cinque punti (28).

Reciprocamente: due cubiche gobbe aventi cinque punti comuni sono sempre si-
tuate su di uno stesso iperboloide. Infatti I'equazione pitt generale di un iperboloide
passante per la prima delle due linee contiene due costanti arbitrarie; si determinino
queste in modo che la superficie passi per altri due punti della seconda linea; allora
questa avendo sette punti comuni colla superficie dell’iperboloide giacera per intero
su di essa (30).

23. Consideriamo sull’iperboloide:

AD —BC=AD'—B(C' =0

un sistema di cubiche gobbe aventi quattro punti comuni. Queste cubiche saranno
rappresentate dalle equazioni 8) nelle quali si variino le A, ., N, ecc. in modo perd
da serbare inalterata I'equazione 10) che da i punti comuni alla cubica 1) ed alla 8).
Per maggior semplicitd supponiamo che due di questi punti comuni alle cubiche siano
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quelli corrispondenti ad w=0 e ad w==00, per cui nella (10) si dovrd porre:
h-+1=0, pn=K, p=5Nn"

k indeterminata. La 10) diverra:
20° — (1 4-k) (A1) 4 25k =0

e poiche i coefficienti di questa equazione devono essere invariabili, le ).,2', & saranno
legate dalle relazioni:

14BN +N)=2., kN=¢

ove o, [ sono costanti determinate. Quindi nelle equazioni 8) si potranno esprimere
tutte le indeterminate in funzione di % che rimarra solo parametro variabile dall’una
all’altra cubica gobba. Ora osserviamo che un punto qualunque dell’iperboloide, con-
siderato come 1'intersezione delle generatrici:

A—2B=0, C—2D=0; A—yC=0, B—yD=0
puo rappresentarsi colle equazioni:
A:B:C:D=yx: y:2: 1.
Per avere i punti in cui la linea 8) incontra la generatrice:
A—yC=0, B—yD=0
pongansi i valori precedenti nelle 8); si avra:

(y—w) r— 1 — [y —p) (r— NP =0

ossia:
11) ah® — (y +B) (1 + k)2 +ay=0.
Siano x, ed =, i due valori di =z dati da quest’ equazione; sara:
b TR
ak k

dunque, indicando con M, N quantita soddisfacenti alle:

y+p=My=N
avremo:
oy 4 x;) — Mayz, — N =0

ossia: le coppie di punti in cui la generatrice A-—yC=0, B—yD=0 (che ap-
partiene al secondo sistema) & segata dalle cubiche della famiglia 8), cio¢ da piu
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cubiche poste su di uno stesso iperboloide, ed aventi quattro punti comuni, sono in
involuzione (34).
24. Per avere il punto in cui la cubica 8) incontra la generatrice del primo sistema:

consideriamo y come incognita nella eqﬁazione 11):

oA kx(f— ox)

o—x(1+Fk)
Ora cerchiamo il rapporto anarmonico de’ quattro punti, in cui la medesima generatrice
¢ segata da quattro linee della famiglia 8), corrispondenti a k=#k,, k,, ks, ky. Tale
rapporto anarmonico sara quello de’ quattro piani passanti per gli stessi punti rispet-
tivamente, e per una retta qualunque, per esempio B=C==0. Il piano passante
per questa retta e per uno qualunque di que’ quattro punti é:

B —yC=0
ossia ponendo per ¥ il suo valore:
B —a) —EC — k (aB + (§— a) ¢)=o0.

Cambiando la cubica gobba cambia soltanto £, quindi il rapporto anarmonico richiesto

sara: )
(Foy— ) (ks — k)
(Koy —Tog) (ky — ko)

quantitd indipendente da z. Dunque: il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui
quattro cubiche poste su di uno stesso iperboloide e aventi quattro punti comuni in-
contrano una generatrice di quel sistema, che & intersecato in un solo punto per ogni
generatrice, € costante, qualunque sia la generatrice (34).

25. Dati nello spazio sei punti, siano:
Al=0, B=0, C=0, D=0
le equazioni delle facce del tetraedro determinato da quattro fra que’ punti; le fun-

zioni A', B', ¢', D' ¢’ intendano moltiplicate per tali costanti che il quinto punto sia

rappresentato dalle:
AI Ju— BV o OI — DI

e il sesto punto sia:
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Allora la equazione de’ due coni di second’ordine passanti entrambi per questi sei
punti, ed aventi il vertice 1'uno nel punto A'=B'=C'=0, l'altro nel punto
D'=B= (=0, saranno

alb—c) , blc—a) , ¢la—b) _~  dlb—c)  blc—d)  c(d—Db)
A/ + Br + C/ "“07 'D, "I_ B, + C, ———O.

B=c¢b—ad)B'+bd—c)C'; C=c(b—a)B' +bla—c)C
a(b—a)(a—c)A=cb(a—dy(c—0b)A'+ ac(b —d)*(a—c)B'+ ba(c—d} (b—a)C" [*4]
d(b—d)(d—c)D =cb(d—a)*(c—b)D'+ de(b—a)*(d— ¢) B'+- bd(c—a) (b—d)C'

le equazioni dei due coni divengono:
AC—B*=0, BD—C*=0
quindi le equazioni della cubica gobba passante pe’ sei punti dati sono:
A:B:C2D=0e*: 0’ 0: 1.
26. Si considerino ora le cubiche gobbe passanti pe’ primi cinque punti dati e
appoggiantisi ad una retta passante per uno di questi punti. Siano
AB:C=ua:B:7

le equazioni di questa retta; tutte le anzidette cubiche saranno situate sul cono di
second’ ordine:

of—1) , Bl—2) | 1(=—F) _

12) A/ —}' Br + CI - 0

e una qualunque di esse sara 1'intersezione di questo cono e di quest’altro:
B—7) , Blx—1) | 1(1—px)

13) DI ll B/ + Cr - 0

ove z varia da una cubica all’altra. Cid premesso, passo a dimostrare il teorema:
quattro cubiche gobbe situate su di uno stesso cono di second’ordine ed aventi cingue punti
comuni incontrano una generatrice del cono in quattro pumti, il rapporto anarmonico
de’ quali & costante qualunque sia la generatrice. Una generatrice qualunque del cono 12)
¢ rappresentata dalle equazioni: '

14) B—IC'=0, ha(t—1)C + (B(r—a)+hr(a—F) A'=0
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h indeterminata. Per determinare il punto in cui questa generatrice & incontrata dalla
cubica 12), 13) cerchiamo le equazioni della generatrice secondo la quale il piano
B'—7%C' =0 sega il cono 13); esse sono:

15) B—hC'=0, h{E—1)C + (Blrr—1)+ (1 — ) D=0

quindi il punto richiesto ¢ determinato dalle tre equazioni 14) e 15). Dando a % quattro
valori particolari x,, x;, %3, %, successivamente, otterremo i quattro punti in cui la
generatrice 14) € incontrata da quattro cubiche gobbe passanti pei cinque punti dati
e appoggiate alla retta data, ciascuna in un altro punto. Il rapporto anarmonico
de’ quattro punti ¢ eguale a quello de’ quattro piani condotti per essi rispettivamente
e per una medesima retta qualunque, per esempio la C'=D'=0. Le equazioni
de’ quattro piani sono:
E+4+zD=0; (r=123,4)

ove:

Br(1—hE =h@E—7)C+ (k— D
eppero il rapporto anarmonico in quistione &

(21— ) (%3 — %4)
(71— #) (72— %)
quantitd indipendente da 4, ¢. d. d.
27. 11 piano osculatore della cubica gobba 2) nel punto di parametro o taglia la
superficie sviluppabile 3), di cui la cubica ¢ lo spigolo di regresso, secondo la conica
rappresentata dalle equazioni:

A—30B -+ 30C—uw’D=0
(A— 0B —40*(B*— AC)=0, ovvero (C—wD)}—4(C*—~BD)=0.

Lo stesso piano osculatore taglia il piano:
B—rC=0

secondo una retta, il cui polo rispetto alla conica anzidetta & rappresentato dalle

equazioni: ,
A:B:C:D=3h": (20 —h): ©—2h: — 3

dalle quali eliminando o si hanno le:
2A — 3B —3C+ 2D =0, NW(3C—2AD)*4 AD=0

rappresentanti un’altra conica. Ossia: un piano osculatore wvariabile di una cubica
gobba taglia un piano fisso secondo una reffa, e il fascio delle rette tangenti alla cu-
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bica in una comica; il polo di questa refta rispetto a questa conica ha per luogo geome-
trico un’altra conica. Per brevitd il piano di quest’ultima conica si dird congiunto al
dato piano fisso.

Se il piano fisso si suppone a distanza infinita, il teorema precedente somministra
quest’ altro: i centri delle coniche risultanti dal segare coi piani osculatori d'una cubica
gobba il fascio delle sue tangenti sono tutti in una stessa conica.

L’equazione del piano fisso ora sia:

16) A—(0+4+p+vB 4 (pv+vh+42)C—2pv D=0

cerchiamo 1'equazione del piano congiunfo. A tale uopo osservo che alle equazioni 2)
si possono sostituire le seguenti:

A:B:C:D=a*:2%:2:1

ove:
A'=A—3vB -+ 3¥C—¥D
B=A—(2v+p)B 4 v(2p+4v)C—p*D
C=A—(2n+vB+p@v+p)C—w’D
D'= A — 3p.B 4 3p*C — p*D
e inoltre:
®—v
X =,
O -—

Per questa sostituzione 1'equazione del piano fisso 16) diviene:

B —kC =0

ove:
Y
-

eppero 'equazione del piano congiunto sara:
2A' — 3kB'— 31*C' 4 24°D' =0
ossia:
17) A—N+p'+V)B+ G 4+ 4+uN)C—NpyD =0
ove:

)\,:)\(p.—}—v)—mw o el —2n o v ) — 20

D—(ty) T N T =0Ty
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Da queste ultime equazioni si ricava reciprocamente:

N N(p 4 V) —2p/V Y w (v 4 N)—2VN ) V(N ) — 2Ny
—( ) T =) 27— F )
onde segue che, se il piano fisso & rappresentato dall’equazione 17), il piano con-
giunto lo sara dalla 16). B poi degno d’osservazione che i sei punti di parametri
Ayp,vy M,p',v, ne’ qualii due piani 16) e 17) congéunti 'uno all’altro incontrano
la cubica gobba, costituiscono un sistema in involuzione. Cio&: se un piano é congiunto
ad altro, viceversa questo ¢ congiunto a quello; e i sei punti in cui la cubica gobba &
incontrata da due piani fra loro congiunti sono in involuzione.
28. Continuando nell’argomento del paragrafo precedente, pongasi:

A"= A —3/B + 3*C —+*D
B'=A—(2/ 4B + (2 +)C —pv*D
C'=A—(2p'+V)B + (2 +1)C—vp"D
D'=A—3u'B+43u2C—p”D

onde le equazioni 2) si trasformeranno nelle seguenti:

A:B":C:D'=9:yy: 1

ove
g V'
Y= ® — P‘/
e 'equazione 17) diverra:
B —10'=0
ove:
N
= N ;J.I

ossia le equazioni dei piani congiunti 16), 17) saranno:
16) B — kC' =0 17) B'—1C' =0.
Per un dato valore di o abbiamo nel piano 17) il polo:

A:B: C: D=38ka*: (2x —k): x—2k: —3
e nel piano 16) il polo:

A" B": C": D"=3l: y2y —1): y—20: —3.
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Variando o, questi due poli génerano le due linee de’ poli situate rispettivamente
ne’ piani 17) e 16). Le equazioni della retta che unisce i due poli corrispondenti ad ®
qualsivoglia si ponno scrivere cosi:

ygE%@@N+-MB-M%%AWW+«N“6w%d%mbﬂﬁwzﬂ
ygf%@@x—4%3+wmc—.mﬂ"«N~6M%+3mG+4mﬂzﬂ

epperd, variando o ossia variando y, questa retta genera un iperboloide. Cioé: dati
due piani tra loro congiunti, le linee de’ poli in essi situate giacciono sopra di wno stesso
iperboloide ad una faldo.

29. Siano date nello spazio la cubica gobba 2) e le due rette:

A—(@+BB+abC=0, B—(c+d)C-+edD=0
A—(@+PB+a8C=0, B—(1+2C+1D=0

situate comunque 1'una rispetto all’altra. Qual’é la superficie rigata generata da una
retta mobile che incontri costantemente quelle tre linee (direttrici)? Pongasi per
brevita:

E=B—(c+d)C+ecdD E'=B—(1+3)C—+18D
H=A—(a+b)B-+abC H=A—(a+&B+a8C
F=(a-+b)E+H F'=(a+8)E+H
G=(c+dH-+abE G'=(+2H 4 BE.

Essendo E=H=0, E'=H =0 le equazioni delle due direttrici rettilinee, la ge-
neratrice potrd rappresentarsi colle:

E—iI=0, E—VH=0

purché si determinino 2 e X' in modo che queste equazioni siano soddisfatte entrambe
dalle 2) ossia da:
E:H:E:H=(o—¢)(0—d): o(o—a)(w—>): (o—7)(®0—23): v(oe—a)(w—Ff)

onde dovre‘i essere:
) — (0—¢) (0—d) Vo (0 —7) (0 —29) '
o(w—a)(o—>b)’ o(o—a) (0 —f)

Le equazioni della retta generatrice saranno per conseguenza:

o’E — o°F + oG — ¢dH =0, o’E — o’F 4+ oG’ — y?H' = 0.

Cremona, tomo I.

<
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11 risultato della eliminazione di w da queste equazioni é:

KG—KG  KF—KF K'E —KFE
KF — KT KE —KE + FG' — F'G GE' — GE |=0
KE —KE GE —GE EF' — EF
ove K=1c¢dH, K =3 H'. Dunque il luogo richiesto & una superficie del sesto or-

dine (57).
Veniamo ora ai casi particolari.
1.° Sia a=rc¢, cio¢ la prima direttrice rettilinea si appoggi in un punto alla

cubica gobba: allora si ha = TU()m:—dT)’ quindi, posto L=H -+ b6E, si ha ]I’equa-

zione:
LK — dHG' dHF' — K'E —dH
diF — K'E — dHE' + EG' — F'L Li=0
— dHE' E'L E

che ¢ del quinto grado rispetto alle coordinate A, B, C, D (58).
2.0 Sia a=¢, b=d, cioé la prima direttrice rettilinea si appoggi alla cubica

in due punti; allora )\———i—, quindi si ha 1’equazione:
HE' — H*EF' + HE*G' — 3 E*H' =0

che & del quarto grado (59).
3.0 Sia a=c¢, a==7, ciod le due direttrici rettilinee si appoggino ciascuna in
o—d . ®—298

un punto alla cubica gobba: allora » = olo—0)’ = @—p’ quindi si ha:

(dnE— 8H’E> L (3T (EL +- ) — dH(H +- ‘E)) (B(H+ BB — B (H + bE)) =0

equazione del quarto grado (59).

4. Sia a=¢, b=d, o=+ cioé una delle direttrici rettilinee si appoggi in due
punti e I'altra in un solo punto alla cubica gobba: allora A zl, INES _e=3 , €
» oo —p)

si ha la:
H’E' — HE(H'4-E)4- ¢E*H' = 0

equazione del terzo grado (60).
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5.0 Finalmente, se fosse a==¢c, b=d, a=7, f= 9, cioé se le due direttrici
rettilinee fossero entrambe corde della cubica gobba, le equazioni della generatrice

sarebbero:
oE—H=0, o —H =0

da cui eliminando o si ha:
EH —EH=0
equazione rappresentante un iperboloide (60).
Nel 4.° caso la superficie rigata ¢, come si & veduto, del terz’ ordine. La direttrice
rettilinea E=H=0 corda della cubica gobba ha la proprieta che da ciascun punto
di essa partono due generatrici, le cui equazioni sono:

wE—H=0, —o)H — 0@ —0)E'=0
o'E—H=0, @—o)H —o'@B—o)E' =0
ove:
S(w 4 o0)— oo — 38 =0.

Queste due generatrici, partenti da uno stesso punto della direttrice E=H =0, in-
contrano la cubica gobba ne’ punti che hanno per parametri o, o'. Le coppie di punti
analoghi a questi due sono in involuzione, il che risulta dalla equazione che lega
ingieme o, o'. Percio le corde della cubica congiungenti i punti omologhi sono gene-
ratrici dell’iperboloide:

AC — B*+ 3(BC —AD) + 33(BD — (*) =0
il quale passa per la cubica gobba e per l'altra direttrice rettilinea E' =H'=0.
30. La retta B=C=0 corda della cubica gobba 2) sia 1'asse comune di due
fasci omografici di piani. Sia 1'equazione d’un piano qualunque del primo fascio:
B—o(C=0
quella del piano omologo nell’altro fascio sara:

B a -+ bo

ot de’ =0

a,b,c,d costanti arbitrarie. Questi due piani incontrano la cubica gobba ne’ due

punti, i parametri de’ quali sono o ed ‘ii._"i; la retta che unisce questi punti e:

¢+ do
(c+dw)A—(a+(b—|—c)0)+dc02)B+(a+bm)m0=0,
(¢ dw) B — (@ + (b +)o + do*) C 4 (a+bu)o D =0
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Y

quindi il luogo geometrico di questa retta & una superficie del quart’ordine. Per
ciagcun punto della cubica gobba passano due generatrici della superficie; infatti con- -
siderando le due divisioni omografiche sulla linea, se il punto o si risguarda come

a -+ bo

appartenente alla prima, gli corrisponde nell’altra il punto cFdo’ e se lo stesso

punto o si considera come appartenente alla seconda divisione, gli corrisponde nella
. . a— cw L, . . a4 bo
prima il punto pr— e le due rette congiungenti il punto o ai punti e de’
%—i‘% sono, per la definizione della superficie, generatrici di questa. Ne segue che
m.—__
la cubica gobba & una linea di stringimento ['] per la superficie medesima (55).
31. Abbiansi sulla cubica gobba 2) quattro punti di parametri 6, 6,, 6;, 6,, e un

punto dello spazio, per es. quello rappresentato dalle equazioni:

18) A=0, D=0, B—00=0.

Le equazioni delle quattro rette 1, 2, 3, 4 che congiungono quest’ultimo punto ai

primi quattro sono:
A:B—0C:D=6:6,06,—0):1...0r=1,2,38,4).

Il piano delle rette 12 é:
(6, 48, —6) A+ 6,6, (eleg_-e(egr 92)> D — (634 6,0, 63 (B—6C) =0

esso incontra la cubica gobba nel punto il cui parametro é:

__0(6:4-6,) — 6,6,

C1= T, 60,—0
cosi il piano delle rette 34 incontra la cubica gobba nel punto:

o — 6(8; 4 8,) — 6,8,

? 0,+6,—06 °
11 piano determinato dai punti o,, ®, e dal punto 18) incontra la cubica medesima
nel punto che ha per parametro:

6(031"1“032)——@1 Wy 8°S, —6°3, + 8,
(1 ”*“%“6 o 6°—08, 4 8,

X =

ove S, & la somma de’ prodotti delle 6, 6,, 65, 6,, prese ad r ad ». Questo punto
il cui parametro = & una funzione simmetrica de’ parametri 0,,6,, 6;, 6, varia percio
soltanto col variare de’ punti dati; esso punto si chiamerd opposto ai gquattro punti
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6,,90,,0,, 0, relativamente al punfo 18) (per questa denominazione veggasi SALMON,
on the higher plane curves, pag. 133).
Ora considero il cono di second’ ordine:
A+ I(B—09C) 4 mD* + nAD + pA(B—6C) 4 ¢D(B—6C) =0

che ha il vertice al punto 18); questo cono incontra la cubica gobba in sei punti, i
parametri de’ quali sono.le radici della equazione:

0® + lo* (0 — 87 4+ m -+ no® + po*(0 —0) 4 go(o —0) = 0.
Siano 6,,9,,...0; queste radici, e Z, la somma dei prodotti di esse medesime prese

ad » ad 7; avremo le:
ly=—p, Ly=1—pb, Z;=200—n, Zy==q-+18, Z;=0qb, Zg=m

da cui eliminando 7, m, n, p, ¢ si ha: ,
64Z1 -— 63Z2 + 6Z4 -_— Z5 - 0 .
Se in questa equazione si rendono esplicite le quantita s, 6;, essa prende la forma:

19) a (0 + 0) — 88,8, + ¢ = 0
ove:
0:64—6381“!‘683_84 s b=106—86S, +8;, =68, —6°S, 4- 68,.
[16] 11 piano de’ due punti 6, 0, e del punto 18) incontra la cubica gobba nel punto il

cui parametro é: :
6 (65 - 05) — 656,
b |- 0, —6

ma in virtd della 19) e della identica:

ae—bﬂz—l—c:O

si ha:
00 +0)— 6,6, ¢
6,4+06—0 o

dunque il piano anzidetto incontra la cubica gobba nel punto opposto ai punti 6,, 6,, 6;, 6,,
ossia: se un cono di second’ ordine incontra una cubica gobba in sei punts, il piano pas-
sante per due di questi punti e pel vertice del cono passa anche pel punto opposto agli altri
quattro (SAtMoN, ibid.).

[*]

Cremona, giugno 1858,
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TEOREMI SULLE LINEE DEL TERZ’ ORDINE
A DOPPIA CURVATURA.

Annali di Matematica pure ed applicate, serie I, tomo II (1858), pp. 19-20.

1.° Siano A=0, D=0 le equagioni di due piani osculatori di una cubica gobba
(linea del terz ordine a doppia curvatura); @ e d i punti di contatto; sia B=0
I’equazione del piano che tocca la curva in a e la sega in d; C=0 1 equazione del
piano che tocca la curva in d e la sega in a. In un recente lavoro sullo stesso argo-
mento, io ho dimostrato che la cubica gobba puo essere rappresentata colle equazioni:

A=Bi=C(C#=D#

ove i & un parametro variabile che serve a individuare un punto sulla curva. Ivi &
pure dimostrato il seguente teorema dovuto al sig. CHASLES:

Se per un punto dato nello spazio si conducono alla cubica i tre piawi osculatori,
il piano de’ punti di contatto passa pel punto dato.

Se le coordinate del punto dato sono a:b:c¢:d, I'equazione del piano &

dA —aD + 3(bC —¢B)=0.

Facilissimamente si dimostra anche il teorema correlativo:

Se un piano: :
pA 4+ ¢B+7C+sD=0

sega la cubica in tre punti, i piani osculatori in questi punti concorrono nel pumto:
A:B:C:D=—38s:r:—q: 3p

che appartiene ol piano dato.
Inoltre:
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Se da ciascun punto di una retta:
IA+mB+nC=0, pB+4+9qC++D=0

si conducono tre piani osculatori alla curva, il piano de’ punti di contatlo passa costan-
temente per un’altra refta, le cui equazioni sono:

(mq—mnp)A+ 3r(mB +nC)=0,  (mg—mnp)D+ 31(pB 4 ¢C) = 0;

reciprocamente, se per ciascun punto di questa retta si conducono tre piani osculatori alla
cubica, il piano de’ punti di contatto passa costantemente per la prima retta.

In generale:

Se da ciascun punto di una superficie geometrica dell’ordine n si conducono tre piani
osculatori ad una cubica gobba, il piano de’ punti di contalto inviluppa una superficie
geometrica della classe n, e tale che se da ciascun punto di essa si conducono tre piani
osculatori alla cubica, il piano de’ punti di contatto inviluppa la prima superficie.

2.0 Segue da cid, che a ciascun punto dello spazio corrisponde un piano, e reci-
procamente, in questo senso che il piano contiene i punti di contatto della cubica
co’ suoi piani osculatori passanti pel punto. I punti dello spazio formano cosi una figura
correlativa a quella formata dai piani ad essi corrispondenti. Anzi, siccome ciasenn
punto giace nel piano che gli ecorrisponde, cosi 'attuale sistema di figure correlative
coincide con quello che il sig. CHASLES ha dedotto dalla considerazione di un sistema
di forze, o di un corpo in movimento (vedi P Apereu historique).

Per brevita, il punto corrispondente ad un dato piano si dira fuoco del piano; e
si diranno reciproche due rette tali che i fuochi dei piani passanti per I'una sono nel-
I'altra. Siano %, ¥, % le ordinarie coordinate rettilinee di un punto, e suppongasi:

A=ax+ ay -+ an
B= bx -+ by -} bz
C=cx 4 cy + esx
D — dw + dy - dgs + 1

ed inoltre si faccia:
a1=M.705 a2=M3/9 “3=Mz

dzds i d3a2 + 3(b203 - bgCg) - X
dya, — dyag + 3(bye, — biey) =Y
dlag - d?“l “I“ 3(6102 — bgcl) Z .

I

Allora I’equazione del piano il cui fuoco ha le coordinate x,, v,, z, si pud scrivere
Yo, p
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€osi:
(xﬁ - :C) Ma: ‘1“ (yo - .7/) M?/“I_ (%0 — %) Mz

+ X(yxo—xp0) + Y (xa0y—wx0) + Z (2 —yxs) = 0 ;
ed inversamente, le coordinate del fuoco del piano:

pr4-qy +r24s=0

gM, — M, —sX rM,, —pM, —sY  pM, —qM,, — sZ
pX+9Y+rZ " pX+qYFrZ ’ pX -+ qY+Z

Ammesso che le X,Y,Z, M,, M,, M, rappresentino le somme delle forze compo-
nenti e le somme dei momenti delle coppie componenti relative agli assi coordinati
e dovute ad un sistema di forze di forma invariabile, il piano corrispondente ad un
dato punto sara quello della coppia risultante relativa a quel punto, e viceversa il fuoco
di un dato piano sara il punto a cui corrisponde la coppia risultante situata in quel
piano. E poi noto che alle proprietd de’ sistemi di forze corrispondono analoghe pro-
prieta del movimento di un corpo. Dunque tutte le proprieta geometriche de’ sistemi
di forze o del moto di un corpo rigido si tradurranno in teoremi relativi alle cubiche
gobbe.

3.0 Passo ad altre proprieta, nel dimostrar le quali faro sempre uso delle coordinate
di PLUCkER (Punkt-Coordinaten).

Considero il piano:
(1) A—o6B+06C—0oD=0

sS0no:

ove:
o==A+ptv, o=p-Fyi+N, oc=Mv;

il fuoco di questo piano &:
A:B:C: D =235,: 0,: 5: 8.

Pongo:
A—(+v)B+pvC=2xr(p—v)a

A—( B4 0= p(—1)p
A—(4p)B+MC=vhr—pfr. [V]
Prese insieme all’equazione (1) le equazioni:
a=0 {=0 =0
rappresentano i lati del triangolo inscritto nella cubica e posto nel piano (1); e le

f—y=0, 1—o=0, a—pE=0
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rappresentano le rette congiungenti i vertici del triangolo al fuoco del piano. Allora
le coniugate armoniche di ciascuna di queste tre ultime rette rispetto alle altre due
saranno:

B+y=0, 140=0, oa+4pf=0

le quali incontrano, com’e noto, i lati corrispondenti del triangolo in tre punti posti
nella retta:

0B 1=0.

Questa retta, che rispetto al piano (1) ha tale proprieta esclusiva, si denominera diret-
trice del piano stesso.

4.° Nella memoria citata ho dimostrato un teorema, di cui qui ricorderd !’enun-
ciato. Premetto che per polo di un piano rispetto ad una linea di second’ordine intenderd
il polo della retta comune a quel piano ed al piano della linea. Ci0 posto, I’enunciato
di cui si tratta e il seguente:

11l luogo dei poli di wn dato piano rispetto a tutte le coniche, secondo le quali @ piani
osculatori di una cubica gobba segano la superficie sviluppabile di cui questa & lo spigolo di
regresso, ¢ una conica situata in un piano individuato. Reciprocamente, il luogo dei poli di
questo piano rispetto a tutte quelle coniche & un’altra conica posta nel primo piano dato.

Due piani dotati di questa scambievole proprietd si sono denominati congiunti;
congiunte ponno dirsi anco le coniche in essi situate; congiunti i triangoli inscritti nella
cubica e posti in tali piani, e da ultimo congiunti i triedri formati dai piani osculatori
che concorrono ne’ fuochi de’ due medesimi piani.

5.0 L'equazione del piano congiunto al piano (1) é:

(2) A_SB+310—32D=0
ove: '
s=l+4+m-+n, si=mn-tnl-+Im, s,=Ilmn
essendo:
l=)x(94—{—v)~2pmv m::p(v—l—l)—Qv‘A nzv()\—kp,)——m\pu
2—( ) 20— () —(Fe)
eppero:

__3(s°0, 4 900, — 6}
T 276,26 —900,

__ 3(—o0} 4 65°0,— 90, 0,)
T 276,-+ 25— 90g,

S

_966,5,— 2705 — 263

S = 276, + 26— 905,
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Le equazioni della retta che unisce i fuochi de’ due piani (1) e (2) sono:
(3) Ap—Bg+Cr=0, Bp—Cqg+Dr=0

ove:
p=06"—35, q=06—90, r=oc—363,.

I’ eguaglianza de’ coefficienti nelle due equazioni (3) mostra che la retta da esse rap-
presentata si appoggia alla cubica in due punti (reali o ideali), i cui parametri i, 4.
sono dati dalle:
.. q L.
h—l"l/z:z—), Z102::1_0,
dunque:
Ogni vetta congiungente i fuochi di due piani congiunti & una corda della cubica gobba.
Le equazioni della retta comune ai due piani (1) e (2) sono:

(4) (@—pr)A—3r(Bg—Cr)=0, (¢°—pr)D -+ 3p(Bp—Cq)=0

lIa forma delle quali mostra che questa retta & I’intersezione dei piani osculatori della
cubica ai punti:
Z'1‘*‘2.221, Z122=L
P p
dunque:

La retta intersezione di due piani congiunti & anco Uintersezione dei piani osculators
della cubica gobba ai punmti ove si appoggia la retta che unisce i fuochi de’ due piani
congiunti.

Formando le equazioni delle direttrici dei piani congiunti (1) e (2) si trovano per
entrambe le equazioni (4), dunque:

Due piani congiunti hanno la stessa direttrice, la quale & la retta ad essi comune.

Confrontando le equazioni (3) e (4) si riconosce che esse rappresentano rette re-
ciproche; ossia:

La retta che unisce i fuochi di due piani congiunti, e la loro comune direttrice sono
rette reciproche; cioé se per ciascun punto dell'una di esse si conducono fre piani osculatori
alla cubica, il piano de’ punti di contatto passa costaniemente per Ualtra.

6.° Cerchiamo se una retta che sia corda della cubica contenga i fuochi di una
sola coppia di piani congiunti. Il piano:

B—wC==
¢ congiunto al piano:

2A — 30B — 30°C 4 20°D =0
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e la retta congiungente i loro fuochi ¢ rappresentata dalle:
(5) A—oB+e'C=0, B—wo(C+4+o'D=0.

Affinché questa retta passi anche pe’ fuochi di due altri piani congiunti, le cui equa-
zioni siano (1) e (2), il sistema delle equazioni (5) dovrd essere equivalente al sistema
delle (3); epperd si dovra avere:

qg=pow, r:p(x)z

il che da:
p=0c"—305-+ 90° o =owc—3n), oc=—0
3o{c—6n
=20l s—u—30), s—a

per cui le equazioni (1) e (2) divengono:
A—30°C+ oD —6(B—0C)=0,

(6)
A—30C+ 6D —s(B—wC)=0

rimanendo o indeterminata. Queste equazioni rappresentano infinite coppie di piani
tutti passanti per la retta rappresentata dalle:

A—30*C+ D=0, B—wC=0

0ssia: ,
24 —30B —30’C +20’D=0, B—wC=0.
Ne concludiamo che:

Qualunque retta che sia corda della cubica gobba contiene i fuochi di infinite coppie
di piani congiunti buiti passanti per una stessa retta, la quale & U intersezione dei piani
osculatori della cubica ne’ punti comuni o questa ed alla prima retta.

Da questo teorema consegue quest’altro:

Per qualunque retta che sia Uintersezione di due piani osculators della cubica gobba
passano infinite coppie di piani congiunti, tutte aventi @ fuochi su di una stessa refto,
la quale si appoggia alla cubica ne’ punts di contatto de’ due piani osculatori passanti
per la prima retta.

7.° La relazione fra s e o, che si pud scrivere cosi:

286 — 30 (s -}0) + 180 =0,

mostra che i piani rappresentati dalle equazioni (6) formano una involuzione. Dunque:
Le infinite coppie di piani congiunti passanti per una stessa retta, che sia comune
intersezione di due piani osculatori della cubica gobba, sono in involuzione. I piani auto-
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coniugats della involuzione sono i due piani osculatori. I fuochi di tutti que’ piani con-
giunti formano pure una involuzione, ¢ cui elementi auto-coniugati sono i punti di con-
tatto de’ due piani osculatori.

Per avere il punto centrale dell’involuzione de’ fuochi si condurra per la direftrice
il piano parallelo alla focale (retta contenente i fuochi). Questo piano ha il suo fuoco
a distanza infinita, quindi il piano che gli & congiunto, ossia coniugato nella involu-
zione, avra per fuoco il punto centrale richiesto, e sara il piano centrale della invo-
luzione di piani.

La cubica gobba ammette due piani osculatori paralleli fra loro, cioe segantisi se-
condo la retta diretirice posta nel piano all’infinito. Essi ponno quindi risguardarsi
~come gli elementi auto-coniugati di una involuzione di piani congiunti paralleli. Il piano
centrale di questa involuzione avra per congiunto quello all’infinito, e quindi sard
quello contenente i centri delle coniche secondo cui i piani osculatori della cubica
segano la superficie luogo delle sue tangenti.

8. Per un punto dato nello spazio, di coordinate a: b: ¢: d, passa una retta ap-
poggiantesi alla cubica in due punti; le sue equazioni sono:

(—bd)A — (b¢ —ad)B + (*—ac)C=0,
(¢ —bd)B — (be—ad)C + B®*—ac) D=0

e pe’ punti comuni alla retta ed alla cubica si ha:

. ., be—ad . b*— ac
RS MeT e

La retta & sempre reale, benche i due punti possano essere ideali.
In un piano dato qualsivoglia:

IA4+mB~+nC+hrD=0

esiste una sola retta, comune intersezione di due piani osculatori. Le sue equazioni
SOno :

(*—pr)A —3r(Bg—Cr)=0, (¢°—pr)D -+ 3p(Bp— Cq)=0

avendosi pe’ punti di contatto:

r 3hm — n?
s hiyg— — =

. ._g_mn——9hl
b= p  Sl—m*’

p  3ln—m?

La retta ¢ sempre reale, benché i due piani osculatori possano essere ideali. Ossia:
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Per un punto dato nello spazio passa sempre una retta (ed wna sola) che é focale di
un fascio di piani congiunti. In un piano dato esiste sempre una retta (ed una sola)
che ¢ direttrice di un fascio di piani congiunti. Se il punto dato é il fuoco del piano
dato, le due rette sono reciproche, e @ due fasci di piani congiunti coincidono in un solo
fascio.

Per ogni punto dello spazio passano tre piani osculatori della cubica, epperd tre
rette, ciascuna delle quali & direttrice di un fascio di piani congiunti. Se i tre piani
osculatori sono reali, anche le tre direttrici sono reali; ma se due de’ piani osculatori
sono ideali, si ha una sola direttrice reale, ed & quella comune ai due piani ideali.

Un piano qualunque sega la cubica in tre punti, epperd contiene tre rette, ciascuna
delle quali & focale di un fascio di piani congiunti. Se i tre punti d’intersezione sono
reali, tali sono anche le tre rette che li uniscono a due a due; ma se due di quelli
sono ideali, si ha una sola focale reale, ed & la retta che passa pe’ due punti ideali.
Ossia:

Per un punto qualunque dello spazio passano o tre rette divettrici reali o una sola,
secondo che per quel punto si ponno condurre alla cubica tre piani osculatori reali o un
solo. In un piano qualunque esistono tre rette focali reali o una sola, secondo che quel
piano sega la cubica in tre punti reali o in un solo.

Credo interessante la proprieta che segue:

Se una retta focale incontra la cubica in due punti veali, e per conseguenza la relativa
divettrice esiste in due piani osculatori reali, ciascun piano passante per questa incomtra
la cubica in un solo punto reale. All’incontro, se la focale incontra la cubica in due
punti ideali, ogni piano passante per la dirvettrice incontra la cubica in tre punti reali.
Ossia: ciascun piano di un fascio di piani congiunti in involuzione incontra la cubica
in tre punti reali o in uno solo, secondo che gli elementi auto-coniugati della involuzione
sono ideali o real.

Infatti, affinché la retta (3) incontri la cubica in due punti reali & necessario e
sufficiente che sia:

¢ —4pr>0
ossia, ponendo per p,q,r i loro valori in funzione di o, 5, e o,:
270 — 18468,6, — 6°a} + 46} 4 406%6, >0
la quale & appunto la condizione necessaria e sufficiente perché 1’ equazione:

P —0ct®40i—0,=0

che da i parametri de’ punti comuni alla cubica ed al piano (1), abbia due radici ima-
ginarie; ¢. d. d.
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9.° Se prendiamo in considerazione due piani congiunti, essi danno luogo a figure
abbastanza interessanti. Per conseguire formole piut semplici e simmetriche faccio la
seguente trasformazione di coordinate:

x=A, y=—0D, z2=0'D—30°C+30B—A,
w=2A—30B — 30°C + 20°D.

Le equazioni:
w=0, x4+y42=0

rappresentano due piani congiunti; le:
r=0, Yy=0, x2=0
rappresentano i piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano = +y +x2=0, e le:
3(y—=%)-—w=0, 3@xr—z)—w=0, 3@@—y—w=0

sono quelle de’ piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano w==0. Ne' due piani
congiunti esistono le due coniche che ho denominate congiunfe. Quella che & nel piano
w==0 e rappresentata dalle equazioni:

(7) w=0, &F+y+v¥—2yx— 220 —22y=20

eppero questa conica ¢ inscritta nel triangolo formato dalle rette secondo cui il piano
w==0 & segato dai piani osculatori concorrenti nel fuoco del piano ad esso congiunto.

Considerando la figura che & nel piano w =0, le rette che uniscono i vertici del
triangolo or nominato ai punti di contatto della conica inscritta sono:

(8) w=0 (y—rx=0, z—x=0, z—y=0)

le quali sono le intersezioni del piano w =0 coi piani osculatori che concorrono nel
suo fuoco. Il punto comune a queste tre rette, ossia il fuoco del piano % ==0, & rap-

presentato dalle equazioni:
W=0, T=Y=1%.

I punti in cui il piano 2w=0 sega la cubica sono:
w=0 (@:y:x2=—8:1:1; x:y:xa=1:—8:1; x:y:z=1:1:—28)
epperd i lati del triangolo da essi formato hanno per equazioni le:
w=0 (Tz+y+2=0, z4+T7y+2=0, z4+y-+72=0).

Questo triangolo e il triangolo circoscritto alla conica (7) sono omologici; le rette che
congiungono i loro vertici corrispondenti sono le (8), che concorrono nel fuoco del piano
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w=0; e i lati omologhi si segano in tre punti posti nella retta:

w=0, x+y+x2=0

la quale & la direttrice comune dei due piani congiunti. Si noti inoltre che il fuoco &
il polo della direttrice rispetto alla conica (7). Riunendo insieme queste proprieta,
possiamo enunciare il seguente teorema:

Dati due piani congiunti P, P’, in ciascuno di essi, per es.in P, esistono due triangoli,
VPuno ABC inscritto nella cubica, Ualtro abe avente i lati ne’ piani osculatori concorrenti
nel fuoco ' dell’altro piano P'. I due triangoli ABC, abe sono omologici; il lore centro
d’omologia ¢4l fuoco ¥ del piano P, e Uasse d’omologia é la direttrice o comune inter-
sezione de’ piani P, P. La direttrice ¢ la polare dei fuochi F, X' rispetto alle coniche
congiunte situate ne’ piani dati, e queste somo inscritte nei triangoli abe, a'b'c’ determi-
nati dalle due terne di piani osculatori. Le rette che in ciascuno de’ piani dati, per es.
in P, uniscono i punti di contatto della rispettiva conica ai wvertici opposti del triangolo
circoscritto abc sono situate nei piani osculatori che concorrono nel fuoco ¥ dello stesso
piano P.

10.° Le facce corrispondenti dei due ¢riedri congiunti, formati dalle due terne di
piani osculatori concorrenti ne’ fuochi de’ due piani congiunti, si segano secondo tre
rette, le quali determinano 1'iperboloide:

4y 2 —2yx — 2z — 2oy —~(%w)2= 0
ovvero
xl?_’_yl2+%12<_2yI%l~22le___Qx(yl_(%@Ul)zz0

ove:
3(y—2)—w=3x; 3@xr—a)—w=3y; 3@x—y)—w=3%;
B4y +=x) =w'.

Questo iperboloide passa evidentemente per le due coniche congiunte, dunque:

Le rette secondo le quali si segano le facce corrispondenti di due triedri congiunts
e le rispettive comiche congiunte giacciono in uno stesso iperboloide. Le coniche congiunte
sono le curve di contatto dell’iperboloide coi coni involventi che hanmo i vertici ne’ fochi
de’ piani congiunti.

Qualunque superficie di second’ ordine circoscritta al tetraedro:

r=0, y=0, 2=0, w=0
& rappresentabile coll’equazione:

fyx + gxx + hay + lew + myw -+ nxw =0
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ed analogamente ogni superficie di second’ ordine circoscritta al tetraedro:
2=0, y=0, 2=0,. w=0
ha un’equazione della forma:
fy's 4+ gaa + Way + 12w +myw 4 n'sw' =0.

Affinche queste due superficie coincidano in una sola devono essere soddisfatte le se-
guenti condizioni:

3(l—n)—g=0, 3m—IUl)—h=0;

quindi ogni superficie di second’ ordine circoscritta ai due tetraedri simultaneamente
sara compresa nella equazione:

(m—m)yz + (I—n)xx + (m— Dy + 5w (o + my +nx) = 0

la quale contenendo ancora due arbitrarie !: m: n, esprime il teorema:

Ogni superficie di second’ ordine passante per sette vertici di due tetraedri formati da
due piani congiunti e dai relativi triedri congiunti passa anche per U ottavo.

11.° Terminerd coll’enunciare alcuni teoremi che si deducono da quelli sopra di-
mostrati mediante il principio di dualita. :

I piani polari di un punto dato rispetto o tutt’i coni di second’ordine che hanno
i vertici sulla cubica gobba inviluppano un cono di second’ ordine che ha il vertice in un
punto individuato. Reciprocamente ¢ piani polari di questo secondo punto inviluppano un
altro cono di second’ ordine che ha il vertice nel primo punto.

Due punti dotati di questa scambievole proprieta si diranno congiunti, e congiunti
anco i relativi coni di second’ordine.

Due pians congiunti hanno per fuochi due punti congiunti, e viceversa due punti con-
giunti sono i fuochi di due piani congiunti.

Sia dato un punto; per esso passano tre piani osculatori della cubica, e un piano A
di cui il punto dato & il fuoco. Questo piano sega gli altri tre in tre rette; si cerchi
la quarta armonica di ciascuna fra esse rispetto alle altre due; si otterranno cosi tre
nuove rette passanti pel punto dato e poste nel piano A. Queste tre rette determinano
cogli spigoli rispettivamente opposti del triedro formato dai piani osculatori tre piani
che passano per una stessa retta. Questa retta, che ha rispetto al punto dato tale
proprietd esclusiva, si dird la focale del punto.

Due punti congiunti hanno la stessa focale, la quale ¢ lo refta che li unisce.
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Se per una retta dirvettrice passano due piani osculatori reali, e per consequenza la
relativa focale si appoggia alla cubica in due punti reali, per ciascun punto di questa
passa un solo piano osculatore reale. Se all’incontro la divettrice ¢ Uintersezione di due
piawi osculatori ideali, da ciascun punto della focale si potranno condurre alla cubica
tre piani osculatori reali. Ossia: da ciascun punto di una involuzione di fuochi congiunts
si ponno condurre alla cubica tre piani osculatori reali o un solo, secondo che i punti
auto-coniugati della involuzione sono ideali o reali.

Dati due punti congiunti ¥, B (fuochi di due piani congiunti P, P'), ciascuno di
esst, per es. I, ¢ il vertice di due triedri, 'uno FABC formato dai piani osculatori con-
corventi in ¥, Ualtro Fabc avente gli spigoli passanti per que’ punti della cubica che sono
nel piano P'. I due triedri FABC, Fabc sono omologici; il piano d’omologia (il piano
ove sono le rette intersezioni delle facce corrispondenti de’ due triedri) é il piano P;
Vasse d’omologia (la retta per cui passano i piani determinati dalle coppie di spigoli
corrispondenti de’ due triedri) é la focale comune FE'. Questa focale é la polare de’ due
piani congiunti P, P' rispetto ai coni congiunti, e questi sono circoseritti ai triedri Fabe,
F'a'v'c' i cus spigoli si appoggiano alla cubica. Le rette che, per ciascun punto congiunto,
per es. ¥, sono le intersezioni delle facce del triedro inscritto Fabc coi piani tangenti
al cono circoscritto lungo gli spigoli rispettivamente opposti passano pe’ punta della cubica
che appartengono al piano P. .

Le vette che uniscono @ vertici omologhi di due triangoli congiunti (ossia triangoli
inseritti nella cubica e posti in piani congiunti) deferminano un iperboloide toccato dai
relativi coni congiunts lungo due curve poste nei piani congi@mti.

Ogni superficie di second’ ordine tangente a sette facce di due tetraedri determinati
da due triangoli congiunti e dai relativi fuochi tocca amche Uottava.

Cremona, ottobre 1858.

Cremona, tomo I. 6



11.

INTORNO ALLE SUPERFICIE DELLA SECONDA CLASSE
INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE
DELLA QUARTA CLASSE.

Annali di Matematica pura ed applicate, serie I, tomo II (1859), pp. 65-81.

1.° Le proprietd delle coniche inscritte in uno stesso quadrilatero hanno occupato
i piu illustri geometri moderni, incominciando da EuLERo, e venendo sino a STEINER.
Essi ebbero specialmente di mira la ricerca della massima ellisse inscritta, e la di-
stribuzione dei centri delle diverse specie di coniche. Questo problema & stato risoluto
con mirabile semplicitd ed eleganza da PrLUCKER, nel secondo tomo dei suoi Analyfisch-
Geometrische Entwicklungen (pag. 199 e 211), facendo uso delle coordinate tangenziali
( Linien-Coordinaten ). L’analogo problema, relativo alle coniche circoscritte ad uno
stesso quadrigono, & stato trattato e pienamente risoluto in due memorie del professor
Trup1 *). La medesima soluzione & enunciata, insieme ad una gran copia di bellissimi
teoremi, anche in una recente memoria del ‘signor STEINER *¥),

Se si estendono queste ricerche alla geometria nello spazio, si presentano due
quistioni; Puna risguardante le superficie della seconda classe inscritte in una stessa
superficie sviluppabile della quarta classe; 1’altra che concerne le superficie del se-
cond’ ordine circoscritte ad una medesima linea a doppia curvatura del quart’ordine.
La presente memoria si riferisce alla prima di queste quistioni.

Seguendo 1’ esempio del Prucker, io fard uso delle coordinate tangenziali (Plan-

*) Memorie della R. Accademia di Napoli, 1857.
#+) Monatsberichte der Berliner Akademie, Juli 1858.
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Coordinaten), che sono state introdotte nella geometria analitica a tre dimensioni dal
signor CHASLES *) e dal PLuckeEr medesimo **).

2.2 E noto che la superficie sviluppabile della quarta classe che inviluppa due
superficie della seconda classe contiene in generale quattro coniche; e i piani di queste
formano un tale tetraedro (Zefraedro polare), che ciascuna sua faccia & il piano polare
del vertice opposto rispetto ad una qualunque delle infinite superficie della seconda
classe inscritte nella sviluppabile. Assumo uno de’ vertici del tetraedro polare (*)) come
origine, e gli spigoli in esso concorrenti come assi di ordinarie coordinate rettilinee
oblique =, y, z. Sia: ‘
txr +uy -+ vr 4 w=20

) . . . L buwo v . .
I'equazione di un piano: le quantita 0w si denomineranno coordinate tan-
genziali del piano. — Un punto abbia per coordinate ordinarie a,b,c¢; se per esso
passa un piano qualunque:

e -+uy +vxfw=0

si avra:
ta +ub -+ ve +w=0.

N . - T Lo )
Quest’ultima equazione, nella quale si risguardino 5 op ) 9p Come le variabili coor-

dinate di un piano, sara lequazione del pumto (a,b,c) in coordinate tangenziali.

Un’equazione qualunque fra le variabili 2% , g; , 7:%, coordinate di un piano, rap-
presenterd la superficie inviluppata dal piano variabile. Se I'equazione conterra tre sole
delle quattro quantita ¢, w, v, omogeneamente (ovvero se sard omogenea rispetto
a tre funzioni lineari omogenee delle ¢, », v, w), essa rappresentera una linea piana.
11 sistema di due equazioni rappresenta la sviluppabile circoscritta alle due superficie
rappresentate dalle singole equazioni.

Avendo assunto tre delle facce del tetraedro polare come piani coordinati, la quarta
faccia determini sugli assi positivi tre segmenti 7, m, n; allora le equazioni de’ quattro
vertici del tetraedro polare saranno:

w=0, lt4+w=0, mutw=0, w-t+w=0

*) Mémoire sur deux principes généraux de la science: la dualité et I’homographie.
#*) System der Geometrie des Raumes.

(™) Supposto tutto reale.
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ovvero piu semplicemente:
w=0, (4+w=0, udw=0, v+w=0

ove si assumano per variabili I, mu, no in luogo di ¢, u, v.

3. Due qualisivogliano fra le quattro coniche determinano le altre due ed anco
tatto il sistema di superficie della seconda classe inscritte nella sviluppabile, la quale
pud risguardarsi come 1'inviluppo dei piani tangenti comuni alle due coniche date.
Cid premesso, le equazioni delle quattro coniche saranno, in tutta la loro generalita,
esprimibili cosi:

L* ot wf + Blutw) +1lo+wf * =0

1) 2.2 * e(u+w? — b+ w) + aw® =0
32 —e(t4w) * + a4 w)p 4 B =0
4.2 b(t+w) — a(u-+w) * + q* =0

ove a, 3,... siano costanti reali qualsivogliano, legate dalla condizione:
(2) ao -8 -+ ¢y = 0.

Se in luogo di due coniche, supponiamo date due superficie qualunque della seconda
classe, riferendole al tetraedro polare, le loro equazioni saranno della forma:

N (U w0 p (20 v (09 4 70t = 0
N+ ) + o (w+w)? v @+w)? 4w =0

ed eliminando da queste successivamente w«*, {t-+w)?, (), (v-+w)® si otter-
ranno le (1).

L’equazione del centro di una superficie della seconda classe rappresentata da
un’ equazione fra le coordinate ¢, u, v, w, si ottiene eguagliandone a zero la derivata
rispetto a w; quindi se nella equazione della superficie manca il termine contenente #°,
il centro sard a distanza infinita. Se adunque fra due delle (1) si elimina <?, 1’equa-
zione risultante:

(3) At (t + 200) + Buelu 4 2u) + v (@ + 2w) =0
ove:
(4‘) a':c—b+o{, plza_c+p? ”{l=b~——(l-l—’{

rappresentera il paraboloide che fa parte del sistema di superficie inscritte nella svi-

luppabile.
Onde rappresentare, con tutta la desiderabile simmetria, una qualunque delle super-
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ficie inscritte, dalla prima delle equazioni (1) sottraggo la (3) moltiplicata pel parametro
indeterminato ¢. Ottiensi cosi la:

®) At(t -+ 2uw) + Bu(u -+ 2w) + Cv(v+ 2w) 4 D =0

ove:
A=da(A—i), B=f@p—7), C=y(v—12, D=adp+7y
oL

— Y
)\—'—&7 p"—pl V=

-2 |=2

P

L’equazione (5) per ¢=0, X, p,v, oo somministra le (1) e la (3).
4.0 11 centro della superficie (5) é:

(6) At+Bu+Cv+Duw=0

epperd, qualunque sia ¢, questo punto cade nella retta:

™ a(t +w) + Blu+w) + 1@ Fw) =0, ot +Pu-+yr=0,
Le coordinate ordinarie del punto (6) sono:

A wB G

D’ D’ D

dunque, se si indica con & la distanza dei centri di due superficie del sistema (5),
corrispondenti ai parametri 4, 7, avremo

PO (¢ —g)f (Pa”® 4 m*B* 40" + 2307}'&%@'7' + 2gnla’y + 27lmd'p)
D

ove p, ¢, » sono i coseni degli angoli fra gli assi; quindi se fissiamo come origine delle
distanze da misurarsi sulla retta (7) il punto O corrispondente a j=20, cioe il centro
della prima conica (1), il parametro ¢ relativo ad una superficie qualunque del si-
stema (5) sard proporzionale alla distanza del suo centro dalla origine medesima. Ri-
teniamo che i centri delle altre tre coniche (1) siano ordinatamente i punti P,Q, R
situati da una stessa banda rispetto al punto O, e assumiamo come positive le di-
stanze da O verso P, Q, R, ed i corrispondenti valori del parametro . Allora avremo:

(8) A>0, p>0, v>0, r<lp<v.

5.° Formo le funzioni dei coefficienti della equazione (5); dai segni delle quali
- dipende la specie della superficie di seconda classe rappresentata dall’equazione me-
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desima. Quelle funzioni sono:

¢ = ABC(D—A—B—C)
0, =DBC(D—B—0) E=AD-—A)
0,=DCA(D —C—4) E,=B (D —B)
®;=DAB(D — A — B) H=CD —C0Q)
e sostituendo per A, B, C,D i loro rispettivi valori*):
9 ... S =il+B+) afy (h—1i) (p—10) (v —19)
0= (B +1) (e—1i) 0 —i) (2 +1i @ +1))
(10) 0, =0 (a+B+1) 0 —i) o —d) (B+i (' +o)
0y = 0 (4B 1) (—i) (s — i) (143 (o + )
g E=a(—1) @+ 7+ a)
(11) ( o =pp—9) +otf)
o= (v—1) e+ B+o) .
Posto per brevita:
S e SR o R o
(12) )\ - <7'1 2‘1‘ pl Y,
" o an__ B ‘J"=——~ T
(13) No= BI—I—T, ¢ A{l__{___al a/+B/

le espressioni superiori divengono:

0, =8B ++) G—p) ((—v) G—N) (a4 B+7)

(14) 0, == oy ) (i—v) (i—D) (i—p") (- B-F-1)
O = a3 (e +B) (i—) (—p) (i—) (2B +7)
(15) B =—(—N (—N), E=—(—p)(@E—0), E=—(F—yv)(@—Y).

Cid posto, i criteri per distinguere la specie della superficie rappresentata dalla equa-
zione (5) sono i seguenti **).

*) Il simbolo = indica 1’eguaglianza di segno.
**) PLUCKER, Op. cif.
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Se ® >0 la superficie & o reale e rigata, o imaginaria; ha luogo il primo caso se
una qualunque delle sei funzioni 8, Z & negativa. Nel secondo caso le sei funzioni
sono tutte positive.

Se ® <0 la superficie & reale e non rigata: e propriamente € un ellissoide se
le funzioni @ sono tutte positive, e le E tutte negative; invece se un @ & negativo,
ovvero se un = ¢ positivo la superficie ¢ un iperboloide a due falde.

Se ® =0 Vequazione (5) rappresenta una conica. Questa & iperbole se le fun-

—

zioni ¥ sono negative; ellisse se le funzioni ® sono positive, e le & negative; ima-
ginaria se le funzioni ® e E sono tutte positive.
Le anzidette condizioni non sono pero tutte indipendenti fra loro: su di cid basta
osservare quanto segue:
Affinche la superficie sia ideale basta che si abbia ®>>0; e che un ® e un =
d’indice diverso siano positivi; allora tutte le sei funzioni ® e E sono positive.
Affinche la superficie sia un ellissoide basta che sia ® <0, uno dei © positivo,
e un 2 d’indice diverso negativo, allora tutt’i ® sono positivi, e tutt’'i E negativi.
Se ®=0 tutt’i ® hanno lo stesso segno.

6.° Il paraboloide (3) & iperbolico o ellittico secondo che la quantita:
oy (2 4 6+ )

¢ negativa o positiva. Le quattro coniche (1) sono ordinatamente ellissi o iperboli
secondo che i prodotti:
abcoPy, bc, ca, ab

sono negativi o positivi. Nel primo caso pero, oltre queste condizioni, devono essere
soddisfatte anco queste altre, senza le quali le coniche sarebbero ideali:

per la 1.2 conica . . . . a(B4+7) << B(Y‘l‘ﬂ-)<0 1 (a4 B) <0
(16) -per la 2.2 conica . . . . c(a—b)< 0 bla+¢)>0

per la 3.* conica . . . . a(f—¢)<0 ¢(B-+a)>0

per la 4.2 conica . ... b(1—a)<0 a(f-+0>0

le quali eqliivalgono ad una sola condizione per ciascuna conica. Le (8) danno:
BBy —BN>0  qa(ey'—a) <O  of(aB—of) >0

ossia, in virtu delle (4):

(17) afi(a+E+1>0 bale+p41)<<0  coB(a++B+7)>0
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da cui:

(18) abe (o B4 1)<<0

e:

(19) bepy<< 0 cw(oa>0 abafi<C0.

Dalla (18) risulta che la prima conica & ellisse (reale o ideale) o iperbole secondo
che la quantita:

afy (o4 B+7)

& positiva o negativa. Dunque, secondo che il paraboloide & iperbolico o ellittico,
anche la prima conica & iperbole o ellisse (reale o ideale).

Dalle (12) e (13), avuto riguardo alle (4) ed alla (2) si hanno le seguenti formole
che ci gioveranno in seguito:

o0 dw=tEIEE e btER) Gda) o, (et o)

Ied ?

o p al‘{l
20, r—p=CTEEVO=0) ot (R (D)
2 p'al b BI b B’“{,
7o TP 7
on g Nro ot Xp  @HEEDE—d Yy (kb (4D
H )\)\II a ’ P*)\" - O',@ ] V)\“ - O’.“[
@1, ) p—=r_ @BVt p'—p _otBtr  p— _ (ABNG—a)
bl )\P,," ﬁa ’ p‘,p"ll {3 ? '/P," BY
@1, ) y'—A _ (2B (0—Bb)  V'—up _ (o417 (B+a)  V'—v By
) )\V" o ’ P«V" YB 3 ‘/V" - - .

7.0 K chiaro che ad una qualunque delle costanti che entrano nelle equazioni (1)
si puo dare quel segno che pin aggrada; fissato il qual segno ad arbitrio, dai segni
delle altre costanti dipende la natura delle quattro coniche. Noi riterremo o positivo.

Supporremo inoltre dapprima che le coniche medesime siano tutte reali: al quale
uopo basta che in ciascuna delle equazioni (1) i coefficienti non siano ne tutti positivi,
ne tutti negativi.

Siccome la specie delle tre ultime coniche dipende dai segni dei prodotti bc, ca, ab,
cosi queste coniche ponno essere tre iperboli, o due ellissi ed una iperbole, ma non
altrimenti; anzi determinata la specie di due fra quelle coniche, anche quella della
rimanente & affatto individuata.
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Osservo poi che avendosi fra i tre prodotti a«, b3, ¢y le relazioni (2) e (19), sui
loro segni non ponno farsi che le due seguenti ipotesi:

an >0 B3<CO0 y>0

ovvero:

ag.< 0 B3>0 ¢y<<0

nella prima ipotesi la prima conica & un’ellisse, nella seconda un’iperbole. Cio premesso
¢ evidente che, ammesse le quattro coniche tutte reali, non ponno darsi che questi
quattro casi:
A) 11 paraboloide sia ellittico; la prima conica ellisse;
1.° caso: la seconda e terza conica siano ellissi; la quarta iperbole;
2.° caso: le tre coniche siano tutte iperboli.
B) 11 paraboloide sia iperbolico; la prima conica iperbole;
3.° caso: le altre tre coniche tutte iperboli;
4.0 caso: la seconda conica iperbole, le altre ellissi.
E facilissimo persuadersi che non si ponno fare altre ipotesi. Per esempio, non
puo supporsi la seconda conica ellisse e la terza iperbole, perché cio richiederebbe
be <0, ca™0, eppero per le (19) avrebbesi:

fr>0  72>0

cioé «, B, v avrebbero segni eguali, e per conseguenza la prima conica sarebbe ideale.

Ora ricerchiamo, in ciascuno de’ quattro casi accennati, come siano distribuiti i
centri delle varie specie di superficie rappresentate dalla (5) sui cinque segmenti che
i punti O, P, Q, R, centri delle coniche (1), determinano sulla retta (7), cioé sulla
locale de’ centri.

A) Paraboloide ellittico.
aBr(e+p+yv>0

Primo caso.
8.9 In questo caso si ha:

>0 B<C0 <0, a>0 b>0 ¢<0
quindi, per la (18):
ot+B4+7>0 B+y<<0 v+a>0 a-E>0

e dalle (16):
0—b>0 a+4¢>0 p—c<<O BHa<lO,
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Per i<C0'1a (9) e la prima delle (10) danno:
® <0, 6,>0

e la seconda delle (11):
Per i positivo e compreso fra lo zero e A la (9) da ®>0. Per decidere in questo
caso se la superficie (5) sia o non sia reale, si cerchi il segno di &,. La (12) da
' >0, e le (20,0): ;
A—u'<0
dunque a maggior ragione per ¢<\:
i—p' <0
e conseguentemente dalla seconda delle (15):
2, <0.

Per i compreso fra » e p si ha ®<C0; osservo poi che si ha A">>0, e dalle (21, a),
(20, b):
)\u__‘p‘>0, lJ-—Pv’<O

dunque le (14), (15) ¢i daranno 6,0, E,<O0.
Per i compreso fra p e v si ha ®>>0; essendo poi v'>0 e v'—xr<0 per le
(21, ¢), cosi dalle (14) avremo ©;<C0.
Per ¢ >>v si ha ®<C0, e come dianzi 0,<C0.
Dunque nel caso presente tutt’i punti della retta (7) sono centri di superficie reali;
ed invero abbiamo soltanto
ellissoidi pei punti del segmento indefinito che ha un termine in O;
iperboloidi ad wna falda pei punti del segmento OP;
ellissoidi pei punti del segmento PQ;
iperboloidi ad wna falde pei punti del segmento QR;
iperboloidi a due falde pei punti del segmento indefinito che comincia in R.
Questi cinque segmenti si denomineranno ordinatamente primo, secondo, terzo,
quarto e quinto.

Secondo caso.
9.2 In questo caso si ha:

2>>0 B0 >0 a>0 b6>0 ¢>0
a+pB+7<<0 B47<<O0 74a>0 a-4B<C0.
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Per <0 le (9), (10), (11) danno <0, & >0, E,<0.
Per i compreso fra lo zero e A si ha ® >0, ed inoltre dalle (15):

;<0
perché v >0, v—v'<{0.
Per 4 compreso fra A e p. si ha ® <0, e dalle (14):

0, <0
perche ' >0, \"—X<Z0.
Per ¢ compreso fra w e v si ha &>>0, e dalle (15):

E, <0
perche p—p' 0.
Per ¢>v si ha, come per i compreso fra X e u:

b0, 0,<0.

Dunque, nel caso attuale, corrispondono superficie reali a tutt’i punti della locale dei
centri; e propriamente ellissoidi al primo segmento; iperboloidi ad una falda al se-
condo e quarto segmento; iperboloidi a due falde al terzo e quinto segmento.

B) Paraboloide iperbolico
afiy (o + 8 1) <<0.

Terzo caso.
10.° Si ha: ‘
U’>01 @<O’ Al’>0, CL<O, b<0, C<O

a+f+7>0.

Per i<C0 le (9), (10) danno ® >0, #,<0.

Per ¢ compreso fra lo zero e X si ha ®<C0. Inoltre, se 3+ >0 le (11) danno
E.>0;se B+v<C0 e B'+7>0 le (10) danno ©,<0; se B-+<C0 £+ <C0
si ha V>0, " —A>0, quindi le (14) danno ancora &, < 0.

Per i compreso fra A e . si ha ®>0, e siccome p'>>0 e p—p'< 0 cosi dalle
(15) si ha E,<0.

Per i compreso fra g evsiha ®<C0, ed inoltre 8,<0 perche p'>>0, p'—p.<<0.

Per >v si ha ®>0, ed inoltre, siccome A—AX' >0, cosi le (15) danno E,<C0.

Adunque, nel caso attuale, si hanno superficie tutte reali, ed invero tutte iper-
boloidi ad una falda pel primo, terzo e quinto segmento; a due falde pel secondo e
quarto.
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Quarto caso.

11.° In questo caso abbiamo:

a>0, B>0, v<0, a<<0, >0, ¢>0
a+B+4v>0, B—¢>0, B+a>0, yv—a<<0, 7+b<C0.

Per i<C0 si ha >0, 6,<C0.

Per i compreso tra lo zero e A si ha ®<C0; inoltre, se '+ >>0 le (10) danno
0,<C0; e se f'44'<C0, si ha N'>>0, N'—r>0, quindi dalle (14) si ha ancora
8, <C0.

Per i compreso fra X e p si ha >0 e E;< 0 perche p—v'<{0.

Per i compreso fra p. e v si ha ®<C0; le (14) danno poi 8;>0 perche v' >0
e v'— p<C0: inoltre, siccome A—X\' >0, cosi le (15) danno E,<C0.

Per ¢ v si ha ® >0, e, come poc’anzi, &, <C0.

Dunque anche in questo caso otteniamo superficie tutte reali: ed invero corrispon-
dono iperboloidi ad una falde al primo, terzo e quinto segmento niperboloidi a due falde
al secondo; ellissoidi al quarto. ,

Questi sono i soli casiin cui le quattro coniche siano tutte reali, eppero tutte reali
siano anche le superficie rappresentate dalla equazione (5) per valori reali del para-
metro 4. Veniamo ora a considerare i casi in cui alcuna delle coniche (1) sia ideale.

12.° Innanzi tutto, osservando le (1) ¢ facile persuadersi che se una delle quattro
coniche & ideale, ve n’ha un’altra pure ideale, e le due rimanenti sono necessaria-
mente reali: anzi i centri delle due coniche ideali sono sempre consecutivi, cio¢ non
ponno darsi che i tre casi seguenti:

5.° caso: che siano ideali la prima e seconda conica; allora la terza & iperbole e
la quarta ellisse; )

6.° caso: che siano ideali la seconda e la terza conica; le due rimanenti sono
iperboli;

7.0 caso: che siano ideali la terza e quarta conica; allora la prima & ellisse e la
seconda iperbole.

Ecco come pud dimostrarsi I’ enunciata proprieta. Suppongasi in primo luogo ideale
la prima conica, eppero a, 8, ¥ tutti positivi; allora dalle (19) avremo b¢<0, ca >0,
ab<0; ed inoltre, per la (18), sara abc<Z0; quindi ¢ >0, b< 0, ¢>>0. Dunque
la seconda conica & ideale, la terza & un’iperbole, e la quarta un’ellisse reale.

In secondo luogo suppongasi ideale la seconda e reale la prima conica; allora:

a >0, b<0, ¢>0
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quindi dalle (19) si ha $7v>>0, epper0, essendo reale la prima conica, 3<C0, 7<Z0,
e inoltre a<C0. Dunque la terza conica & ideale, la prima e quarta sono iperboli.
Ora suppongasi ideale la terza conica e reale la seconda; avremo >0, >0, ¢<{0,
quindi dalle (19): ba<C0 e, poiché la seconda conica & reale, b<0, a>0, 7<CO.
"Dunque la quarta conica & ideale, la prima & un’ellisse reale, la seconda un’iperbole.
Il supporre poila quarta conica ideale e la terza reale condurrebbe alla conseguenza
che o341 e abe avrebbero lo stesso segno; il che & contrario alla (18).

Nel primo e terzo caso il paraboloide & ellittico; iperbolico nel secondo. Ricer-
chiamo ora qual sia la distribuzione de’ centri delle superficie (5) in ciascuno de’ tre
casi preaccennati.

Quinto caso.
13.° Abbiamo:

>0, (>0, v>0, a>0, b0, ¢>0.

Per i <C0 si ha <70, ma non puo essere simultaneamente ©, >0, E,<O0,
perché cio richiederebbe:
: o s
NN
il che & evidentemente impossibile.
Per i compreso tra zero e A si ha ® >0, 0,>0, E,>0.
Per i compreso fra A e p si ha ®<C0 e E,>>0 perche A—p/>0.
Per ¢ compreso fra . e v si ha >0 e 0, <0 percheé A"'<CO0.
Per i>>v si ha ®<C0, 0,>0, E,<C0.
Dunque in questo caso corrispondono éperboloidi a due falde al primo e terzo
segmento, iperboloidi ad una falda al quarto, ellissoidi al quinto, superficie ideali al
secondo.

Sesto caso.
14.° Si ha:

Ca>0, B<0, 7<0, a<<0, b<O0, ¢>0.

Per i<Z0 si ha >0, 9,<0.
Per ¢ compreso fra lo zero e A si ha &< 0, ma non pud essere simultaneamente
0,>>0, E,<70, poich® cid richiederebbe:

atiE4+1)<0  qFatif>0
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da cui:
1 —i' >0
cioe:

—i >y

ossia, essendo 7 e 4’ quantitd negative:

epperd ¢ non compreso fra zero e A

Per 4 compreso fra x e p. si ha ® >>0; inoltre ®, >0 perche »">0, »'
E, >0 perché A—p'>0.

Per i compreso fra p. e v si ha <0, 0,<0.

Per i>>v si ha ®>0 e E,<C0 perché v—p'>0.

Dunque in questo caso corrispondono éperboloidi ad una falda al primo e quinto
segmento; perboloidi a due falde al secondo e quarto; superficie ideali al terzo.

a0,

Settimo caso.

15.° In questo caso si ha:
2>0, B>0, <0, a>0, b<0, ¢<O.

Per ¢<70 si ha ® <0, 6,>0, E< 0

Per i compreso fra lo zero e % si ha $>>0 e E,<C0 perché »—N<0.

Per ¢ compreso fra . e p si ha ®<C0 e E,>>0 perché p—p < 0.

Per 4 compreso fra p. e v si ha ® >0, 6,>>0, perché A\">0, '—r<0, e E,~>0
perché v—1p/'<0.

Per ¢>>v si ha ®<C0, 8,<0.

Dunque nel caso attuale corrispondono ellissoidi al primo segmento; iperboloidi ad
una falda al secondo; iperboloidi a due falde al terzo e quinto; superficie ideali al
quarto.

16.° Nelle cose precedenti abbiamo sempre supposto che le equazioni (1) rappre-
sentassero coniche nel significato pilt generale della parola, cioé iperboli od ellissi (reali
o ideali). Ma una di esse (ed una sola) potrebbe essere una parabola; per es. lo
sarebbe la quarta se si avesse 7" ==0. Allora non si ha piu paraboloide, perche I'equa-~
zione (3) viene a coincidere colla quarta delle (1), avendosi in tal caso:

as 4+ b =0,

In questa ipotesi hanno luogo ancora i casi sopra considerati, ad eccezione del settimo,
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che non puod pit verificarsi, perche, essendo attualmente:
"+b—a=0

non pud pitt aversi simultaneamente ¥<Z0, a>0, b< 0. Dalla locale de’ centri
scompare 1'ultimo segmento, e il quarto diviene indefinito, allontanandosi il punto R
all’ infinito. Pei quattro segmenti che rimangono hanno Iluogo ancora tutte le conse-
guenze a cui siamo arrivati pei primi quattro segmenti nel caso generale che il punto
R sia a distanza finita.

17.° E interessante il caso che una delle quantitd costanti che entrano nelle (1)
sia nulla. Sia 7==0; allora la prima e la quarta delle (1) coincidono percheé:

ao - b=20

e la prima e quarta conica degenerano nel medesimo sistema di due punti, che sono
i vertici dei due coni di seconda classe in cui si decompone attualmente la superficie
sviluppabile circoscritta. In tal caso la seconda e la terza conica sono quelle nelle quali
si segano i coni medesimi.

La distribuzione dei centri delle superficie (5) si deduce dalle conclusioni generali
esposte superiormente, supponendo che due punti consecutivi, fra i quattro O, P, Q, R,
si riuniseono in un solo. Siano A e B i centri delle due coniche, ed M il punto medio
della retta congiungente i vertici de’ due coni, il qual punto & sulla retta AB ed ¢
quello in cui si sono riuniti i centri delle due coniche. Se la riunione dei centri di due
coniche nel punto M si fa ne’ primi quattro casi (numeri 8, 9, 10, 11) risulteranno
reali si le due coniche rimanenti che i vertici dei due coni. Ma se invece assumiamo
gli altri tre casi (numeri 13, 14, 15), allora se riuniamo in M i centri delle due co-
niche ideali, le coniche rimanenti saranno reali, e ideali i vertici de’ due coni; se
riuniamo in M i centri delle due coniche reali (ove siano consecutivi) le coniche ri-
manenti saranno ideali, e i vertici de’ due coni reali; se da ultimo riuniamo in M i
centri di una conica reale e di una ideale, delle due coniche restanti una sola sara
reale, e i vertici de’ due coni saranno ideali.

Ecco i risultati che si ottengono per tal modo.

A) Siano reali si i vertici de’ due coni che le due coniche.

a) Sia inoltre il paraboloide ellittico. Le coniche ponno essere entrambe ellissi
o entrambe iperboli, o di specie diversa. Nel primo e secondo caso i punti A e B
sono situati dalla stessa banda rispetto al punto M; nel terzo caso il punto M cade
fra A e B.

Nel primo caso corrispondono éperboloidi a due falde al segmento indefinito della
locale che ha un termine in M; ellissoidi al segmento finito che ha pure un termine
in M; éperboloidi ad una falda al segmento AB; ellissoidi all’altro segmento indefinito.
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Nel secondo caso corrispondono ellissoidi al segmento indefinito che ha un termine
in M; iperboloidi a due falde al segmento finito che ha pure un termine in M, ed
all’altro segmento indefinito; éperboloidi ad wna falda al segmento AB.

Nel terzo caso corrispondono éperboloidi ad una folda ai due segmenti compresi
fra A e B; ellissoidi all’uno, iperboloidi a due falde all’altro de’ segmenti indefiniti.

b) Sia il paraboloide iperbolico; ponno ancora aver luogo i tre casi poc’anzi
accennati, rispetto alla specie delle coniche; rimane pure la medesima la disposizione
de’ punti A, B, M.

Nel primo caso corrispondono ellissoidi al segmento AB; éperboloidi ad una falda
agli altri tre.

Nel secondo caso corrispondono iperboloidi a due falde al segmento AB; iperbo-
loidi ad una folda agli altri tre.

Nel terzo caso corrispondono rispettivamente ellissoidi e iperboloidi a due falde
ai due segmenti finiti; éperboloidi ad una falda agli altri due.

B) Siano reali le due coniche, e ideali i vertici de’ due coni.

a) Paraboloide ellittico. Le due coniche sono di specie diversa, e i loro centri
collocati dalla stessa banda rispetto al punto M. Corrispondono éperboloidi ad una
falda al segmento AB; iperboloidi o due falde ai due segmenti che contengono M;
ellissoidi al rimanente.

b) Paraboloide iperbolico. Le due coniche sono iperboli. Il punto M cade fra A
e B. In questo caso corrispondono éperboloidi a due falde ai segmenti finiti, ad una
falda agli indefiniti.

C) Siano ideali le due coniche, e reali i vertici de’ due coni.

11 paraboloide non pud essere che ellittico. I punti A e B si trovano dalla stessa
banda rispetto ad M. Corrispondono superficie ideali al segmento AB; iperboloidi a
due falde al segmento antecedente e conseguente; ellissoidi a quello che resta.

D) Se i vertici de’ due coni sono ideali, le due coniche non ponno essere entrambe
ideali, ma lo puo essere una di esse. Sia B il centro della conica ideale. L’altra conica
puo essere ellisse o iperbole. Nel primo caso il paraboloide & ellittico e il punto M
cade fra A e B. Nell’altro caso il paraboloide & iperbolico ¢ il punto B cade fra A ed M.

Nel primo caso corrispondono superficie ideali al segmento BM; éperboloidi ad una
falda al segmento MA ; ellissoidi al segmento indefinito che comincia in A; iperboloidi
a due falde all’altro.

Nel secondo caso corrispondono iperboloidi ad una falda ai segmenti indefiniti;
tperboloidi a due falde al segmento AB; superficie ideali al segmento BM.

18.° Ritorno al problema generale trattato ne’ primi quindici numeri, e prendo a
considerare quella funzione del parametro i che rappresenta il prodotto degli assi
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della superficie (5). Quella funzione sard infinita per i==o0, cioé pel paraboloide;
nulla per =0, X, p, v, ossia per le coniche; epperd essa diverrd massima per tre
valori finiti di ¢, 'uno compreso fra lo zero e X, 1'altro fra X e p, il terzo fra u e .
Quindi in ciascuno de’ primi quattro casi cold considerati esisteranno tre superficie
reali, e due in ciascuno degli altri tre, per le quali sard massimo il prodotto degli assi.

Se si cerca ’ellissoide di massimo volume fra tutti quelli inscritti in una stessa
sviluppabile, il problema non ammette soluzione che nel primo e quarto caso, cioé
quando le coniche sono tutte reali, e fra esse una sia iperbole, le altre ellissi, ovvero
due iperboli e due ellissi. Nel primo caso il valore di ¢ che corrisponde al massimo
ellissoide & compreso fra A e w; nel quarto fra p. e v.

Il prodotto dei quadrati degli assi della superficie (5) ¢ eguale alla quantita @
moltiplicata per un fattore indipendente da i. Eguagliando a zero la derivata di @
presa rispetto ad ¢ si ha I’equazione cubica:

43 — 3N 4p +v) & F 20w Vi )i -y =0

le radici della quale (tutte reali e positive) sono i valori del parametro ¢ relativi a
quelle superficie (5) per le quali & massimo il prodotto degli assi. Il coefficiente del
secondo termine essendo:

—20+p 4

ne segue che il centro di gravita de’ centri delle tre superficie per le quali & massimo
il prodotto degli assi coincide col centro di gravitda de’ centri delle quattro coniche.

Quando la sviluppabile circoscritta si decompone in due coni di seconda classe,
non rimanendo pitt che due segmenti finiti nella locale de’ centri, saranno pur due
sole le superficie per le quali riuscird massimo il prodotto degli assi. Si avra un ellis-
soide massimo solamente quando siano reali i vertici de’ due coni, e reali le coniche
intersezioni dei medesimi, e almeno una di esse sia ellisse, quando il paraboloide
inseritto nel sistema de’ due coni & iperbolico, ovvero le coniche siano entrambe ellissi,
ove il paraboloide sia ellittico.

19.° Da quanto precede si ponno concludere molte proposizioni relative al sistema
di superficie (5). Eccone le principali.

Si abbia un sistema di superficie della seconda classe inscritta nella stessa superficie
sviluppabile della quarta classe: fanno parte del sistema quatiro coniche le quali o sono
tutte reali, o due sono reali e due ideali. Fa parte del medesimo sistema anche un para-
boloide, il quale scompare solo quando una delle quattro coniche sia wna parabola.

I centri di tutte quelle superficie sono in una stessa retta, che & dai centri delle quattro
coniche divisa in cinque segmenti, tre finiti e due indefiniti. Le superficie che hanno i

Cremong, tomo I. 7
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centri in uno stesso segmento sono tutte della medesima specie, la quale cambio da un
segmento all’altro, in modo che si alternano le superficie rigate e le non rigate.

Tali superficic sono tutte reali se le quattro coniche sono tutte veali; se vi sono due
coniche ideali i centri di queste sono sempre consecutivi e comprendono un segmento ai punti
del quale non corrispondono che superficie ideali; mentve ne’ punti degli wlivi segmenti
corrispondono superficie tutte reali. Una serie di superficie ideali occupa sempre un
segmento finito ¢ sta invece di una serie di superficie rigate, ossia ¢ compresa fra due
serie -di superficie won rigate che sono sempre iperboloidi a due falde.

Supposte le coniche tutte reali, quando il paraboloide ¢ ellittico, quelle sono tre ellissi
ed una iperbole, o tre iperboli ed una ellisse; e quando il paraboloide ¢ iperbolico le
coniche sono o tutte iperboli, o due ellissi e due iperboli: in entrambi i casi i centri delle
coniche della stessa specie sono disposti consecutivamente sulla locale de’ centri.

Quando il paraboloide ¢ iperbolico i segmenti indefiniti contengono i centri di super-
ficie che sono tutte iperboloidi ad una falda. Se il paraboloide ¢ ellittico, uno de’ segmenti
indefiniti contiene i centri di ellissoidi, Ualtro d’iperboloidi a due falde.

Se un segmento finito contiene i centyi di superficie non vigate, queste sono - ellissoidi
solo quando i termini del segmento siano i centri di due ellissi.

Fra le infinite superficie del sistema, ve ne sono tre per le quali é massimo il prodotio
‘degli assi; i loro centri appartengono rispettivamente ai tre segmenti finiti. Una delle tre
superficie ¢ ideale, quando vi sia una coppia di coniche ideali. Tra le superficie del sistema
esiste un ellissoide di volume massimo solo quando le quatiro coniche siano tutte reali, e fro
esse vi siano tre ellissi se il paraboloide ¢ ellittico, o due ellissi se il paraboloide ¢ iperbolico.

Il centro di gravita de’ punti centri delle tre superficie per le quali & massimo il pro-
dotto degli assi coincide col centro di gravita de’ centri delle quattro comiche.

20.° Terminerod esponendo due proprieta del sistema di superficie (5).

Cerco le equazioni del diametro della superficie (5) coniugato ad un piano diame-
trale qualunque, di coordinate #', », v, @', ove sia identicamente:

At 4 Bu' -+ Cv' 4 D' = 0.

I1 polo di quel piano é:

At (¢ + o) + Bu(' +10) + Co@w + ') =0
il qual punto ihsieme al centro della superficie (5) determina il diametro richiesto,
il quale & percid rappresentato dalla equazione precedente e dalla (6). Se da queste
equazioni si elimina ¢ si ha la:

(6t 4+ Bu + v) (al't + Brlu + 'v — Duw'w)

— (@'t 4 Bu'w 4 ' v'v) (0t -+ Bu v -+ Du) = 0.
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I diametri delle superficie di seconda classe inscritte in una stessa sviluppabile, coniu-
gati ad una medesima direzione, sono generatrici di uno stesso paraboloide iperbolico.

Se si cercano i diametri della superficie (5) coniugati ai piani delle quattro co-
niche, si trovano essere le rette congiungenti il centro della superficie ai vertici del
tetraedro polare. Il che era d’altronde facile a prevedersi.

Cerchiamo da ultimo qual superficie inviluppino i piani diametrali delle superficie (5)
coningati ad una retta data di direzione. La data direzione sia individuata mediante
1’ equazione *):

M A pu+w=0.

Siano %, «, v, w le coordinate del piano diametrale della (5) coniugato a quella dire-
zione; avremo
Afl+w) Bu+4w) C+w)
A o [ - y

At + Bu 4 Cv + Dw =10

da cui, posto i -+p +v=F~ abbiamo le:
ka(t+w)-_@'(a'k(t+w)_ww)=o
kB (14 - a0) -—z'(fa’k(u+fw) — p,Dw) =0

ky(v-{-w)-i(y’k(@v-{—w)-«va) =0

. ¢ u v . c e s . s e
le quali danno o b funzione di ¢. Eliminando 4 si hanno le equazioni di

tre iperboloidi aventi a due a due una generatrice comune; essi individuano, mediante
i loro piani tangenti comuni, una superficie sviluppabile della terza classe (che ha per
spigolo di regresso una cubica gobba). Dunque:

I piani diametrali delle superficie di seconda classe inscritte in una stessa svilup-
pabile, coniugati ad una retta di divezione data, inviluppano una superficie sviluppabile
della terza classe.

Cremona, 14 dicembre 1858.

*) Qui le %, n, v indicano costanti arbitrarie, epperd diverse da quelle adoperate nelle
equazioni (8).



12.

INTORNO ALLE CONICHE
INSCRITTE IN UNA STESSA SUPERFICIE SVILUPPABILE
DEL QUART’ ORDINE (E TERZA CLASSE).

Annali di Matematica pura ed applicats, serie I, tomo II (1839), pp. 201-207.

E noto che i piani oSculatori di una cubica gobba (linea a doppia curvatura di
terz’ ordine) inviluppano una superficie sviluppabile del quart’ ordine (e per conse-
guenza della terza classe) e ciascun piano osculatore taglia la sviluppabile secondo
una conica. Io ho dimostrato in una memoria inserita in questi Annali (1858) che il
luogo dei centri di tutte le coniche analoghe & un’altra conica piana. Ora ho ricercato
la natura di tutte quelle coniche inscritte in una stessa sviluppabile del quart’ordine,
e indagando come ne fossero distribuiti i centri sulla conica locale, sono arrivato ad
aleuni teoremi, che hanno una singolare affinitd con quelli dati recentemente dal
Trup1 *) e dallo StrINER **) sulle coniche circoscritte ad uno stesso tetragono.

Assumo come origine di tre coordinate rettilinee obbliquangole un punto arbitrario
della cubica gobba; 1'asse delle x sia tangente alla curva, e il piano yz sia osculatore ;
Iasse delle « sia parallelo ad un assintoto della cubica, ossia diretto ad uno de’ punti
della medesima, che sono a distanza infinita: de’ quali ve n’ha sempre almeno uno
reale. Da ultimo il piano @y passi per 1’assintoto dianzi nominato. Cid posto, la cubica
potra essere rappresentata, in tutta la generalita, dal sistema di equazioni:

xz & y & %z 9
1 _ == — = —_—— -
(1) T i

*) Memorie dell’Accademia di Napoli, 1857.
**) Monatsberichte der berliner Akademie, Iuli 1858.
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ove & posto per brevita:

o= (O—af £

a, b, ¢, o, B sono costanti determinate; 6 & un parametro variabile da un punto all’altro
della linea. Nel valore di ¢ il doppio segno dell’ultimo termine serve a distinguere
i due casi che la cubica abbia uno solo o tre assintoti reali. L’origine & quel punto
della linea che corrfsponde a 6=0; per 6= o0 si ha quel punto della medesima che
¢ a distanza infinita sull’asse delle x. Posto:

h=a2iﬁ2

il piano che sega la cubica ne’ tre punti di parametri 6,, 6,, 6, -sara rappresentato
dall’ equazione:

X 1
B (00,0, — {0+ b +09)
+ (h(6263+6361+6102)““27-616-26-3) ;—616263 =0;
quindi I’ equazione del piano osculatore nel punto di parametro 6 &:
¢ L 2 _]’l 2 —_—9 E — P
(2) ha - 6(6 3h)b + 6*(3h dae)c 6 =0
e quelle della retta che unisce due punti 6, 6, sono:
X Y %
(B4 8) Y+ 8,8 =0,

(6,6, — &) % + (h(el +6,) — 216162) g —0,6,=0.

Il piano osculatore al punto 0 & tagliato dal piano osculatore al punto ® in una retta,
la cui proiezione sul piano yx ha per equazione:

N YVt 3k e
(0(5—20,6 1)+w(6<b 1)—[—(5/& 2&6)C>

+(62——3h)% 4+ 6(3h~27.6)§—-62=0.

Da questa equazione e dalla sua derivata presa rispetto ad o eliminando questa quan-
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titad, si ha la:

3) (4h—8) % 4 (35— 226) (h -+ 200) 5

+2(208 —0h — 4ak) 42 9(6* — 28) ) 4 20(h —248) > —F—0.
Questa equazione insieme colla (2) rappresenta quindi la conica secondo la quale il
piano osculatore al punto 6 sega la superficie sviluppabile, luogo delle rette tangenti
alla cubica gobba. La conica (2) (3) & iperbole od ellisse secondo che la quantita:

A= (0—oafF 3

& positiva o negativa. Dunque:

Quando lo spigolo di regresso di uma superficie sviluppabile del quart’ ordine™) ha
tre assintoti reali, tuite le coniche inscritte nella medesima (e poste ne’ suoi piani ton-
genti ) sono iperboli.

Le coordinate del centro della conica (2) (3) sono date dalle:

(4) 2A§='36(2a6__3h), 2A%=26(6~—a)——3h, 2A§=6-«»4a
da cui eliminando 6 si hanno le equazioni della conica locale de’ centri:

(5) it 2a(3h-——4q2)'%/+(3k——4a2)2§—}—a(8a2——a9h)t0,

(6) 2((8a2~_3h)§+4a(1_§)—’))2

+(1 —{—2a§——%)<2(4a2—{-3h)%-——16a3§—(8a2+ 3h))=0.

Questa conica © iperbole od ellisse secondo che la quantita:
h—of =+ F

& positiva o negativa; dunque:

11 luogo de’ centri delle cowiche inscritte in una superficie sviluppabile del guart’ordine
¢ un’iperbole o un’ellisse secondo che lo spigolo di regresso ha un solo o tre assintoti
reals. '

*) Ogni superficie sviluppabile di quart’ordine ha per ispigolo di regresso una cubica
gobba: teorema del sig. CHASLES (Apercu historique. Nota 33.2),
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Nel caso che la cubica gobba abbia un solo assintoto reale, la conica (2) (3) &
iperbole o ellisse secondo che & positiva o negativa la quantitd A. Formando (in cid
seguo il metodo del TruDI) questa quantita colle coordinate v, % del centro della co-
nica medesima, si ha:

quindi la specie della conica dipende dal segno del trinomio, che & nel denominatore;
ora basta osservare la (6) per accorgersi che 1'equazione:

% —%a % —1=0
insieme colla (5) rappresenta una tangente dell’ iperbole locale de’ centri. Dunque quel
trinomio sard positivo o negativo secondo che il punto di coordinate =, ¥, = centro
della conica (2) (3) cade da una banda o dall’altra di questa tangente, ciog, secondo
che cade nell’uno o nell’altro ramo dell’éperbole locale. Dunque:

Quando lo spigolo di vegresso di una superficie sviluppabile di quort’ordine ha un
solo assintoto veale, in questa sono inscritte infinite ellissi, infinite iperboli e due parabole;
e i centri di queste coniche sono distribuiti nell’ iperbole locale in modo che un ramo di
questa contiene i centri delle ellissi, ¢ Ualtro ramo i centri delle iperbols.

Un piano qualunque contiene, com’é noto, una retta intersezione di due piani
osculatori: i quali, per un teorema che io ho dimostrato in un’altra memoria*), sono
reali o ideali secondo che quel piano sega la cubica in un solo puiito reale o in tre.
Dunque una cubica gobba ha due piani osculatori paralleli soltanto nel caso che vi
sia un solo assintoto reale. E evidente che le coniche secondo cui questi due piani
segano la sviluppabile sono parabole. Nella nostra notazione le due parabole corri-

spondono a A=0, ciod a 6=u+BY 3; quindi per esse !’ equazione (3) diviene:

(%(@?a\/S)+§(a¢5\/3>(ﬁiaVS>)2

+ 2(@2'_42;4—_20{{3\/3)%+2(aip\/3)(32_°;2¢2ap\/3)f?

4

—(@£pV3)=0 [Y]

quindi i diametri delle due parabole sono paralleli agli assintoti dell’iperbole locale

#) Annali, gennajo-febbraio 1859,
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(5) (6). I piani delle parabole sono rappresentati dalle:

) g.{_ 20 (3h — 40?) %— + (8h—40 = = (0. £ BV 3)

QR

epperd sono paralleli al piano (5) dell’iperbole locale: proprietd che ho gia fatto no-
tare altrove®). Inoltre & facile vedere che il piano (5) & equidistante dai due piani
delle parabole: dunque:

Quando lo spigolo di regresso d’una superficie sviluppabile del quart’ordine ha tre
assintoti reali, essa non ha piani tangenti paralleli, epperb nessune parabole & inscritta
nella medesima. Ma se v’ha un solo assintoto reale, v’hanno pure due piani tangents
paralleli, ¢ quali tagliano la superficie secondo due parabole. Il piano dell’iperbole locale
e parallelo a questi due piani tangenti paralleli e da essi equidistante; ed inolive i
diametri delle parabole sono paralleli agli assintoti della locale.

Se nel primo membro della (5) si pongono per x,y, % i valori (1) si ha il risultato:
(19— £ 98)

dunque il piano della locale incontra sempre la cubica nel punto reale che corrisponde
a 0=ua; in nessun altro punto se la cubica ha un solo assintoto reale; nel caso di
tre assintoti reali ancora in altri due punti reali:

=0+ 38, O6=a-—33.
Cid risulta anche da un teorema ricordato di sopra. Osservato poi che si ha:
A=(0—0—FV3)(0—0+5V3)

si conchiude facilmente che, siccome in ogni piano osculatore della cubica esiste una
conica inscritta nella sviluppabile, cosi:
Se la cubica gobba ha wun solo assintoto reale, corrispondono ellissi a tutti i pumti
di essa comprest fra i due piani osculatori paralleli; iperboli a tutt’ i punti rimanenti.
Altrove ho denominato fuoco **) di un piano il punto, sempre reale, ove concorrono
i piani osculatori della cubica nelle intersezioni di essa col piano. Ora & facile vedere
che il fuoco del piano (5) e il centro della conica locale (5) (6) coincidono in uno stesso

*) Annali, gennaio-febbraio 1859.

**) Per questa denominazione ho seguito l’esempio dell’illustre CHASLES: veggansi i
Comptes rendus del 1843. In questa teoria de’ fuochi sembra importante da considerarsi la
retta che contiene i fuochi de’ piani paralleli a quello della conica locale.
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punto, le cui coordinate sono:

3h—92?* =z o

x _ a(9h— 8a®) o’ %
4(h—o®)’ ¢ 4(h—0?)

@ _ %) Y _
o 4(h—o*) * b
cioe:

I piani osculatori della cubica gobba ne’ punti ov’essa é incontrata dal piomo della
conica locale passano pel centro di questa conica.

Le formole relative alla cubica gobba divengono pilt semplici, senza punto scemare
di generalita, se si pone a=0, cioé se si assume come origine delle coordinate il
punto reale (o uno de’ tre punti reali) in cui la cubica & segata dal piano (5). Allora

la curva e rappresentata dalle:

r 6 y v “_Q__
CTEER TR o 6k

ove h ==+ @ L’equazione (5) diviene:

T i9nt—o,
a

(5)

SRR

Mediante queste formole si semplici si dimostra facilmente la proprietd che segue. Il
cono di second’ordine che passa per la cubica gobba ed ha il vertice al punto di pa-
rametro 6 & rappresentato dalla:

Y AN I A\ N Y A YA
[a—oa)fof ras—8)—n(f—o3) =0

esso & segato dal piano (5) in una conica la cui proiezione sul piano yz & rappre-
sentata dalla:

2 2 'YL p p
(0 + 1)+ h(0h + 6) - + 8107~ — 96k - — ¥ =,

Qualunque sia 0, questa equazione rappresenta una ellisse od un’iperbole secondo che
k & positiva o negativa; dunque:

Il piano della conica luogo de’ centri delle coniche inscritte in una superficie svilup-
pabile del quart’ordine sega i coni di second’ordine passanti per lo spigolo di regresso
di questa secondo coniche che sono tutte di una medesima specie; e propriamente sono
ellissi, iperboli o parabole secondo che la locale & iperbole, ellisse o parabola.

Per conseguenza:

Se una cubica gobba ha tre assintoti reali, per essa passano tre cilindri (di se-
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cond’ ordine) iperbolici; se ha un solo assintoto reale, per essa passa un solo cilindro
(di second’ordine) ellittico.

Dalle proposizioni suesposte credo che emerga 1'importanza di dividere le cubiche
gobbe in due generi:

Primo genere: la curva ha tre assintoti reali; non vi sono piani osculatori paral-
leli, i piani osculatori segano la superficie sviluppabile da essi inviluppata secondo
coniche che sono tutte iperboli; i centri delle quali sono tutti in un’ellisse. Il piano
di quest’ellisse sega la cubica in tre punti reali, e i coni di second’ ordine passanti
per quaest’ultima in altrettante coniche che sono tutte iperboli.

Secondo genere: la cubica gobba ha un solo assintoto reale, ed ha due piani oscu-
latori paralleli, i quali segano la superficie sviluppabile (della quale la cubica & lo
spigolo di regresso) secondo parabole, mentre gli altri piani osculatori la segano se-
condo ellissi o iperboli. 1 centri di queste coniche sono in un’iperbole posta in un
piano parallelo ai due piani osculatori paralleli e da essi equidistante. In un ramo
dell’ iperbole locale sono i centri delle ellissi, nell’altro ramo i centri delle iperboli.
11 piano dell’iperbole locale sega la cubica in un solo punto reale, ¢ i coni di se-
cond’ ordine passanti per quest’ultima in altrettante coniche che sono tutte ellissi.

Vi sono poi due casi particolari, interessanti a considerarsi e sono:

1.° La cubica gobba pud avere un solo assintoto reale a distanza finita, e gli altri
due coincidenti a distanza infinita. Il che torna a dire che il piano all’infinito seghi
la cubica gobba in un punto e la tocchi in un altro. In questo caso la linea puo essere
rappresentata colle equazioni:

x 62 Y 6

% 6
o 0—ap’ b (E—ap’ ¢ (B—ap
colle quali si dimostrano facilmente le seguenti proprieta, le quali ponno perd essere
dedotte anche dai teoremi generali dimostrati sopra:

Le coniche inscritte in una superficie sviluppabile di quart’ ordine, che abbia una ge-
nervatrice a distanza infinita, sono tutte iperboli, ad eccezione di una sola che & una para-
bola, e i lovo centri giacciono in un’altra parabola. Le due parabole sono nel medesimo
piano, il quale sega i coni di second’ ordine passanti per la cubica gobba, spigolo di
regresso della sviluppabile, secondo cowiche tutte parabole. Per la cubica passano due
cilindri (di second’ ordine) uno parabolico e U altro iperbolico.

Questa cubica gobba particolare pud considerarsi come appartenente all’uno o
all’altro de’ due generi sopra accennati. Infatti, essa apparterra al primo genere, ove
s’immagini che i tre punti comuni alla cubica ed al piano della locale vengano a riu-
nirsi in un solo, che va necessariamente a distanza infinita. Ovvero apparterrd al
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secondo genere, se si supponga che i due piani osculatori paralleli vengano a coin-
cidere fra loro, epperd anche col piano della conica locale. ,

2.° La cubica pud avere tutti gli assintoti coincidenti a distanza infinita, ossia
essa pud essere osculata dal piano all’infinito. In tal caso essa & rappresentabile colle
equazioni semplicissime :

b

T e
a

Sali

=6, ‘-9
c

e si ha il teorema:

Una superficie sviluppabile del quart’ ordine che abbia un piano tangente a distanza
infinita ¢ tagliata da tutti gli altri piani tangenti secondo parabole. Per lo spigolo di
regresso passa un solo cilindro (di second ordine) parabolico.

In quest’ ultimo caso (che & una particolarizzazione del precedente) la curva, oltre
le proprieta generali di ogni cubica gobba, ne ha molte di speciali, di cui si trattera
in altra occasione.

Cremona, 22 febbraio 1859.



13.

SOLUTION DE LA QUESTION 435. [2]

Nowvelles Annales de Mathématiques, 1o série, tome XVIII (1859), pp. 199-204,

Sur les longueurs OA, OB, OC données dans 'espace, on prend respectivement
les points «, b, ¢; les rapports Aa: Bb: Cc sont donnés. Trouver: 1.° I'enveloppe du
plan abe; 2.° le lieu du centre de gravité du triangle abc.

D’apreés 1'énoncé, les droites OA, OB, OC sont divisées en parties proportion-
nelles ou semblablement, et a,b, ¢ sont des points homologues de ces divisions. Si 1'on
demande ’enveloppe du plan abe, la question est un cas particulier de la suivante:

Trois divisions homographiques étant données sur trois droites situées d’une maniére
quelconque dans I'espace, on demande l’enveloppe du plan de trois points homologues.

On trouve ce probléme avec son corrélatif parmi les questions proposées (p. 298)
dans louvrage capital de M. StEINER: Systematische Entwickelung der Abhimgigheit
geometrischer Gestalten von einander *), Berlin, 1832.

La question corrélative est résolue par le théoréme suivant de M. CHASLES:

Si trois droites données dans I'espace sont les axes de trois faisceaux homogra-
phiques de plans, le lieu du point commun & trois plans homologues est une cubique
gauche **) {courbe a double courbure du troisiéme ordre et de troisieme classe) qui
a deux de ses points sur chacune des droites données.

De 1a on tire, par le principe de dualité:

Si trois droites données dans 'espace sont divisées homographiquement, 1'enve-
loppe du plan de trois points homologues est une surface développable de la troisiéme

*) On n’a publié que la premiére partie de cette admirable production; quand ’auteur
nous donnera-t-il les autres? C.
*#) Locution italienne trés-expressive que nous conservons, Twu. [Terquem].
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classe (et du quatriéme ordre) qui a deux de ses plans tangents passant par chaque
droite donnée; ou bien, ce qui est la méme chose, le plan de trois points homologues
est osculateur d’une cubique gauche qui a deux de ses plans osculateurs passdnt par
chaque droite donnée.

Dans le cas particulier qui constitue la question 435, les divisions homographiques
données sont semblables; donc les points & I'infini des droites OA, OB, OC sont ho-
mologues; par conséquent le plan abc enveloppe une surface développable de la troi-
sieme classe (et du qaatriéme ordre) qui a un plan tangent & D'infini; ou bien le plan
abe est osculateur d’une cubique gauche qui a un plan osculateur a I'infini. Les plans
OBC, OCA, OAB, ABC, sont osculateurs de la méme courbe.

On résout la question avec facilité aussi par le calcul. Posons

OA=ua OB=% 0C=c,
Oa =p 0b =gq Oc =,

done

i étant variable avec p, q,#; A, 1, v constantes. Cela montre que p, ¢,+ sont les
coordonnées courantes d'une droite fixe rapportée aux axes OA, OB, OC.
Les coordonnées du centre de gravité du triangle abe sont

0| =

(¢ +vi);

[SUA

(@4ri), y=z0b+p), =z=

xr =

Q.

QO =

done le lieu du centre est la droite

3x—a 3y—bh 3x—c¢
A ey

H

qui est parallele a la droite fixe menée ci-dessus.
Le plan abc a pour équation

T Y r_
23+-q_+9‘~1’

ou bien

z Y v
(L«}—M+b+p,i+c+vi_l'

Si dans cette équation on fait disparaitre les dénominateurs, elle devient du troisiéme
degré en i; donc le plan abc est osculateur d’une cubique gauche. Pour obtenir les
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équations de cette courbe, je dérive la derniére équation deux fois par rapport au
parameétre i:

AL LM R,
RS R R R

52, 2, 2

Vo wy YAy,

@rar T oy ey

De ces trois équations, on tire

o (e A MY
T a2 (b — )’

bty
Y= e )
X )\p (C "{— Vi)s

(ne — vb) (va — )’

équations de la cubigque gauche, qui est évidemment osculée par les plans
— — — TLY L E
z=0, y=0, z2=0, “4[)—{—6—1.

Le plan & 'infini est aussi osculateur de la courbe, parce que les valeurs trouvées
de x, y, # ne contiennent pas le paramétre variable i en diviseur.

Les équations ci-dessus sont simples et symétriques; mais si I'on veut étudier la
cubique gauche qui résout la question proposée, il est bien plus simple de faire usage
de la représentation analytique de ces courbes, que j’ai donnée dans un Mémoire
inséré dans les Annali di Matematica pura e applicate (Roma, 1858). Soient £ =0
le plan osculateur dans un point de la courbe qu’on prend pour origine; y=0 le
plan qui touche la courbe dans ce méme point et la coupe & l'infini; x=0 le plan
qui coupe la courbe & ’origine et la touche 4 1'infini. Les équations de la courbe seront

r=ai®, y=0b" z=cai,

a,b,c étant des constantes et ¢ le paramétre variable. La droite z=2z=0 divise
en deux parties égales les cordes de la courbe paralléles au plan y==0. La courbe
a un grand nombre de propriétés qu’il est bien facile de découvrir a I’aide des équa-
tions données ci-devant.

La circonstance que la cubique gauche dont nous nous occupons est osculée par
le plan a l'infini constitue pour elle un caractére spécifique qui la distingue de toute
autre espéce de courbe du méme degré. Si Pon compare les cubiques gauches aux
coniques planes, I'espece particuliére de cubique dont il s’agit correspond a la parabole,
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qui, comme on sait, est touchée par la droite a l'infini. Dans un petit Mémoire qui
va étre publi¢ dans les Annali di Matematica j’ai classifié les cubiques gauches comme
il suit *):

Premier genrve. La courbe a trois asymptotes réelles; il n’y a pas de plans oscu-
lateurs paralléles; les plans osculateurs coupent la surface développable qu’ils enve-
loppent suivant des coniques qui sont toutes des hyperboles; les centres de ces hypet-
boles sont sur une ellipse. Le plan de cette ellipse rencontre la cubique en trois points
réels et coupe les cones du second degré qui passent par la cubique suivant des hy-
perboles.

Seconde genre. La cubique a une seule asymptote réelle et deux plans osculateurs
paraliéles entre eux qui coupent la surface développable (dont la courbe est P'aréte
de rebroussement) suivant deux paraboles; tous les autres plans osculateurs coupent
la méme surface suivant des ellipses ou des hyperboles. Les centres de ces coniques
sont sur une hyperbole dont le plan est parallele et équidistant aux deux plans oscu-
lateurs paralleles. Une branche de I'hyperbole focale contient les centres des ellipses;
I’autre branche contient les centres des hyperboles. Les points de la cubique gauche
auxquels correspondent des ellipses sont situés entre les plans osculateurs paralléles;
les points auxquels correspondent des hyperboles sont au dehors. Le plan de I'hyper-
bole focale rencontre la cubique gauche dans un seul point réel et coupe les cones du
second degré qui passent par la courbe suivant des ellipses.

Tels sont les seuls cas absolument généraux que peuvent présenter les cubiques
gauches. Mais il y a & considérer aussi deux cas particuliers, savoir:

1.c La courbe a une seule asymptote réelle a distance finie; les deux autres sont
aussi réelles, mais elles coincident & I'infini. C’est-a-dire: le plan a 1'infini coupe la
courbe dans un point et est tangent dans un autre. Les plans osculateurs coupent
la développable suivant des hyperboles, & I'exception d’une seule qui est une parabole.
Les centres de ces hyperboles sont sur une autre parabole. Les deux paraboles sont
dans un méme plan qui coupe les cones du second degré passant par la courbe suivant
des paraboles.

2.° La courbe a toutes ses asymptotes qui coincident & 1'infini, savoir, elle est
osculée par le plan a I'infini. Les plans osculateurs coupent la développable suivant
des paraboles.

*) C’est une exposition analytique trés-bien faite des belles études de M. CHASLES sur les
cubiques gauches. J’en ai fait la traduction, que je publierai le plus tdt possible. Tw.
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SOLUTION DE LA QUESTION 464. [*]

Nouvelles Annales de Mathématiques, 1. série, tome X1X (1860), pp. 149-151.

Soient o, B, 7,8 les distances d’un point quelconque a quatre plans donnés; il est
évident que I'équation la plus générale d’une surface du second ordre circonscrite
au tétraeédre formé par les quatre plans

a=0, =0, 1=0, =0

sera
Ipr+myo+-naf 4+ rad 4 pfd 4 vyd=0.
Cette surface est coupée par le plan & =0 suivant la conique
187 +mra+nap=0.

Soient «', ', 1’ les distances d’un point quelconque du plan § =0 aux cbtés du
triangle =0 (2==0, B=0, 71==0): triangle formé par I’ intersection du plan 3 avec
les plans o.,f3,v; on a

a=ogined, B=fsinfd, 7=1"siny?,
ol «d est 1’angle des plans a=3=0, etc. Donc 'équation de la conique rapportée

au triangle inscrit sera
! )

=+

a'sined ' B sinfo

n P
1 singd

+.

(SALMON)
Les angles du triangle sont B3y, v3a, adB, ol B8y *) exprime I’angle que fait 1’in-

*) Bdy est ’angle qui, dans ’énoncé de la question, a été désigné par (83, 13). P.[ProUHET]
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tersection des faces B==0=0 avec I’intersection des faces y=20=0. On sait que
la conique représentée par 1’ équation ci-dessus est une circonférence, si 1'on a

{:m:n==sinod.sinfcy: sinBd.sinyda: sinyl. sinadf. (SALMON)

De méme, si les plans a=0, §=0, y==0 coupent la surface suivant des circon-
férences, on aura

I :p:v=sinca.sinBay : sinya.sindaf : sinBo.sinya?l,
m:v: h==gindB.sinyBa : sinafB.sin 68y : sinyB. sin afd,

n A : p=sindy.sinayf : sinfy.sindya : sinay.sin 3y .

De Ia on tire immédiatement que 7, ,#%,%, ., v sont proportionnelles aux quantités

sin od . sinfie ., . sinyd .

: sinfay.sinfdy , = in .sinyda , ——si . o,
sin By ot Bot smwS TPo. sinydo smapsnw(ﬁ sineof

sinBy . . sinyo . . sinaf | . .

= . 3 - 3. - J. d

Smaasmaﬁ sinay @ , S sinfyo.sinBad , sy sinyad.sinyBd ,

ce qui démontre le théoréme de M. ProumET.

Oremona, tomo I. 8
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SOLUTION DE LA QUESTION 465. [?!]

Nouvelles Annales de Mathématiques, 1.re gérie, tome XIX (1860), pp. 151-153,

Soient a,, a,,..., a,_1, % quantités quelconques; o une racine primitive de 1’ équation
bindme
r—1=0
et
0, =a,+ oo, + a0’ + ... +a, a7

en supposant o,.=a".
Multiplions entre eux les deux déterminants

Ao a, Wy o0 Qpy
a4 Gy Oy ... @
D=4, a a ... a
A1 Q (428 T / S
1 1 1 v 1
1 o o e Oy g
N\ =— 2 2 2
“& 1 oy ay e Oy |
n—1 —1 —1
1 af oy ce. O

En exécutant la multiplication par lignes, les colonnes du déterminant produit de-
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viennent divisibles respectivement par 0,,8,,...,0,, et 'on a
1 1 1 1
1 oo,y oh o
DA=0,8,...0,| 1 4, , o2, oy
1 o o? or!
{r=1) (o3
Or le déterminant du second membre est évidemment égal a (—1) ¢ A [2%];

donc

(n—1) (n—2)

D= (—1) "2 66...6

(R

Le théoréme, mentionné par M. Micrarr RoBerrs (Nouvelles Annales, cahier de
mars 1859, p. 87), est de M. SporTiswoonE (Journal de CRECLE, t. LI); la démonstration
ci-dessus m’a été communiquée par M. Brioscar, et je 1'ai publiée comme lemme
dans une petite Note Inforno ad un teorema di ABEL (Annali di TorroLINI, 1856)
[Memoria 2 di questo volume].

En supposant

a,=a +rd,
il 8 ensuit

pour r=1,2,...,n—1

et
n(n—1)

0, = na + 5

d;

done
61 62 e 6/,%*1 = (_. ])’ﬂ—l nﬂ.—z dﬂ_l ,
et, par conséquent,

a a—+d o+ n—1)d

D— a4 d a-+2d a
a—!.-(n—l).d a a+ (n—2)d

— (=07 iy M0

ce qui est bien la question 465.
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SUR LES CONIQUES SPHERIQUES
ET NOUVELLE SOLUTION GENERALE DE LA QUESTION 498%). [21]

Nouvelles Annales de Mathématiques, 1. gérie, tome XI1X (1860), pp. 269-279.

Dans le n.° 13 (26 mars 1860) des Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
M. CHasLEs a communiqué un résumé d’une théorie des coniques sphériques homo-
focales. L’illustre géométre déduit ses nombreux théorémes d’un petit nombre de
propositions fondamentales. Ce sont ces propositions fondamentales que nous allons
démontrer.

A cause de la dualité constante & laquelle est soumise toute la géometrie de la
sphére, la théorie des coniques homofocales donne lieu & une autre série de théorémes.
Cest, comme le dit I’auteur méme, la théorie des coniques homocycliques. Dans notre
analyse, les variables z, y, % pourront exprimer indifféremment des coordonnées carté-
siennes de points ou des coordonnées tangentielles de lignes. Dans la premiére hypo-
theése, il s’agira de coniques homocycliques; dans l'autre de coniques homofocales.
Pour fixer les idées, nous supposerons que les coordonnées se rapportent & des points;
le lecteur en fera mentalement la transformation, s’il veut obtenir les propriétés des
coniques homofocales.

1. Soient  : ¥ : « les coordonnées orthogonales d’un point quelconque d’une surface
sphérique donnée [*°]. L’équation générale d’une conique (ligne de second ordre) est

(1) o+ By A28y x + 2exx+2¢xy = 0.
La conique est un (petit) cercle si son équation est de la forme qui suit:

(2) A (@ + P+ 4 — (ax+by+ex)*=0;

¥) Pour bien comprendre ce travail, il est nécessaire d’avoir devant soi le n.° 13 des
Comptes rendus.
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le centre sphérique du cercle est le pole (absolu) de la ligne géodésique (grand cercle):
ax by +ex = 0.

Le cercle (2) devient géodésique (grand cercle) si A=0.
Pour x infini on a le cercle imaginaire

(3) e+ +2*=0,

situé & une distance infinie (car il est la ligne du contact idéal entre la sphére et son
cone asymptote).

L’équation (2) démontre que:

Tous les cercles (grands ou petits) tracés sur la spheéve peuvent étre considérés comme
des coniques sphériques qui ont un double contact avec le cercle imaginaire a Uinfini.

2. Soit

(4) r_Y_

un point de la surface sphérique. La géodésique polaire relative au cercle imaginaire (3)
pris comme courbe directrice est

(5) ToX Yy + %% =0,

et la géodésique polaire du méme point, par rapport & la conique (1), est

(6) x (e tpyotexo) + ¥ (o2 HLYst0%) % (s%+H0yot1%) = 0.

Si les deux lignes géodésiques (5) et (6) doivent coincider, ¢’est-a-dire si le point (4)
a la méme polaire par rapport & la conique (1) et au cercle imaginaire (3), on aura

%o+ PYo ¢ % = 0, ,
P2+ BYo+ 8% =0y,
e+ 3Yo+ 1% = 0% .

L élimination de x,:,: %, de ces équations donne une équation cubique en 6; on
sait que cette équation résultante a ses racines réelles, et que si I'on désigne par

(7) @ igniz), @piYsia), (@a:Ys:Zs)

les systémes de valeurs de (%,:%,:%,) qui correspondent aux trois valeurs de 1'in-



118 SUR LES CONIQUES SPHERIQUES ET NOUVELLE SOLUTION GENERALE ECC.

déterminée 6, on a:
Loy + Yo Ys+ % %3 =0,

T+ Ysth + %% =0,
T X+ Y YT %1% =0.

Donc les trois points (7) sont les sommets d'un triangle trirectangle, et par
conséquent la géodésique polaire de chacun d’eux par rapport & la conique (1) et au
cercle (3) (ou absolu) passe par les autres deux. En prenant ce triangle pour triangle
des coordonnées, c'est-a-dire en posant

(7)’ ?/12%1:0, Kg == :1,‘2:()’ .%'3:?/3:0
I’équation (1) deviendra

(8) o'+ By 1P =0.

La forme de cette équation enseigne que si par 1'un quelconque des points (7)
on mene arbitrairement une corde (géodésique) de la conique (8), elle y est partagée
en parties égales.

Donc les points (7) sont des cemtres de la conique sphérique. En supposant
a>B>0et <0, le point z=y=0 est le centre intérieur; les autres sont au dehors
de la courbe.

Ainsi:

Les centres d’une conique sphérique sont des points dont chacun o la méme géodésique
polaire par rapport o la conique et an cercle imaginaire situé a U infini.

3. Le tétragone *) complet (imaginaire) inscrit a la conique (8) et au cercle ima-
ginaire (3) a deux cdtés réels; les autres sont imaginaires. En effet, en combinant les
équations (3) et (8), on obtient:

=By + (n—7)2*=0, deux géodésiques imaginaires;
(G- x*+(»-B)2*=0, deux géodésiques réelles;

(e-7)+@B-1)y*=0, deux géodesiques imaginaires.
Donc la conique (8) et le cercle (3) ont en commun les cordes géodésiques réelles

(9) 2 Vi1 +2Vo—p=0, xVe—r—aVo—f=0.

*) Donné par les six grands cercles joignant les intersections de (3) et (8). Tu.
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Une géodésique quelconque
(10) ar+by+ecx=20
est tangente a la courbe (8), si on satisfait a la condition

o0 b 2
11 Tro+Z=o.
(11) a+@+~(

Soient ®, o' les angles que la géodésique (10) fait avec les géodésiques (9); nous
aurons

s AVeBreVe—y L aVap—cVir
Ve Vo—y Vot 4 . Vo—y’
donc, si 'on pose
T_ 2
o= tang® 0,

en vertu de la condition (11), on obtient
cos* o -+ cos’w'—2¢os 26 . cos w cos o' = sin®20,

d’ou:
o + o'= 20 = constante,

c'est-a-dire la surface du triangle sphérique formé par les trois géodésiques (9) et (10)
est constante, quelle que soit la tangente (10).

Les géodésiques (9) sont appelées lignes cycliqgues de la conique sphérique (8).

Donc:

Les lignes cycliques d’une conique sphérique sont les deux avcs de gramds cercles
(toujours réels) sur lesquels se trouvemt les points d’intersection (imaginaires) de la
conique et du cercle imagimaire situé o Uinfini.

4. Pour obtenir les géodésiques tangentes communes & la conique (8) et au

o

cercle (3), cherchons les points communs & leurs courbes réciproques:
2

. 2 2
(12) iz—+%—+{j~=o, 21 2t =0.

Celles-ci ont en commun les cordes réelles

(13) x VBe—1) £y Vi(B—a)=0;
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donc les poles (absolus ou relatifs au cercle (3), ce qui est la méme chose) de ces
lignes, savoir les points

(14) 2=0, y:x=%xVi@E—a): VE—r)

sont les sommets réels du quadrilatére complet (imaginaire) circonscrit & la conique (8)
et au cercle (3). Les géodésiques (13) sont les lignes cycliques de la conique (12), et
par conséquent la somme ou la différence des angles qu’elles forment avec une tan-
gente quelconque de cette courbe est constante. Donc la somme ou la différence des
arcs géodésiques qui joignent les points (14) & un point quelconque de la conique (8)
est constante.

Ces points (14) sont appelés les foyers de la conique sphérique (8).

Ainsi:

Les foyers d’une conique sphérique sont les points de concours (toujours réels) des
géodésiques tangentes communes & la conique et au cercle imaginaire situé & U'infini *).

Il §’ensuit:

Deux coniques sphériques homocycliques sont deuz coniques dont le tétragone inscrit
est aussi imscrit aw cercle imaginaire situé & Uinfini.

Deux coniques sphériques homofocales sont deux coniques dowt le quadrilatére cir-
conscrit est aussi circonscrit au cercle imaginaire situé & Uinfini.

5. Les équations:

A=+ by +ex* + ) (FP+y*+4) =0,
A'=a? + by + e + N (P +45) =0,
représentent deux coniques sphériques homocycliques. Soit
U=ax®+By*+12*+23yx+2ex2+ 202y =0
une autre conique quelconque. Les équations
(15) B=U+pA=0, B=U+4p'A'=0

représenteront deux coniques circonscrites, 'une au tétragone U A **), I"autre au

*) Comme dans les coniques planes. Tu.
**) Donné par 1’intersection de U et de A. T,
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tétragone U A'. Des équations (15) on tire:
B—B=pA—p'A,
p'B—pB'= (' ~p) U+ (A =N) wp' (@ +y7+47) ;

donc 'éguation
B—B' =0

représente une conique circonscrite au tétragone BB’ et homocyclique aux coniques
A, A, et 'equation:

wWB—pB =0
représente une conique circonscrite an tétragone BB’ et homocyclique & U.

Done:

TakorkME 1. Etant données deua coniques homocycliques A, A’ et une troisieme conique
quelconque U, si aux tétragones U A, UA' on circonscrit deux coniques quelconques B, B,
le tétragone BB’ sera imscrit tout & la fois & une conique homocyclique auz deux A, A’
et a une conique homocycliqgue & U. (CHASLES).

6. Soient encore données les coniques A, A, U, d’ou 'on déduit B, B'. On peut
donner & la fonction B4+%B' la forme

T NP T
1l suffit, en effet, de poser
k4+1=0, p—p'=0;

alors on a:
B—B'=p A1) @ +y*+47),
c’est-a-dire les coniques B, B’ sont homocycliques.

Ainsi:

TutoriME 11 Ftant données deux cowiques homocycliques A, A et ume troisieme co-
nique quelconque U, si au tétragone U A on circonscrit une conique quelconque B, on
pourra circonscrire aw tétragone U A’ une conique B' homocyclique & B, (CHASLES).

7. Soient données trois coniques homocycliques:

I

A =+ by +cex* 4+ (P +y*+2%) =0,
N=a®+ b+ + N (49425 =0,
N=a*+ by +cx* + N (B +y*+2%) =0,

I

et une quatriéme conique quelconque:
U=o0,
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d’oit nous dérivons les trois coniques qui suivent:
B=U+4+pA=0,
B=U+pA=0,
BH: U + p,”A”: O .
On peut circonscrire au tétragone B B’ une conique qui coincide avec B". En

effet, on a:
B+EB=(1+kU+pA+Lp A,

done, si nous posons:

p (M=) ; pe V=2
k = TTRT S m et = [ I mo
L =Y Y TN R (G
on obtient
B4-kB = (1-+k) B".
Donc:

TratoriME IIT. Efant données trois coniques homocycliques A, A’y A" et une quatriéme
conique quelconque U, si aux deuz tétragones UA, UA' on circonscrit deux coniques B, B,
les deux tétragones UA" et BB' seront inscrits dans une méme conique B".  (CHASLES).

8. Soient domnées trois coniques:

U=0, V=0, W=U—-V=0
circonscrites & un méme tétragone. On décrit une conique
U=U+)(@+y" +4)=0
homocyclique & U, et une autre conique
V=Vip@ +y +2) =0
homocyclique a V. Il s’ensuit que la conique
W=U-V=W+A—p) (:vz.—kyz—{—%?) =0

est tout & la fois circonscrite au tétragone U'V’ et homocyclique & W. De plus, les
tétragones UV, U’V sont inscrits dans une méme conique

K=pU—-AV=pU-1V=0.
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Aingi:

TutorkME IV. Quand trois coniques U, V, W sont circonscrites a un méme tétragone,
si Von décrit deux coniques U, V' homocycliques & U et V respectivement, on pouwrra
circonserive au tétragone U’V une conique W' homocyclique & la troisiéme conique W.
Et les deux tétragones UV, UV auront leurs huit sommets situés dans une méme co-
nique. (CHASLES).

II suit d’ici qu’on aura deux faisceaux homographiques de coniques, dont les bases
sont les tétragones UV, U'V’, et les deux coniques correspondantes:

U—iV=0, U—iV=0

sont toujours homocycliques.

Il est évident qu’a la condition d’étre homocycliques on peut substituer celle de
rencontrer une conique donnée dans un méme systéme de quatre points réels ou ima-
ginaires. En vertu de cette observation, les quatre théorémes de M. CHASLES ne consti-
tuent qu'un théoréeme unique, auquel on peut donner I’énoncé suivant:

Ltant données plusieurs coniques:

U=0, V=0, W,=U—i,V=0
civconscrites a un méme tétragone, et une autre comique quelconque
C=0;

si aux tétragones UC, VC on circonscrit deux coniques U, V', on pourra circonscrire
aux tétragones W.C respectivement des coniques W', qui soient toutes circonscrites au
tétragone U'V'. Et les deux tétragones UV, UV’ auront leurs huit sommets situés sur
une méme conique

K=0.

Il s’ensuit encore:

Si deux tétragones UK, U'K inscrits dans une méme coniqgue K sont les bases de
deux foisceaux homographiques de coniques, les points d intersection de deux coniques
correspondantes

AW, =(h—4,p) U—i¢.K=0,

AW, =Qk—ip) U—4,K=0
se trouvent toujours dans une méme conique:

U-U=0. [¥]
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Et réciproquement :

Afin que toutes les intersections des couples de comiques correspondantes de deux
faisceaur homographiques appartiennent & une méme conique, il faut que les tétragones,
bases des fuisceaux, soient inscrits & une méme conique. ’

Ces théoremes généraux ne cessent pas d’avoir lieu en substituant aux coniques

circonscrites & un méme tétragone des courbes sphériques de Pordre » circonscrites
a un méme polygone sphérique de »* sommets.

Théoreme général comprenant comme cas trés-particulier la question 498, [21]

On donne dans un plan: 1.° une droite fixe; 2.° un point O sur cette droite;
3.° un point fixe A. Trouver une courbe telle, qu’en menant par un point quelconque
pris sur cette courbe une tangente, et par le point A une paralléle & cette tangente,
ces deux droites interceptent sur la droite fixe deux segments comptés du point O,
liés entre eux par une relation algébrique du degré n.

On peut considérer ces segments comme des coordonnées tangentielles; donc
Ienveloppe demandée est une courbe de la classe »n (voir la Géometrie supérieure de
M. Cuastes, chap. XXIV).

On donne dans l’espace: 1.° une droite fixe; 2.° un point O sur cette droite;
3.° deux points fixes A, B. Trouver une surface telle, qu'en menant par un point
quelconque pris sur cette surface un plan tangent, et par A, B deux plans paralleles
au plan tangent, ces trois plans interceptent sur la droite fixe trois segments comptés
du point O, liés entre eux par une relation algébrique du degré n.

L’enveloppe demandée est une surface de la classe .
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SOLUTION DES QUESTIONS 494 ET 499, [*Y]
METHODE DE GRASSMANN
ET PROPRIETE DE LA CUBIQUE GAUCHE.

Nowvelles Annales de Mathématiques, 1.ve série, tome XIX (1860), pp. 356-361.

La question 499 embrasse deux énoncés, qui, si je ne me trompe, exigent quelques
corrections. Dans le premier énoncé, les droites B, D et le point m sont des éléments
fixes superflus & la construction du point variable p. Il suffirait de dire: “ Si les cOtés
“ap, cp, ac d'un triangle variable acp tournent autour de trois points fixes 7, s, 0, et
“si deux sommets @, ¢ glissent sur deux droites fixes A, C, le troisiéme sommet p
“ décrira une conique ,. C’est le célebre théoréme de MACLAURIN et BRAIKENRIDGE. Si
le lien du point p doit étre une cubique (courbe du troisieme ordre), il faut modifier
les données de la question.

Le deuxiéme énoncé n’est pas complet. On n’y trouve pas de données suffisantes
pour définir un lieu géométrique. Il faut lire: * Si les cdtés ab, be, cd, da et la dia-
“ gonale bd d'un quadrilatére plan variable abed tournent autour de cing points fixes
“o,p,q,r,s, et les sommets a, ¢, qui sont au dehors de la diagonale, glissent sur
“ deux droites fixes M, N, chacun des autres sommets &, d décrira une cubique ,,.

Ce beau théoréme a 6té donné par un éminent géomeétre allemand, M. HERMANN-
GunTHER GRASSMANN, de Stettin*), dans un Mémoire inséré dans le t. XXXI du
Jowrnal de Crelle, p. 111-132; 1846.

A Toccasion de ces théoremes qui se rapportent & la géoméirie des intersections,
je ne puis m’empécher de mentionner une méthode tres-expéditive et trés-curieuse,
dont la premiére idée parait appartenir & LrIBNIzZ, mais qui a été vraiment établie

*) Professeur au gymnase de Stettin, Né dans cette ville en 1809,
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par M. GRrassMANN dans un ouvrage intéressant (die Wissenschaft der extensiven Grossen
oder die Ausdehnungslehre), imprimé a Leipzig en 1844, et dans des Mémoires po-
stérieurs (Preisschriften gekrint und herausgegeben von der fiirstlich Jablonowski’ schen
Gesellschaft, Leipzig, 1847, Journal de Crelle, t. XXXI, XXXVI, XLII, XLIV, XLIX,
LII). Excepté MM. Mos1us (Preisschriften, etc., ut supra) et BELLAVITIS (Atti dell’Isti-
tuto Veneto, decembre 1854), je ne sache pas que quelque géometre ait donné aux
recherches de M. GrassMANN Pattention qu’elles méritent.

Je vais reproduire ici les premidres définitions et conventions de cette ingénieuse
théorie, que 'auteur nomme analyse géométrique. Je désignerai toujours les points par
de petites lettres, et les droites par des lettres majuscules.

Premiére définition. ab représente la droite qui joint les points a et b.

Deuzieme définition. AB représente le point commun aux droites A et B.

Conventions. On pose:

ab=0 si les points a et b coincident;

AB=0 si les droites A et B (indéfinies) coincident;

aB==0 ou bien Ba==0 si le point @ est sur la droite B.

Cela posé, soient o, b deux points fixes, # un point variable:

abx =20
est ’équation d’une droite, car elle exprime que z est toujours sur ab. De méme
ABX =0

est Péquation d’un point, enveloppe de la droite mobile X.

M. GrassMANN démontre la proposition qui suit, et qui est la généralisation du
théoréme de PaScAL (hexagramma mysticum ).

“S8i un point z mobile dans un plan est assujetti 4 la condition qu'un certain
“ point et une certaine droite, déduisibles du point x et d’une série de points et droites
“ fixes au moyen de constructions exécutées avec la seule régle, doivent tomber l'un
“ dans Pautre, et si le point z a été employé # fois dans ces constructions, le lieu du
“ point z sera une courbe de l'ordre # ,.

L’auteur donne aussi le théoréme corrélatif pour la génération des courbes de la
classe #, et les propositions analogues dans ’espace pour la génération des surfaces
algébriques.

La construction du point variable xz(p) dans‘le premier énoncé rectifié, question
499, est représentée par I'équation planimétrique (selon 'appellation de M. GRASSMANN):

2sCoAlx=0
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(la droite xs coupe C dans un point, la droite qui passe par ce point et par o ren-
contre A dans un autre point qui avec ! donne une droite passant par x).

Cette équation contient deux fois I’élément variable z, et par conséquent, selon le
théoréme général de M. GrasSMANN, elle appartient & une conique. Cette conique passe
par les cing points:

s, I, AC, soA, 1oC;

ce qui est évident, parce que chacun d’eux satisfait identiquement I’équation de la
courbe.

Dans Pautre énoncé, question 499, la construction du point variable z(b) est indi-
quée par 'équation planimétrique qui suit:

(zpNg) (xoMy) (zs) =0

(exprimant que les trois droites 2pN¢q, xoM#, xs passent par un méme point). Cette
équation contient trois fois le point variable z; donc elle appartient a4 une cubique.
On trouve aisément que cette courbe contient les neuf points:

0,p,s, MN, (pg)(or), ¢sN, rsM, pgM, orN.

M. GrassMANN démontre que 'équation ci-dessus est complétement générale, c’est-
a-dire, elle représente toute courbe plane du troisiéme ordre.

La question 494 (Nouvelles Annales, t. XVIII, p. 444) est un autre théoréme de
M. GrasSMANN (Journal de Crelle, t. XXXI). La construction du point variable z(g)
donne 'équation planimétrique

(zad) xbB) (xcC) =0,
exprimant que les trois points zaA, 2bB, zcC sont en ligne droite. L’'équation

contient trois fois I'élément variable z, donc le lieu de la question 494 est une cubique,
qui passe par les neuf points:

a,b,c, BC, CA, AB, bcA, caB, abC.

Soit X la droite variable qui contient les trois points zaA, 6B, x¢C: on aura

évidemment
(XAae) (XBb) (XCc)=0;

donc la droite X enveloppe une courbe de la troisieme classe, qui touche les neuf

droites:
A,B, C, bc, ca, ab, BCa, CAb, ABc.

Ainsi on peut regarder comme résolues les questions 494 et 499.
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Propriété de la cubique gauche.

J’ai trouvé cette propriété en m’occupant de cette courbe & double courbure dans
ma solution de la question 435 (Nouvelles Annales, t. XVIII, p. 199).

“ Par une cubique gauche osculée par le plan & 1'infini passe un seul cylindre du
“second ordre, et ce cylindre est parabolique ,. J’ai énoncé cette proposition dans
mon dernier Mémoire inséré dans les Awnnali di Matematica (Rome, juillet et aolt
1859): Intorno alle coniche inscritte in una stessa superficie sviluppabile del quart’ordine.
Or voici le nouveau théoréme.

“ Pour chaque plan parallele au cylindre, la courbe admet un systeme de cordes
“ paralleles & ce plan, dont les points milieux sont situés sur une méme droite (dia-
“ métre). Ce diamétre passe par le point de la cubique gauche ol elle est touchée
“ par un plan paralléle aux cordes; il est la droite d’intersection du plan osculateur
“avec le plan asymptote, qui correspondent a ce méme point (par chaque point de
“la courbe passe un plan asymptote, c’est-d-dire tangent & 1’infini, et tous ces plans
“ sont paralléles entre eux).

“ Done par chaque point de la courbe passe un diamétre, qui bissecte les cordes
“ paralléles au plan qui touche, sans osculer, la courbe au méme point |?°]. Tous ces
“ diamétres sont paralléles a un méme plan, savoir & la direction des plans asymptotes,
“ et forment une surface du troisiéme ordre.

“La courbe admet au moins un point (et au plus trois) ou la droite tangente et
“le diametre correspondant se rencontrent sous un angle droit .

On voit par 1a la frappante analogie entre cette courbe 4 double courbure et la
parabole ordinaire *).

*) On peut consulter le Mémoire francais de M. CreEmona dans Crelle, t. LVIII, p. 138,
1860, qui vient de paraitre. On y cite ce théoréme remarquable de CavyLEY: «Toute surface
réglée (non développable) est d’une classe égale 4 son ordre ».



18.

SOPRA UN PROBLEMA GENERALE DI GEOMETRIA.

Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo I1II (1860), pp. 169-171.

1. Nel fascicolo di gennaio 1860 del periodico: Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques del sig. TERQUEM, a pag. 43, trovasi enunciato un problema, caso particolaris-
simo del seguente:

Data una retta OA, un punto O in essa ed un punto B fuori della medesima,
trovare una curva (nel piano OAB) tale che conducendo una sua tangente qualsivoglia,
e per B la parallela a questa, i segmenti della OA intercetti fra queste rette e il
punto O siano legati da una data relazione algebrica del grado n.

Siano OM, ON i due segmenti compresi il primo fra il punto O e una tangente
qualunque della curva, il secondo fra O e la parallela alla tangente. Sia:

F (OM, ON) = 0

la relazione data. Posto OB==05 ed assunte le rette éA, OB per assi delle coordi-
nate rettilinee y,z avremo:
_ dy dy
OM"—y—‘-x@‘, ON—-—ba—i,
ove x,y sono le coordinate del punto di contatto. Arriviamo cosi all’equazione alle
derivate:

(1) F<y—xd—z, —I;—‘):O

la primitiva singolare della quale sara evidentemente ’equazione della curva domandata.
‘Ma questa curva pud essere ottenuta anche senza ricorrere alle derivate. Infatti,
1

siano u,v le coordinate tangenziali della retta tangente la curva, cioé siano — W

Cremona, tomo I. @
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i segmenti degli assi OB, OA compresi fra I'origine O e la tangente suddetta. Avremo:

oM=—7, oN=""
quindi:
) F(—l, ’1%>=0
v v

sard I’equazione in coordinate tangenziali della curva domandata. Resta a dedurne
I’equazione in coordinate cartesiane. A tale uopo, osservo che I’ equazione in coordi-
nate tangenziali del punto di contatto della tangente (u,v) &:

(3) ux + vy +1=0

e che la richiesta equazione cartesiana della curva sard la condizione, che il punto
(z,y) appartenga alla curva. Rendo omogenea in u,v la (2) mediante la (3), onde
avro:

ux -+ v bu

v v
Le radici di questa equazione sono i valori del rapporto «:w corrispondenti a tutte
le tangenti della curva che passano pel punto (z,y): dunque I’equazione cartesiana
della curva sara la condizione che 'equazione precedente abbia due radici eguali, ossia
avra per primo membro il discriminante della funzione omogenea in u,v:
ux 4 v bu

?

v v
Sia A(z,y) questo discriminante: sara:
A (x s ?/) =0

la primitiva singolare della (1), mentre la primitiva completa & data da una tangente
qualunque della curva, cioé ¢ la (3) ove i parametri », v sono legati dalla condizione (2).
La curva domandata & dunque algebrica della classe » (e dellordine #n(n-— 1)).

Siccome 1’ equazione (3) si pud desumere dall’eliminazione di%fra le due:

y—al 1 ;_d_y=g

dx v’ dz

cosi ¢ manifesto che il precedente processo geometrico d’ integrazione coincide col no-
tissimo di LAGRANGE.

2. L’analogo problema nello spazio & il seguente:
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Data una retta OA, un punto O in essa, e due punti B, C fuori di essa, trovare
una superficie tale che conducendo un suo piano tangente qualunque, e per B e C i
piani ad esso paralleli, i segmenti di OA intercetti fra questi piani e il punto O ab-
biano fra loro una data relazione algebrica del grado #.

Siano OL, OM, ON i tre segmenti anzidetti, e sia:

F (OL,OM, ON) =0

la relazione data. Assumo OA, OB, OC per assi delle coordinate rettilinee x,y,x;
posto OB=15, OC=¢, avremo:

dx dz dz dz

= _— —— Y — = — b —_ N — — E—

OL=z—y 1y % T OM Qy’ ON c 0

ove z,y,% sono le coordinate del punto di contatto del piano tangente che si con-
sidera. Avremo dunque I’ equazione alle derivate parziali:

dx dx dx dx

la primitiva singolare della quale sara I’equazione della superficie domandata.
Siano u, v, w le coordinate tangenziali del piano tangente la superficie, cioé siano

1 1 1. . L . . . e
—=,——, ——1 segmenti degli assi compresi fra questo piano e I’origine. Avremo:

b b

U v w
oL——21 oM=%, ox=%
u u /]
epperd:
@) Fl—y % %) =0
U u u

sard 'equazione in coordinate tangenziali della superficie domandata.
I’equazione in coordinate tangenziali del punto di contatto del piano (u,v,w) é:

(3) ux vy + wr +1=0.
Per esprimere la condizione che il punto (r, v, %) appartenga alla superficie, rendo
la (2) omogenea in %, v, mediante la (3); si avra:

F<ux~{—yy—|—wx by c_@_u)

U Y u’ wu

Questa equazione rappresenta, insieme colla (3), la superficie conica inviluppo de’ piani
tangenti condotti alla superficie (2) dal punto (3). Se questo punto appartiene alla
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superficie (2), quel cono avrd un piano tangente doppio; epperd I'equazione in coor-
dinate =, y, % della superficie domandata avra per primo membro il discriminante

della funzione omogenea in u, v, w:

F(mc—l—wy—}—’wx by cﬂ)

) ’

u u u

Sia A (x,y,%) questo discriminante; sara:
Afw,y,%)=0

la primitiva singolare della (1). La primitiva completa & evidentemente somministrata
da un piano tangente qualsivoglia della superficie, cioé & la (3), ove i parametri ar-
bitrari «»,v,w siano legati dalla condizione (2).

La superficie domandata & dunque algebrica della classe # (e dell’ordine » (n —1)?).

L’equazione (3) si ottiene eliminando dw , 51? fra le tre:
dy’ dx
o d 1 dz_ v dz_w
‘/dy dz  wu’ dy  w’ dx~ u’

eppero il metodo geometrico seguito nella precedente integrazione coincide coll’ana-
litico usato ordinariamente. -

Milano, 1.° giugno 1860.
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SULLE SUPERFICIE DI SECOND’ORDINE OMOFOCALL

CHASLES. RfSuMé D'UNE THEORIE DES SURFACES DU SECOND ORDRE HOMOFOCALES.
Compres Rexpus, 1860, n. 24 et 25.

Annali di Matematica pura ed applicata, serie I, tomo III (1860), pp. 241-244.

In una memoria inserita in questi Awnmnali di matematica (marzo ed aprile 1859),
io ho studiato la distribuzione de’ centri d’un sistema di superficie di second’ordine
inscritte in una stessa sviluppabile (reale o immaginaria) ed aventi il comune tetraedro
polare reale. Ivi ho dimostrato che le quattro coniche, linee di stringimento della svi-
luppabile, o son tutte reali, ovvero due sono reali e due immaginarie.

Assumo tre de’ quattro piani costituenti il tetraedro polare, come piani coordinati,
¢ suppongo che il quarto piano sia tutto a distanza infinita. Siano ¢:u%: v: w le coor-
dinate tangenziali (di Prucmer) di un piano qualsivoglia, cioé siano
w w w
t u’ v
i segmenti da esso determinati sugli assi. Allora, come risulta dalla citata mernoria,
-una superficie qualunque del sistema sara rappresentabile coll’equazione:

(1) b—ctin)f+(c—at+iB)*+(@—b+in)*+(a+B+1u?P=0

ove ¢ ¢ il parametro variabile che serve ad individuare ciascuna superficie del sistema,
ed a,b,c, o,B, sono quantita costanti legate fra loro dall’unica condizione:

(2) ao+bB +cy=0.

Ponendo nella (1) successivamente =00, C:b , a;c , b?a si ottengono le quattro
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coniche di stringimento:
[ ot +Bu 44" F =0
* o —0 o =0
®) —ct? * +at+Ppuwt=0
VW —at  F Hquwt=0

la prima delle quali & tutta all’infinito.

La forma dell’equazione (1) mostra che tutte le superficie del sistema hanno il
centro all’origine, e che per esse i piani coordinati costituiscono una comune terna
di piani diametrali coniugati.

Si supponga la prima conica immaginaria ciog a, 3,y abbiano lo stesso segno, ed
invero, com’ & lecito supporre, positivo. In virti della (2), le @, b, ¢ non potranno esser
tutte positive, né tutte negative; percio, delle altre tre coniche, una ¢ immaginaria
e le altre due sono reali ma di specie diversa: un’ellisse ed un’iperbole.

Esprimiamo ora le condizioni che la prima conica sia circolare. La sfera di raggio

3

=1 e col centro all’origine & rappresentata dall’equazione:
£sen* ) -+ u?sen’p. -+ v*sen®v — 2uw (coSh — €OS L COS V) —out (cosp. — cosv cosA)
— 2tu(cosv — cosh cosp) = w* (1 — cos*k — cos’ . — cos’v -+ 2coshcosy.cosy),
ove h,u.,v $0n0 gli angoli fra gli assi coordinati. Ora, il cerchio immaginario all’in-
finito & la linea dell’ideale contatto fra la sfera ed il suo cono assintotico; onde, fz-

cendo w == 0 nell’equazione precedente, avremo l’equazione del cerchio immaginario

richiesto.
Affinché Pequazione risultante coincida colla prima delle (3) dev’essere:

COS A = cosp. == cosv =10,

cioé i piani diametrali comuni alle superficie (1) devono essere i loro piani principali;
ed inoltre:

a=pR=r.
Posto, com’& lecito, o == 1, I’equazione (1) diviene:
b—c+)f+(c—at+ i)+ (a—b+i)v* 4 3w =0,
I quadrati de’ semiassi di questa superficie sono:

¢c—b—i a—c—i b—a—i
3 ’ 3 ) 3 b
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quindi le superficie inscritte in una sviluppabile (immaginaria) per la quale il cerchio
immaginario all’infinito sia una linea di stringimento, sono omofocali. E reciproca-
mente, le superficie omofocali si ponno risgnardare come inscritte in una sviluppabile
immaginaria tagliata dal piano all’infinito secondo il cerchio immaginario, cioé secondo
Ia linea di contatto fra una sfera arbitraria ed il suo cono assintotico.

Di qui segue che se U=0 & I’equazione, in coordinate tangenziali, di una super-
ficie di second’ordine, riferita ad assi qualsivogliano, I’ equazione generale delle su-
perficie omofocali ad essa sara:

U+iS=0
ove:
S = sen®) -} u*sen®p - v*sen’v — 2 uw(cos k — COS Y. COS V)

— 2vt(cosp. — cosv €os 1) — 2fu (cosv — oSk cosy.)

(h,p.,v angoli fra gli assi).

Questo risultato analitico, esprimente il suenunciato teorema sulle superficie omo-
focali, teorema che & stato dato la prima volta dall’illustre CHASLES nel suo Apercu
historique (nota 312), ci pone in grado di dare semplicissime dimostrazioni de’ quattro
teoremi generali recentemente dati dal medesimo autore nei Comptes rendus (11 giugno
1860), come fondamento di una teoria delle superficie medesime.

Sia:

A=F+iS, A'=F 48,

B—A46U, B=A}6T;

ne segue:
B —0B' = —6)F 4 (0'i — 64)S,
e:
B—B=(0—0U+(G—1%)8
cioe:

“ Date due superficie omofocali A, A' ed un’altra superficie qualunque U, se nelle
due sviluppabili (UA), (UA’) si inscrivono rispettivamente due superficie qualsivogliano
B, B'; la sviluppabile (BB') sard simultaneamente circoscritta ad una superficie omo-
focale ad A, A’ e ad un’altra superficie omofocale ad U ,,.

Posto:

A=A 468, B=A--0U,
si ha:
A+ oU=B | 68;
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dunque:

¢ Date due superficie omofocali A, A’ ed una terza superficie qualunque U, se nella
sviluppabile (UA) s’ inscrive una superficie B; si potra nella sviluppabile (UA') inseri-
vere una superficie omofocale a B ,,.

Posto:
A7=A +6,S , A":A +6"S ,
BI= Al + (I)IU , BN: AH _l_ U)"U ,
si ricava:
erlB/ — elBH — (en . 6’) A + (OH (.l)' —_— el wv/) U;
dunque:

“Date tre superficie omofocali A, A, A" ed una quarta superficie qualunque U, se
nelle sviluppabili (UA'), (UA") si inscrivono rispettivamente le superficie B', B"; le due
sviluppabili (B'B"), (UA) saranno circoscritte ad una stessa superficie (di second’ordine) ,,.

Ponendo:
A=U+4+aV, B=U+40bV, C=U-+4¢V,

AN=A+aS, B=B+0S,

avremo:
((—HA + (@—0) B =(a—b)C + (¢(c—) + b(a—0)) 8
ed inoltre:
VA —a'B'=bA—dB;
dunque:

“ Quando tre superficie A, B, C sono inscritte in una stessa sviluppabile, se si
descrivono due superficie A', B omofocali rispettivamente ad A e B, si potra inscrivere
nella sviluppabile (A'B') una superficie C' omofocale a C. E le due sviluppabili (ABC),
(A’B’C') saranno circoscritte ad una stessa superficie (di second’ordine).

Bologna, 1.° dicembre 1860.



20.

SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE
DI SECOND’ ORDINE CONGIUNTE.

Annali di Matematica pura ed applicata, serie 1, tomo ILI (1860), pp. 257-282.

Il signor TERQUEM, in un breve articolo inserito nel terzo volume del giornale di
LiouviLLE, primo considerd le lince congiunte in una conica, chiamando con questo
nome due rette tali, che assunte per assi delle coordinate =, y, rendano eguali i
coefficienti di #® ed y® nella equazione della curva, ossia due rette tali, che seghino,
realmente o idealmente, la conica in quattro punti appartenenti ad una stessa cir-
conferenza.

Poscia il professore CHasLES, in una memoria che fa parte del medesimo volume
di quel periodico matematico, tratto lo stesso argomento sotto 1’aspetto. della pura
geometria, e, con quella feconditd che gli & propria, dimostrd un vasto sistema di
proposizioni relative alle linee congiunte. Verso il fine della memoria, I’ illustre geo-
metra accenna brevemente come si possa applicare quella teorica alle superficie di
second’ordine, ed enuncia alcune proprietd de’ coni congiunti, cioé di quei coni di se-
cond’ordine che passano per I’ intersezione di una sfera con una superficie dello stesso
ordine. Ivi egli promette di ritornare su quest’ultimo argomento e di trattarlo piu
completamente; ma, per quanto io sappia, non diede seguito a tale suo proposito, cer-
tamente distratto da pit gravi lavori; né so se alcun altro abbia fatto le sue veci.

Se io o0so, dopo tali predecessori, pubblicare questo, qualunque siasi lavoro, I'ar-
gomento del quale ha molta attinenza colla teorica delle linee e dei coni congiunti,
non miro certamente a presentare una serie di veritd che abbiano la pretesa d’essere
affatto nuove. Anzi confesso che ho dedotto la maggior parte de’ teoremi, qui sotto
enunciati intorno alle superficie di second’ordine, da quelli dell’ illustre CHASLES sopra
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le superficie omofocali *), mediante il metodo delle polari reciproche; e per cio stesso, ne
ommetto, come superflue, le dimostrazioni. Mio unico scopo & di attirare I'attenzione di
qualche benevolo lettore su d’una teoria che promette d’essere feconda quanto lo & quella
de’ luoghi omofocali, da cui la prima pud derivarsi mercé la trasformazione polare.

E notissimo che le coniche omofocali si possono considerare come inscritte in uno
stesso quadrilatero immaginario, avente due vertici reali (i due fuochi reali comuni
alle coniche), due vertici immaginari a distanza finita (i due fuochi immaginari si-
tuati sul secondo asse delle coniche) e il quinto e sesto vertice immaginari all’infi-
nito (i punti circolari all’infinito). Il sig. CmasiLEs ha enunciato pel primo Ianaloga
proprieta per le superficie omofocali **). Pit superficie omofocali, cioé¢ dotate di se-
zioni principali omofocali, sono idealmente inscritte in una medesima superficie svi-
luppabile immaginaria, avente tre coniche di stringimento (una ellittica, la seconda
iperbolica, la terza immaginaria) ne’ piani principali comuni alle superficie date; mentre
la quarta curva di stringimento & il cerchio immaginario all’infinito.

Se le superficie di second’ordine, che si considerano, sono coni, & noto che a lato
alla teorica de’ coni omofocali esiste la teorica de’ coni omociclici: teorica che si deriva
dalla prima mediante la polaritd supplementare ***). E da questa doppia teoria dei
coni si conclude poi immediatamente la doppia teorica delle coniche sferiche omofocali
e delle coniche sferiche omocicliche ****),

Cid premesso, & ragionevole pensare che anche per le coniche piane e per le su-
perficie di second’ordine in generale, esista una teoria analoga a quella de’ coni omo-
ciclici; una teoria di un tale sistema di coniche o di superficie, che sia rispetto alle
coniche circoscritte ad uno stesso quadrangolo o alle superficie passanti per una stessa
curva gobba, cid che le coniche e le superficie omofocali sono rispetto alle coniche
inscritte in un quadrilatero e alle superficie inscritte in una stessa sviluppabile.

Questa memoria mostrera che infatti tale teorica esiste e che essa & inclusa, come
caso particolare, in quella di un sistema di coniche aventi le stesse linee congiunte,
rispetto ad un dato cerchio, o di un sistema di superficie di second’ordine aventi gli
stessi coni congiunti, relativamente ad una data sfera.

*) Apergu historigue, Note 31¢ (Propriétés nouvelles des surfaces du second degre, analogues
a celles des foyers dans les coniques). — Comptes rendus de 1’Académie de Paris, 18603 n. 24 et 25.
**) Aper¢u historique, Note 31,
%) CHASLES, Mémoire de géométrie pure sur le propriétés générales des cones du second
dégré (Nouveaux Mémoires de 1’Acad. de Bruxelles, tom. VI, 1830).
*¥4¥) CHASLES, Mémoire de géométrie sur les propriétés générales des coniques sphériques
(Nouveaux Mém. de I'Acad. de Bruxelles, t. VI). — Comptes rendus, 1860, n. 13. — Nouvelles
Annales de Mathématiques, juillet 1860,
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Coniche congiunte.

1. Data una conica riferita ad assi ortogonali:
U=0

si diranno linee congiunte ad. essa, rispetto ad un dato punto (o, 3), due rette che
seghino idealmente la curva in quattro punti appartenenti ad una circonferenza di
raggio nullo, avente il centro nel punto dato, ossia, cido che & lo stesso, al sistema
di due rette immaginarie: [*®]

S=(x—a)Y+ (y —pF=0.
Per trovare tali rette, basta porre 1'equazione:
U+ oS=0

e determinare » in modo che il discriminante di essa sia nullo. L’equazione prece-
dente rappresenta evidentemente un sistema di coniche aventi le stesse linee congiunte

rispetto al punto dato.
2. La conica data, riferita ai suoi assi principali, sia rappresentata dall’equazione:

ar? +by*—1=0...(a>"b).
Consideriamo le sue linee congiunte rispetto al centro della curva: rette che noi chia-
meremo semplicemente linee congiunte. Esse sono date dall’equazione:

ar’ + by —1 4 o @+ y*)=0
quando diasi ad o uno dei tre valori:

—a, —b, .

Si hanno cosi i tre sistemi di linee congiunte:
b—a)y’ —~1=0, (e—bas*—1=0, P4+ y'=0.

Le sole rette del secondo sistema sono reali, ed invero parallele all’asse focale, se la
data conica & un’ellisse, o all’asse non focale, se essa & un’iperbole.

Que’ tre sistemi di linee congiunte sono i lati e le diagonali di un rettangolo im-
maginario, inscritto nella conica data e concentrico ad essa.

3. Ecco alcune proprieta delle linee congiunte di una conica: proprieta che sono

polari reciproche di quelle che competono ai fuochi.



140 SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE DI SECOND’ ORDINE CONGIUNTE.

Data una retta inscritia fra le linee congiunte di una conica, gli angoli, sotto i
quali son vedute dal centro la retta stessa e la parte di essa inscritta nella conica, hanno
la stessa biscttrice.

Da cui segue:

Data una corda inscritta in una conica, se si dividono per meta U angolo sotto il
quale la corda & veduta dal centro e Uangolo supplementare; la corda sard incontrata
in quattro punti armonici dalle due bisettrici e dalle lince congiunte.

Se nel precedente teorema la retta data & tangente alla conica si ha:

Data una retta tangente ad una conica, il raggio vetfore che va al punto di con-
tatto divide pel mezzo Uangolo sotto il quale si vede dal centro la porzione di tangente
compresa fra le linee congiunte.

E per conseguenza:

Una tangente qualunque di una conica & segata armonicamente dalle linee congiunte
dal raggio vettore che va al punto di contatto e dal raggio o questo perpendicolare.

4. Dato wn punto arbitrario m e presa la sua polare M rispetto ad una conica ; se
m' ¢ quel punto di M che é quarto armonico dopo i punti in cui M incontra le linee
congiunte e la parallela ad esse condotta per m; il segmento mm' ¢ veduto dal centro
sotto angolo retto. '

Reciprocamente :

Un segmento rettilineo, veduto dal centro di una conica sotto angolo retlo, e i cui
termini siano punti coniugati relativamente o questa, é diviso armonicamente dalle linee
congiunte.

E come caso speciale:

Due punti coniugati rispetto ad una conica, presi su d'une linea congiunta, sono
sempre veduti. dal centro sotfo amgolo retto.

Quest’ultima proprietd pud anche risguardarsi come compresa nella seguente:

Un angolo circoseritto ad una conica determina su d’una linea congiunto di questa
un segmento veduto dal centro sotto un angolo, il cui supplemento ha per biseltrice il
raggio vettore condotto al punto in cui la corda di contatto incontra la linea congiunia.

5. Se una tangente qualunque di una conica di centro O incontra le linee congiunte
rispettivomente ne’ punti o, B; condotte per O le rette perpendicolari ai raggi Oz, OB,
Puna di esse incontri la tangente in m e la prima linea congiunta in a; Ualtra seghi
la tangente in n e la seconda linea congiunta in b. Allora si avrd:

1 1 1 1
(m — (ﬁ) i(()‘y; - b—b) == cost.

Se una retta condotta pel centro O di una conica incontra questa in m e una linea
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, L | \ . L
congiunta in m', lo quantitd —— — ¢ costante, qualungue sia la dirceione della

, om’  Ow”
trasversale diametrale.

Se un angolo circoscritto ad una cowica di centro O ha il vertice su d’una linea
congiunta, e se il raggio vettore perpendicolare a quello che va al vertice inconira la
linea congiunta in a e lati dell’angolo in m, m', avremo:

Om .0a , Ow'.Oa ma . m'a
7

+ = cost.; ———— == cost.
ma ma Oa” . mm

Data una retta fissa che incontri una linea congiunta di una conica di centro O in
r; se da un punto qualunque della refla fissa si conducono due tangenti alla conica, le
quali incontrino la linea congiunta in p, q; avremo:

tang s pOr . tangy gOr = cost.

6. [27] Una tangente qualunque di una conica e la retta che unisce il punto di con-
tatto al polo di una linea congiunta determinano suw di questa un segmento veduto dal
centro sotto angolo retto.

Se da un punto qualunque di una linea congiunta ad wna conica di centro O si
conducono due rette toccanti la curva rispettivamente in m ed n; e.Se su di esse si
prendono due altri punti ', 1’ in modo che gli angoli mOn , m'On’ siano retti, le rette
mn, m'n' si segheranno sull’altra linea congiunta.

Sia data una conica di centro O, una sua linea congiunto ed il polo a di questa.
Una tangente qualungue della conica incontri Oa in m. Inoltre il raggio perpendicolare
a quello che va al punto d'incontro della tangente colla linea congiunta incontri queste
rette i m', n. Sard:

1 1 1 1
(‘6& - 6—7;&> : ((W —_ @)z cost.
Duye tangenti di una conica incontrano le due retle congiunte in quatiro punti ap-
partenenti ad un'altra conica che ha un fuoco nel centro della data e per relativa di-
rettrice la corda di contatto delle due tangenti.

Ecc. ece.
7. L’equazione:

(1) (et o)4+ b+ o)y*—1=0,

ove si consideri o indeterminata, rappresenta un sistema di coniche aventi le stesse
linee congiunte, rispetto al centro comune. Le chiamerd coniche congiunte. Queste co-
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niche hanno in comune gli assi, e son desse appunto che corrispondono, polarmente,
alle coniche omofocali.

L’equazione (1) mostra che pin coniche congiunte si ponno risquardare come cir-
coscritte allo stesso rettangolo immaginario, formato dai tre sistemi di linee congiunte.

I1 sistema (1) contiene infinite ellissi ed infinite iperboli. Le ellissi sono tutte nello
spazio compreso fra le due linee congiunte reali; le iperboli tutte al di fuori, ciascuna
avendo un ramo da una banda e I'altro dalla banda opposta, rispetto alle linee con-
giunte. Ciascuna ellisse ha I'asse maggiore parallelo alle linee congiunte; ciascuna
iperbole ha l'asse focale perpendicolare alle linee congiunte. La serie delle ellissi
comincia da quel punto, che ¢ centro comune delle coniche congiunte, e finisce col
sistema delle linee congiunte. La serie delle iperboli comincia con questo sistema e
procede indefinitamente, senza limite reale. Onde:

Per un punto qualunque nel piano di una conica passa sempre una, ed una sola,
conica congiunta alla data; la quale & iperbole o ellisse secondo che il punto sia fuori
o entro lo spazio compreso fra le linee congiunte.

Invece una rettu qualunque tocca sempre due coniche congiunte ad una data, le quali
sono di specie diversa. 1 due punti di contatto sono veduti dal centro sotto angolo
retto; ed i raggi vettori che vanno ai punti di contatto sono le bisettrici dell’angolo
formato dai raggi condotti ai punti in cui la retta sega qualunque altra conica con-
giunta alla data. Cioé:

Dato un fascio di coniche congiunte ed una retta trasversale, le porziowi di questa
comprese fra le coniche sono vedute dal centro sotto angoli che hanno le stesse bisettrici.
Queste incontrano la trasversale ne’ punti in cui essa tocca due coniche del fascio.

Date in un piano due rette parallele, si ponno descrivere imfinite coniche, ellissi ed
iperboli, di cui quelle siano le linee congiunte. Ogni ellisse ha con ciascuna iperbole
quattro tangenti comuni, e per ciascuna di queste i due punti di contatto sono veduti
dal centro sotto angolo retto.

L’ inviluppo di una retta inscritta fra due coniche congiunte e veduta dal loro centro
sotto amgolo retto, ¢ una circonferensq concentrica alle coniche date.

8. In due coniche congiunte, la differencza deglinversi quadrati di due semidiametri
nella stessa direzione ¢ costante. (Questa costante & la differenza dei valori del para-
metro o, relativi alle due coniche).

Per conseguenza:

Quando un’ellisse ed un’iperbole sono congiunte, la prima & incontrata dagli assin-
toti della seconda in quattro punti situati sopra wuna circonferenza concentrica alle
coniche date. L'inverso quadrato del raggio di questa circonferenza & la differenza de’
valori di w, corrispondenti alle due coniche.
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Dato un fascio di coniche congiunte, i due punti in cui una trasversale arbitraria
tocca due di queste curve, sono coniugati rispetto a qualsivoglia conica del fascio.

Dato un fascio di coniche congiunte, una trasversale arbitraria le sega in coppie di
punti formanti un’involuzione. I punti doppi di questa involuzione sono quelli ove la
trasversale tocca due coniche del fascio. I raggi vettori, condotti dal centro comune
delle coniche ai punti dell'involuzione anzidetta, formano un’altra involuzione, nella
quale I’angolo di due raggi omologhi, e I’angolo supplementare sono divisi per meta
dai raggi doppi.

9. I poli di una trasversale arbitraria, relativi a piw coniche congiunte, sono in
un’iperbole equilatera che passa pel centro comune delle coniche date ed ha gli assintoti
rispettivamente paralleli agli assi di queste.

Il ramo di quest’iperbole, che passa pel centro delle coniche congiunte, & ivi di-
viso in due parti. La parte che allontanandosi da questo centro si va accostando alle
linee congiunte, contiene i poli relativi alle ellissi appartenenti al dato sistema di co-
niche. L’altra parte contiene i poli relativi a coniche immaginarie.

L’altro ramo poi contiene i poli relativi alle iperboli.

Se in un punto qualunque dell’iperbole equilatera si conduce la retta tangente alla
conica congiunta che passa per esso, questa retta va ad incontrave la trasversale in un
punto, pel quale passa uw'altra conica congiunta, i toccata dalla medesima retta.

Le rette polari di un punfo m rispetto a pin cowiche congiunte, passamo per uno
stesso punto m’. I punti m, m’ sono veduti dal centro comune delle coniche sotto
angolo retto.

Se il punto m percorre una retta 1, il punto m' descrive U iperbole luogo dei poli di 1.

Ecc. ecc.

10. Se:

ux -} vy =1
& ’equazione di una retta, la condizione ch’essa tocchi la conica (1) &:

7)2

u?
a+w+b—[—m=1

Siano p, —v le radici di questa equazione quadratica, cioé i parametri deHe due co-
niche toccate dalla retta proposta. Si avra:

w—y=1u"+1v* — (a+b), w = b + a* —ab,
da cui:

e @tple—y . @+Hb—h

a—b
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Le quantitd p., v si ponno assumere come coordinate ellittiche tangenziali.
Superficie di second’ordine congiunte.

11. Data la superficie di second’ordine:

(1) ac*+ by e —1==0
e la sfera di raggio nullo, 0 cono immaginario:
(2) (@ —af +(y — B+ (x —4)=0,

qualunque superficie (di second’ordine), circoscritta alla loro curva di ideale interse-
zione, ¢ rappresentata dall’equazione:

6 attot—1to(@—af+l—p+e—i)=0.

Tutte le superficie comprese in questa equazione hanno in comune le direzioni dei
piani cielici. I1 Tuogo dei centri delle medesime ¢ la cubica gobba:
o (O] ®
=t Vite it
che ha gli assintoti paralleli agli assi principali delle superficie (3). Questa curva ha
quattro punti appartenenti alle superficie, di cui sono i rispettivi centri: i quali punti
sono i vertici del tetraedro polare comune, ossia sono i vertici d’altrettanti coni che
fanno parte del sistema (3), secondo il noto teorema di PoncerLer *). Uno di tali coni
¢ quello rappresentato dalla (2). Questi coni diconsi congiunti alla superficie data (1)
relativamente al punto (=, f, 7). Diremo anche che tutte le superficie (3) sono con-
giunte rispetto a questo medesimo punto.
12. Data adunque una superficie di second’ordine, riferita ad assi ortogonali:

U=0

ed un punto O di coordinate (=, B, 7), tutte le superficie congiunte ad essa rispetto
a questo punto sono incluse nell’equazione:

U+4d8=0
essendo:

S=(@—af + @y — B+ —

ed ¢ un parametro indeterminato.

#) Traité des propriétés projectives des figures, Paris, 1822: p. 395.



SULLE CONICHE E SULLE SUPERFICIE DI SECOND' ORDINE CONGIUNTE. 145

Se U = 0 rappresenta il sistema di due piani, questi diventano i piawi diretiori
relativi al fuoco O per la superficie U 4 ¢S =0 ciog O & un punfo focale per questa
superficie, e que’ due piani sono i corrispondenti piani direttori *).v Se i due piani
U = 0 passano pel punto O, la superficie U 4+ ¢S =0 & un cono del quale O & il
vertice e que’ due piani sono i piani eciclici. '

Se U ¢ il quadrato d’una funzione lineare delle z, ¥, %, cioe se U == 0 rappre-
senta un piano unico, la superficie U - ¢S = 0 & di rotazione: per essa O & un fuoco
ed U=0 ¢ il relativo piano direttore. Se il piano U = 0 passasse per O, la super-
ficie U - ¢8 = 0 sarebbe un cono di rotazione, avente il vertice in O e lasse per-
pendicolare al piano U=0.

Cid posto, siamo in grado di dimostrare assai semplicemente quattro teoremi ge-
nerali, sulle superficie congiunte, correlativi di quelli che I'illustre Crastes diede
recentemente sulle superficie omofocali **).

13. Posto:
A=A-+18, B=pU-+A, B=pU-}+A,
avremo:
B —pB'=p'A —pA’, B—B={p—p)U—28;"
.dunque:

Teorema 1.° Date due superficie A, A’ congiunte rispetto ad un punto O, ed un’altra
superficie qualunque U, se per le due curve (UA), (UA') si fanno passare rispettivamente
due superficie B, B'; per la curva (BB') si potra far passare wna superficie congiunta
ad A, A’ ed wn'altra superficie congiunta ad U, rispetto allo stesso punto O .

Se la superficie U riducesi al sistema di due piani u, «', si ha:

a) Date due superficie A, A’ congiunte rispetto ad un punto O, seyate da due piani
u, ', se si fa passare una superficie B per le sezioni di A ed una superficie B' per
le sezioni di A'; per la curva (BB') si potra far passare wua superficie congiunta con
A, A vrispetto ad O, ed un’altra superficie di cui O sia un punto focale ed u, ' i
relativi piani direttori,

I piani «, «' passino per O:

b) Date due superficie A, A’ congiunte rispetto ad un punto O, segate da due piani
u, u passanti per O; se si fa passare una superficie B per le sezioni di A ed una
superficie B per le seziowi di A'; per la curva (BB') si potra far passare una super-
ficie congiunta con A, A’ rispetto ad O, ed un cono (di second ordine) di cui O sia il
vertice ed u, u' i piani ciclici.

*) Vedi la Memoria di Amiot sulle superficie di second’ordine (Lz‘ouvflle t. 8).
**) Comptes rendus, 1860, n. 24.

Cremona, tomo I. 10
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Se i piani #, « coincidono si ha:

¢) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, se si descrivono due
altre superficie B, B’ tangenti rispettivamente alle date lungo le sezioni fatte da wuno
stesso piano u, per la curva (BB') si potra far passare wna superficie congiunta con
A, A rispetto ad O, ed una superficie di rotazione avente un fuoco in O ed u per
relativo piano direttore.

d) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, se si descrivono due
altre superficie B, B' tangenti rispettivamente alle date lungo le sezioni faite da uno
stesso piano u passante per O; per la curva (BB') si potra far passare una superficie
congiunta con A, A’ rispetto ad O, ed wn cono di rotazione avente il vertice in O e
Uasse perpendicolare al piano u.

Se il piano » va tutto all’infinito si ha:

e) Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O, se si descrivono due
altre superficie B, B' rispettivamente omotetiche alle date; per la curva (BB') si potra
far passare una superficie congiunta ad A, A rispetto ad O, ed una sfera il cui centro
sia lo stesso punto O.

14. Sia A un cono congiunto ad A’; U il sistema di due piani tangenti ad A; B
il piano delle due generatrici di contatto. Il teorema 1.0 da:

f) Data una superficiec A’ ed un suo cono congiunto A rispetto ad un punto O, se
A’ vien segata da due piani tangenti di A e per le due coniche di sezione si fa passare
una superficie B', questa tocchera lungo una stessa comica una superficie congiunta con
A’ rispetto ad O, ed un’altra superficie per la quale O & un punto focale, ed i due piani
tangenti di A sono i relativi piani direttori. E la conica di contatto sara nel piano delle
due generalrici di contatto del como A.

Sia U una sfera col centro O; A il suo cono assintotico; B sard una sfera con-
centrica ad U; onde:

g) Date due sfere concentriche U, B, ed una superficie qualunque A’, se per la
curva (UA') si fa passare una superficie B'; per la curva (BB') passera una superficie
congiunta ad A' rispetto al centro di, U e B.

Se B si riduce al centro di U, abbiamo:

h) Data una sfera U ed una superficie qualunque A, se per la curva (UA') si fa
passare una superficie B', st potra determinare ww’altra superficie che sia concentrica
ed omotetica con A', e congiunta con B' rispetto al centro di U.

15. Posto:

A=A 438, B=pU+A,
avremo:
pU 4 A'=B +428;
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dunque:

Teorema 2.° Date due superficie A, A' congiunte rispetto ad un punto O ed una
superficie qualsivoglia ‘U, se per la curva (UA) si fa passare una superficie B; si potra
per la curva (UA') far passare una superficie B congiunta a B rispetto allo stesso punto O.

Sia A un cono congiunto ad A’; U un piano passante pel vertice di A:

k) Data una superficie A’ ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto
Q; descritto un altro cono B che tocchi A lungo due generatrici; si potra inscrivere in
A' una superficie B' congiunta al cono B rispetto ol punto O; e la curva di contatto
fra A' e B sara nel piano delle due generatrici di comtatto fra i coni A e B.

Si prenda per B il sistema di due piani tangenti al cono A:

1) Data una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto O
due piani tangenti di A sono ¢ piami direttori, relativi al punio focale O, di una su-
perficie B’ inscritta in A'; la curva di contatto di queste superficie & nel piano delle
generatrici lungo le quali il cono A ¢ toccato dai due suoi piani tangent:.

La superficie U sia circoscritta ad A lungo una conica il cui piano sia B. II teo-
rema 2.° da:

m) Date due superficie A, A’ congiunte rispetto ad un punto O, ed un'altra su-
perficie U tangente ad A lungo una conica, per la curva (UA') si potrd far passare
una superficie di rotasione avente un fuoco in O e per relativo piano direttore il piano
del contatto fra U ed A.

Sia A un cono congiunto ad A’; U il sistema di due piani tangenti ad A; B il
piano delle due generatrici di contatto. Avremo:

n) Data una superficie A" ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto
O;-se A vien segata da due piani tangenti di A, per le due coniche di sezione si potrd
for passare una superficie di rotazione avente un fuoco in O, e per relativo piano di-
rettore il piano delle due generatrici, lungo le quali il cono A ¢ foccato dai due suoi
piani tangenti.

p) Data una superficie A' ed un cono A congiunto ad essa rispetto ad un punto O ;
se A vien segato da un piano passante pel suo vertice e per O, secondo due generatrici;
it piani tangenti ad A lungo queste generatrici segamo A' in due coniche, per le quali
si puo far passare un cono di rotazione avente il vertice in O e I asse perpendicolare
al piano delle due generatrici di A.

16. Posto:

A'=XNS+ A, A7 =¥'S +A
B =p U+ A, B'=p'U+ A",
se ne ricava:
NB'— AB'= My — W)U 4+ (M —N) A
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dunque:

Teorema 3.° Date tre superficic A, A', A" congiunte rispetto ad un punto O, ed
una superficie qualsivoglia U, se per le curve (UA'), (UA") si fanno passare rispetti-
vamente le superficie B, B"; le curve (BB"), (UA) saranno situate su di una stessa
superficie (di second ordine).

La superficie U sia un piano:

q) Date tre superficie congiunte A, A', A" segate da uno stesso piano, se si inscri-
vono rispettivamente in A', A" lungo le rispettive sezioni due superficie B', B”; si potra
per la curva (B' B") far passare una superficie tangente ad A lungo la sezione in essa
fatta dal piano dato.

Le superficie A, A’, A" siano tre coni congiunti, U il piano de’ loro vertici; B
il sistema dei piani tangenti ad A’ lungo le generatrici, in cui questo cono & segato
dal piano U; B" il sistema dei piani tangenti ad A" lungo le generatrici in cui quest’ul-
timo cono & segato dal medesimo piano U. Il teorema 3.° ci da:

r) Dati tre coni congiunti, ciascuno segato secondo due generatrici dal piano deter-
minato dai loro vertici, se si conducono i piani tangenti al primo cono e i piani tan-
genti al secondo lungo le rispettive generatrici d'intersezione, i due primi piani tangenti
segano gli altri due in quattro rette, situate in uno stesso cono (di second ordine) tan-
gente al terzo de’ coni dati lungo le due gemeratrici in cui questo & segato dal piano

dei tre vertici.
17. Posto:

A=U+aV, B=U+0bV, C=U-4eV,
A=A+dS, B=B44S,
avremo:

(c——b)A’—}-(a-——c)B’———(a—b)C—}—(a’(c—b)—{—b’(a—c))s

ed inoltre:
YA —dB'=bA—aB.
Dunque:

Teorema 4.° Quando tre superficie A, B, C passano per una stessa curva, se si
prendono due superficie A', B' congiunte ordinatamente ad A, B, rispetto ad uno stesso
punto O per la curva (A'B) si pud far passare una superficie C' congiunta a C rispetto
ad O. E le curve (ABC), (A'B'C') sono situate su di una stessa superficie (di secon-
d’ordine).

Le superficie A, B siano circoscritte I'una all'altra; per C si prenda il piano della
curva di contatto, o il cono involvente A e B lungo questa curva. Si avrd cosi:
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s) Quando due superficie A, B si toccano lungo una conica, se si descrivono due
altre superficie A', B’ ordinatamente congiunte a quelle rispetto ad uno stesso punto O
per la curva (A'B) passeranno le tre seguenti superficie: una superficie di rotazione
avente un fuoco in O e per piano direttore il piano del contatto (AB); una superficie
congiunta, rispetto ad O, al cono involvente A e B; una superficie circoscritta ad A ¢ B
lungo la loro curva di contatto.

La superficie B sia un cono involvente A; e C sia il piano della curva di contatto:

t) Date due superficie A, A' congiunte rispetto. ad un punto O, ed un cono invol-
vente A; se si descrive una superficie B' congiunta a B rispetto ad O per la curva
(A'B) passeranno: una superficie di rotazione avente un fuoco in O e per relativo piano
direttore il piano del contatto (AB); ed una superficie tangente ad A lungo la curva di
contatto fra A e il cono B.

Sia A un cono, B il sistema di due suoi piani tangenti, C il piano delle due ge-
neratrici di contatto.

u) Data una superficie A', un cono A ad essa congiunio rispetto ad un punio O,
e due piani tangenti di A; se si descrive una superficie B' per la quale O sia un punto
focale, ed i due piani tangenti di A siano i relativi piani direttori; per la curva (A'B)
passera una superficie di rotazione avente un fuoco in O e per relativo piano direttore
il piano delle due generatrici di. contatto del cono A co’ suoi due piani tangenti; e pas-
sera inoltre un .cono tangente al cono A lungo quelle due generatrici.

Se il piano delle due generatrici passa per O, la superficie di rotazione menzio-
nata nel precedente teorema & un cono.

Proprieth di una superficie di second’ ordine

relative ai suoi cilindri congiunti.

18. Data una superficie di second’ordine, dotata di centro, riferita ai suoi piani
principali:
(1) ar® + byt + ex*—1 =0
vogliamo ricercare i suoi coni congiunti relativi al centro di essa. Qualunque super-
ficie congiunta colla (1) rispetto al suo centro, ossia passante per la ideale interse-
zione della (1) col cono immaginario:

(2) e+ 2=0
& rappresentata dall’equazione:

() @+o)+G+o)y+(c+o)r*—1=0
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onde tutte quelle superficie sono concentriche ed hanno i medesimi piani principali.
L’equazione (3) rappresenta un cono per

=w, —a, —b, —¢;
eppero, oltre il cono (2), si hanno i tre coni congiunti:
b—a)y* 4 (c—a)x*—1=0

(4) (e—b)#+(a—b)a*—1=0
(@—c)*+b—c)y’*—1=0

i quali sono tre cilindri, aventi rispettivamente le generatrici parallele agli assi prin-
cipali della superficie data (1). Noi li chiameremo ¢ ftre cilindri congiunti della su-
perficie data. Ritenuto ¢ >>b ¢, il primo cilindro & immaginario; il secondo che
ha le generatrici parallele ai piani ciclici della (1) & iperbolico; il terzo & ellittico.

Paragonando le equazioni (4) con quelle delle sezioni principali delle superficie (1),
risulta che:

Ciascun piano principale di una superficie di second’ordine sega questa e il cilindro
congiunto ad esso perpendicolare secondo due coniche aventi le stesse linee congiunte
(rispetto al loro centro comune). I tre sistemi di linee congiunte comuni sono le interse-
zioni del piano principale cogli altri due cilindri congiunti e col cono immaginario con-
giunto (2).

Ciascuno de’ tre cilindri congiunti individua gli altri due; e se prendiamo a con-
siderare Piperbole e I'ellisse, basi de’ due cilindri reali, ciascuna di queste coniche ha
due vertici nelle linge congiunte reali dell’altra.

Segue da cio:

Quando due superficie di second’ordine hanno le sezioni principali rispettivamente
dotate delle stesse linee congiunte (rispetto al loro centro comune), esse hanno i medesimi
cilindri congiunti. E reciprocamente, se due superficie di second’ordine hanno un cilindro
congiunto comune, le loro sezioni principali avranno rispettivamente le stesse linee congiunte.

19. I teoremi n) e p), n. 15, applicati alla superficie data e ad un suo cilindro
congiunto, somministrano:

Due piani tangents ad un cilindro congiunto di una superficie di second’ordine segano
questa secondo due comiche per le quali si pud far passare una superficie di rotazione
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