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a,a,6,a,—0,8,0,6,+0,08,8,Q,—0, 0 0,Q,.

Da nun a, = ¢, gesetzt ist, haben die 4 Glieder allemal den-
selben Werth, wenn man vom Vorzeichen absieht, und das Vor-
zeichen ist bei zwei Gliedern gleich und entgegengesetzt dem Vor-
zeichen der beiden andern. Es wird also der ganze Ausdruck
gleich Null. Dasselbe geschieht auch, wenn a,, a, oder a, gleich i,
gesetzt wird.

Damit ist die Allgemeingiltigkeit der Gleichung (5) nachge-
wiesen. Entsprechend kiénnte man die entsprechende Gleichung

a, = 0

2tag ap a5 0, a5

8¢

beweisen. Diese ldft sich iibrigens direct aus der andern ableiten,
indem man in dem neuen Ausdruck jedesmal solche Glieder zusam-
menfaBt, welche denselben HuBersten Factor links besitzen. Das-
selbe gilt von den Ausdriicken, welche analog aus mehr als fiinf
Quaternionen gebildet werden konnen.

Die Frage, ob das System der Gleichungen (2) durch die Glei-
chung () vollstindig gemacht wird, bleibt noch offen.

Ueber einen Mittelwerthssatz.
Von

0. Hddder.
Vorgelegt von H. A. Schwarz.

1

Im Messenger of Mathematics vol. XVII no. 10 hat Herr L.
J.Rogers gezeigt, wie aus der Thatsache, daB das geometrische
Mittel aus beliebig vielen positiven Werthen stets kleiner ist als
das arithmetische, eine Reihe von Ungleichungen abgeleitet werden
kann. Diese Ungleichungen, welche bei Convergenzuntersuchun-
gen Dienste leisten kionnen, lassen sich aus einem allgemeinen
Theorem unmittelbar ableiten, welches durch seinen Zusammen-
hang mit den Principien der Differentialrechnung ein besonderes
Interesse beansprucht.

Bedeutet nimlich ¢ (z) eine Function einer reellen Verdnder-
lichen mit zunehmendem Differentialquotienten, so ist das arithme-
tische Mittel aus einer beliebigen Zahl von Functionswerthen stets
grofer als der Functionswerth, welcher dem in derselben Weise
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gebildeten Mittelwerth der zugehtrigen Argumente entspricht. Da-
bei ist der Begriff des arithmetischen Mittels gleich in der allge-
meinen Weise zu nehmen, daB jedem der Werthe, aus welchen
dasselbe zu bilden ist, eine beliebige positive Grife als Gewicht
zugeordnet wird, so daB also die Formel

a,9(z) +a,9@)+- - +a,9(z) >0 (“1x1+aex2+" .+anxn)
a,+a,+---+a, a, + a4+ - - +a,

den Ausdruck des genannten Satzes darstellt.

2.

Um diesen Satz zu beweisen, beginne ich mit dem Fall, in
welchem zwei Argumente z, und #, vorhanden sind. Der Mittel-
werth werde mit s bezeichnet,

% Z, + Ay 2y
- ’

a, + a,

wo a, und @, positive Griofen bedeuten.
Der Einfachheit wegen midge angenommen werden, daB die
Groge x, die kleinere sei, so daB also

z,<s<uz,
ist. Nach dem Fundamentalsatz der Differentialrechnung ist nun

(p($1)—cp(8) = (xl—s) [‘P'(x)]xl,s

wo [¢'(#)]y, s einen unbekannten Mittelwerth aus den Werthen von
¢'(z) im Intervall z,,...s bedeutet. Man findet daher

o(@)—9(s) = ";1"_;72 (@, —z;) [¢' (x)]aa , 8

und ganz ebenso
a, ,
¢ (@) —9(s) = @, + a, (@, —2,) [¢' ()] 8, Xyt

Indem man jetzt mit a, beziehungsweise mit @, multiplicirt
und dann addirt, ergeben die beiden letzten Gleichungen die Re-
lation

a, % (xl) +a,¢ (xz) - (al + az) ¢ (3)

- mal“faz @ —2){[¢ @) g, o, —[¢' (@]W .

Nach Voraussetzung ist der Differentialquotient ¢'(x) eine zu-
nehmende Function, es ist also auch
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(¢’ @)]s, 2, > [¢' @], s
und es folgt somit aus der vorhergehenden Relation, dab

& ¢ (xx) +a, ¢ (z,) — (a1 +a,)e(s) > 0
ist.

3.

Aus dem zuletzt gewonnenen Resultat kann der gewiinschte
Beweis durch Wiederholung hergestellt werden. Ich nehme noch
weitere n—2 Argumente z,, #,, ..., an; die zugehorigen posi-
tiven Gewichte seien @, qa, ... a,. Zur Abkiirzung werde auflerdem

n

P— (a1+a2)s+aaxs —_ a1x1+a9xz+a’3m__3,
b a, +a,+a, a, + a, + a,
= (ax +a, + a’a) 8 +a.z, — 4, % + a4, %, + @ Xy + 4%, ’
2 a1+a2+a3+a4 a/1+a'g+a8+ai
gesetzt.
Nun ist

8,9 (#,) + 8, (%) — (@, + a,) 9 (s) > 0
(@, + a,) 9(s) + a, ¢ (%) —(a,+ 2, +a,) 9 (s,) =0
(a1+a,+aa)<?(sl)+a<9(w.) (a + a, + a, +a4)<P(2)>0

(a+a+ +an—-1)(9(sw—8)+a(?(x)—_~(a +a2+ +an)cp<h—2)>0
Durch Addition erhilt man hieraus

voa @)+ a,9@)+ ... a9(,)
—(a1+a2+ A +a")(P(3”_2) >O7

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.

Aus der Art der Herleitung ergiebt sich, daR in der letzten
Ungleichung das Zeichen > im strengen Sinn zu nehmen, d.h. die
(leichheit auszuschlieBen ist, vorausgesetzt, daB die Function ¢’ ()
wirklich stets zunimmt, also in keinem Intervall constant ist, dak
ferner die Argumente z,, x,, .., nicht alle einander gleich sind
und die GroBen a,, a,, . . @, simmtlich einen von Null verschiedenen
Werth haben. Tritt eine der genannten Ausnahmen ein, so ist
an Stelle des Zeichens = das Zeichen = zu setzen.

Ein analoger Satz besteht unter der Voraussetzung, dap ¢’ (v)
eine abnehmende Function ist; man hat dann das Zeichen > in
das Zeichen << zu verwandeln.
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4.

Unter der Voraussetzung, daR die Function ¢ (z) einen zweiten
Differentialquotienten besitzt, kann noch eine weitere Schlusfol-
gerung gezogen werden. Zundchst gewinnt der Satz jetzt die
Form, dag

a,9®) ta, o)+ - - ta9(x) (alxx+a2xa+--+anx,>
4+ a+ - ta <\ 4 +e+. Fq

ist, je nachdem der zweite Differentialquotient ¢” (z) in dem ganzen
in Betracht kommenden Intervall positiv oder im ganzen Intervall
negativ ist.

Ich lasse jetzt die Voraussetzung fallen, daf der erste Diffe-
rentialquotient immer zunehmen oder immer abnehmen soll. Die
Function ¢”(#) kann also ihr Vorzeichen #ndern, dieselbe moge
aber zwischen endlichen Grenzen bleiben in dem betrachteten In-
tervall, in welchem die Argumente z,, ,, ..®, gelegen sind. M
sei die obere, N die untere Grenze dieser Function. Ks ist dann

¢ (#)—§ Na'
eine Function mit positivem und
¢ (@) —§ M2
eine Function mit negativem zweitem Differentialquotienten.
Wendet man auf jede dieser beiden Functionen den gefunde-

nen Satz an, so ergiebt sich, wenn jetzt o an Stelle von s,, ge-
setzt wird, daf der Ausdruck

09 (@) + a9 @)+ - - +0eE@E)— @+t +a) ()
grofer ist als
iN{a, a2+ 0,2l + - - + o2, —(0, + 0+ +a,) o}
und kleiner als
1Mo, @ + 0,28 + - - + 0,2 —(a,+a,+ 4 a)o].
Es ist also
0,9 @)+ 0,0 @) + - +0,9@)— @ +a+ - +a)e0)

S
ax+a2+"+a’u,

wo
[N, M]

Nachrichten d. K. G. d. W. zu Gottingen. 1889, Nr. 2.
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einen zwischen N und M gelegenen Werth bedeutet und S eine
Abkiirzung ist:

S =
(ax +a -+ 4+ a‘n) (alxi + azxz 4+ .. +anx: ’_—(alxl“{' a, Xz +-- +a”.%'n)2.
Dieser Ausdruck kann auch so dargestellt werden:
S =73 a,a,%,—>0,a,%,%,,
T, Y, 1
wo die Summationsbuchstaben v und p in den Doppelsummen die
ganzen Zahlen von 1 bis # durchlaufen. Der Ausdruck
z a, (1“.%?,— Z ay a/.txv .Z:u
Y Y
ist mit dem vorhergehenden identisch. Bildet man die halbe Summe
von beiden, so erhilt man
S = 3}Xa,0 (,—z).

Yy M

In dieser Summe reduciren sich alle diejenigen Glieder auf
Null, fiir welche v = p ist. Man kann den Factor 4 weglassen,
wenn man dafiir die Summe iiber alle Paare von einander ver-
schiedener Zahlen v, p aus der Reihe 1, 2, ..#n erstreckt und da-
bei jedes Zahlenpaar nur einmal nimmt.

SchlieBlich findet man also

y' 2
Sa,¢(e)—¢() Ya, = o 20T

wo I einen Mittelwerth bedeutet auns den Werthen des zweiten
Differentialquotienten ¢”(z), und die Summe im Zihler rechts in
der angegebenen Weise aufzufassen ist. Dabei ist

Sa,zx
g = 2%,

2a,
5.

Dieses Resultat kann auch aus der Restformel der Taylor'-

schen Reihe abgeleitet werden. Es ist
¢@) = 9@+ @—2)¢ () + 4§ (@m—0a)M,,
wo M, einen Mittelwerth aus den Werthen der Function ¢" (%) im
Intervall o...z, bedeutet. Multiplicirt man mit @, und summirt
man von v = 1 bis v = %, so ergiebt sich
zavcp (xw) = f’?(a) Zav + (P’(G) Eav(xv“ G)
+ 3 2R, a, (x,—0)*.
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Nun ist
2a,(®,—o) = Za,2,—cZa, = 0.
Ferner ist nach dem gewthnlichen Mittelwerthssatz
IM, a, (x,—0) = M= a,(x,—o)
wo I einen Mittelwerth von
M|, M, ... M

bedeutet. Es ist aber
2a,(#,—0) = Za,22—202a,2, +*Ya,
Setzt man hierin
2a,z, = c2q,,
s0 erhilt man
2a,4,—d*2a,,
also den frither mit

S
2a,

bezeichneten Ausdruck. Damit kommt man auf die Formel

Sa,a,(2,—2,)

2a,9@)—9()2a, = M S

zuriick.,

6.

In dem Fall, in welchem zwei Argumente z, und x, nur vor-
handen sind, erhdlt man, falls a, = a, = 1 gesetzt wird:

p@) +oe)—2p(DE") =y (0, —ay.

Dieses Ergebnif ist sehr bekannt. In der Theorie der Funec-
tionen zweier reellen Verdnderlichen besteht eine analoge Beziehung.
Bedeutet ndmlich V eine Function von 2z und y und R den Radius
eines Kreises in der Ebene, deren Punkte die Werthepaare =, y
vorstellen, so ist

dep——-21tR- V, = 1= R[AV].
P

Das Integral ist tiber die Peripherie P des Kreises zu er-
strecken, dp ist das Bogenelement. ¥V, ist der Werth der Function
im Mittelpunkt des Kreises und [AV] ist ein Mittelwerth aus den
Werthen der Groge
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oV oV
AV = —axT-l-—a‘gg—

fiir die Kreisfliche. Unter der Annahme, daB die Function ¥V mit
ihren ersten und zweiten Differentialquotienten stetig sei, liBt die
genannte Relation sich aus dem Green’schen Satz ableiten.

v.

Es mogen jetzt in der Grundformel fiir ¢ (z) die einfachsten
Functionen eingesetzt werden. Zunfchst sei

p@) = a7
wo m eine beliebige reelle GroBe bedeuten soll. Es ist ¢”(z) > 0,
wenn m > 1 oder m <0 ist, und ¢"(x) <0, wenn 0 <m < 1

ist; dabei soll das Argument z auf positive Werthe beschrinkt
werden. Man findet nun

(Ea)y-Za,a7 > (2a,2,)",
falls m > 1 oder m << 0 ist. Nimmt man an, daB
l<m=<?2
ist, so erhdlt man fiir den Exponenten m —1 die Ungleichung
Ea)* a2y < (Za,z,)"
Durch Combination der beiden letzten Relationen ergiebt sich
2a, - 2a,2y > a2 Za,z,
Setzt man zur Abkiirzung
Zaxp =T, .
g0 kann man die gewonnenen Ungleichungen in die Formen
T, > 1
und
To Tm > To—1 1

setzen. Da man nun in den Formeln @, durch a,4 und z, durch
7, ersetzen kann, so mub es gestattet sein, in jeder der letzten
Ungleichungen die Indices der Grofen v simmtlich um eine und
dieselbe GroRe zu vermehren oder zu vermindern, oder diese In-
dices séimmtlich mit derselben GriBe zu multipliciren. Dadurch
gewinnt man unmittelbar die von Herrn Rogers aufgestellten
Ungleichungen § 3 (1), (2) und § 1 (3), (5).

8.
Setzt man ¢ (z) = €%, so erhilt man
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a,e” +a,6% 4 -+ +a.e™ > ¢ “lmli"f;“;s'f";:’%%
a,+a,+ - +a, s " 1
oder, wenn
=y,

gesetzt wird,

(a‘y’+“2%+--+anyn)“‘+“’+'~+a”
a+a,+--+a,

Dies ist der Satz vom arithmetischen und geometrischen Mittel
in seiner allgemeinsten Gestalt, wie ihn Herr Rogers zum Aus-
gangspunkt wihit, § 1 (1).

Setzt man ¢ () = loga, so ergiebt sich, indem man sich auf
positive Argumente beschrinkt

UM
> gyt

-yf’....y”.

2a,2, _ Zaloguz,
g 5, > 34,
Vgl. a. a. 0. § 4.
Falls an Stelle von ¢(x) die Function zlogz genommen wird,

und die GroBen
Gy =y =+ =a, =1

gesetzt werden, so erhdlt man wieder fiir positive Argumente

B F @t X2+,
n n

* log

< %{x, logz, +z,logz, + - + +z,logz,},

oder, wenn man die Logarithmen fortschafft,

LY

<z'-x,

<x1+x2+..+xn
n

Vergl. a. a. 0. § 1 (2).

9.

Fiir die trigonometrischen Functionen ergeben sich folgende
Resultate:

a,sinz, + a,sinz, + - - - +a,sinx"<sinalwl+a,,xn +--+az,
!
a+a,+-- -+ a, a+ 0+ - +a,

vorausgesetzt, daB

o<z, <m.

Liegen die Grégen » alle im Intervall =...2x so hat man an Stelle
des Zeichens < das Zeichen > zu nehmen. Ebenso findet man
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altg$l+a2tgx2+' v +antgxn >tg afx-%‘-l-a,‘xz +- . +a”x"
a1+a,‘,+...+a,. a1+a2+..+an ’

—

3

falls die Argumente alle im Intervall 0. .. 5 oder alle im Intervall

T % gelegen sind. TFiir die Intervalle % «vomund _322 .o 2 gilt

wieder das Umgekehrte.

10.
Von dem bekannten Satz, da (fiir m > 1)
m—1 z m > d L
" v;lxy (Z;“%)

ist, welcher durch Specialisirung einer unter 7. gegebenen Formel
sich ergiebt, folgt hier noch eine Anwendung auf Reihenconver-
genz. Ich beweise den Lehrsatz: Wenn fiir die positiven GroBen
Xy, Ty Ly, ... die Summe

ilwr (m > 1)

convergirt, so gilt dasselbe von der Summe

®
Z
2 =

V=154

wenn p > 0 ist.
Aus der gegebenen Formel gchlieft man, daB

m—=1

n m~1 , 1
2a,<n" (e )"
1 1
ist, also wegen der Convergenz der Summe
[o2]
pIL
1

daB fiir jeden Werth von »
m—1

» =
> z, < const. n ™
1

bleibt.
Wendet man jetzt die partielle Summation an, so ergiebt sich,
indem
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gesetzt wird:

s B "2‘:10 | 1 S,
m—1 - ¥ m=—1 + mt
i1y a8 =1 (v» 0 (1)) e T
Weil nun

m—1

s, << const, nm
ist, so muf
lim _ % _ ¢

~1
n =0 ,n’ﬂ.,,,_ ¢

sein, denn p ist eine positive, von Null verschiedene Grife. Um
den anderen Theil zu beurtheilen, entwickelt man

e 1 (R

SRR R R

Wenn v unendlich wiichst, so erhdlt das Verhdltnif der rech-
ten Seite dieser Gleichung zur GriRe

(m —1 n > 1
m - P v’”‘—f +Qo+1

den Grenzwerth 1. Es convergirt also die Summe
i 1

VR (1) tef]

denn sie reducirt sich auf

@D
Sa,

y==1

4,
o+1?

3
1
wo die GroBen A, unter einer festen Grenze liegen.

Durch Zusammenfassung des Vorhergehenden erhirtet man die
behauptete Convergenz der Summe

2.
>

IVm+q

v

Bei der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften einge-
gangene Druckschriften.

Man bittet diese Verzeichnisse zugleich als Empfangsanzeigen ansehen zu wollen.

August, September, October 1888,
(Fortsetzung.)

Bulletin de I'Academie R. des sciences, des lettres e 3 i
58 année, 3. série, tom. 16. N. 7. 8. des bewux arts Ge Belgique.



