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CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA QUE UNNUMERO

SEA SUMA DE DOS CUADRADOS

No todo namero puede ser representado como suhasdaiadrados.

Piede Fermat (1601-1665) ,conocido como el padradeobria de
NuUmeros , en carta de 25 de diciembre de 164@gjdira Marin Mersenne , fraile franciscano ,
enuncié el teorema que afirmaba que un nimero pdlieria forma 4 n + 1, puede expresarse de
una manera como suma de dos cuadrados. Afiadiai gaeétimero primo, que es suma de dos
cuadrados , se multiplica por otro primo que tamlgig suma de dos cuadrados , el producto seria
la suma de dos cuadrados , de dos formas distibtas

Fettambién afirmo, que ningdn nimero primo de lanf@ 4n+3
puede expresarse como suma de dos cuadrados (1)

Exisina férmula sencilla, ya usada por Diofanto :

2 2 2 2 2 2 2 2
(a + b )(c + d )=(abd) + (ad-bc) =(ac—bdd (ad+bc)

que permite observar que el producto de dos niumeguesson suma de dos cuadrados, es también
suma de dos cuadrados.

Entitros matematicos que estudiaron este problevdanmos citar
a Bachet, en sus comentarios al Libro de DiofaR@ncois Viete y Albert Girad ( 1595-1632).
Este afirmaba , que un nimero es suma de dos clesdrai es un cuadrado, o es el 2, 0 es 1 méas
multiplo de 4, o un producto de tales nimerospasde dificil de este Teorema, es probar qué con-
diciones son suficientes. (2)




En nwesestudio , hacemos referencia a todo nUmé\q entero , positivo,
impar, no mdltiplo de un cuadrado, ni maltiplo 8e

Pueden ser nimeros primos o compuestos .

Los nimeros multiplos de cuadrado, se dividirAngsbas cifras, tantas veces como lo permita el rmime
hasta obtener el nimero “N”, vélido para el @stud

Al final del estudio se tendra en cuenta esta sfit@tion.

2 2
N=a + b .-CONDICIONES NECESARS Y SUFICIENTES
Como sabemosctadicion necesaria , pero no suficiente, es que :
N=1( médulo4 )
TEOREMA

Como condiciemecesarias y suficientes, citaré aquellas equiase fundamen-
ta mi Teorema , y que mas adelante justifico :

A) .- Paratodo “N”, suma de dos cuadrados , dadeesto cuadratico R , médulo el citado “Niene
gue existir al menos otra pareja de cubamlra que genere como resto (N-R).

B).- Para que “N” sea igual a la suma de 2 cuamrael preciso que “N” sea igual a la suma decdas
drados consecutivos , mas dos veces dlpto de 2 nUmeros consecutivos :
2 2
N= e + (e+1) +f2f+1)

C).- Que la suma de 4 cuadrados consecutivoscosgguente la unidad , médulo “N”.
2 2 2 2
g + (g+1) + (g+2) ¢g+3) = 1 (moédulo N )
Podemos cifacondiciones necesarias y suficientes , quernisndundamento
en las arriba citadas :

D).- Igualmente serd condicion necesaria y sufteie que N+ 1 sea igual a la suma de 4 cdadra
consecutivos mas 16 veces el productaodaldterminados nimeros consecutivos :

2 2 2 2
(a-3) (a=1) (a+1) (a+ 3)
N + + + + 16t (t+1)
4 4 4 4




E).- Que la suma de 4 cuadrados consecutivos,m@songruente 16 , médulo N :
2 2 2 2
h + (h+2) +h+4) + (h + 6 ) = 16mddulo N )

A continuacidn vasrejustificar el “por qué” ,de las citadas coraties :

JUSTIFICACION, CONDICION *A”

Para todo “N” , sumaleuadrados , dado un resto cuadratico R, lnd@eitado
“N”, tiene que existir al menos otra pareja dedrados que genere elresto N—-R .

Creemos que esta coadieista suficiente mente justificada, y con arguosediver-
sos.- Citaremos uno :

2 2 2 2
N=a + b a= R b =N-=-R
2
Otro cualquier resto cuadratico, &= R(2) (mdédulo N).- Teniendo en cuenta untaderopieda-
des de los restos cuadraticos, el producto deptiodir dos restos cuadraticos ,genera otro restega
tiene que existir unresto “r*“ ,que multiplicagor “R”, genere como resto “R(2)".

R.r = R(®2) ( médulo N ) .- Siendo estb gs

(N=R).£#[ N=R(2) ] (mbdulo N )

Conociendo el cuadrade genera como resto N-1, es facil determinaquoiex cua-
drado que genere comoresto N-R .

Ejemplo : 2 2 2 2 2 2
N= 3927 a + b = 61 + 16 29 + 56
2
C = (N-=1) (mbduloN); C=(dNy/a C= ( 3977d-61 16
Resolvemos la ecuacion indeterminada 16
9 1
3 11
1 9
61 5
d=5 C= 1.239
2 2
1239 = 3976 ( modulo 3977 ) K= R ( modulo N)
2 2
K . 1239 = (N-R ) ( médulo N )




JUSTIFICACION CONDICION “B”

Esta hacia referemcia

2 2
N= + (e+1) + 2 f(fH1

2 2 a+b-1

N= a + b a>b e = - : fa-e-l=e-b
2
2 2 2

2 2 (a+b+1) (a+b-1) (a-b) -1

N=e + (e+l) +2f(f+1)= + +
4 4 2

Esto es facilmedémostrable ,

2 2 2
(a+b+1) (a+b-1) (a+b) + 1
+ =
4 4 2

La diferenciarent,
2 2
2 2 (a+b) + 1 (a-b) -1

2 2

y como quiera que , 2
(a-b) -1 = (a-b+l)acb-1)

—————————————————— es igual al producto de Hiplicar por 2 , dos nimeros consecutivos.

2 2
Ejemplo : N= 12.719.837 = 2348 2347 + (2 x 921 x 922 )

2 2 2 2
12.719.837 = (2348+921) + (234722» = 3269 + 1426




JUSTIFICACION CONDICION “C *

Esto haeferencia a :

2 2 2 2
g + (g+1) +(g+2) 4¢3 ) =1 ( moédulo N)
N-2C-3 2
I C =(N-1) ( modulo N)
2

La justdicion es muy simple :

2 2 2 2
2 (g-3) (91-) (g+1) (g +3)
g = + + + -5
4 4 4 4
2 2 2 2 2
Ejemplo : 359 = 178 + 17 180 + 181 - 5
2 2 2 2 2
(g-3) (g-1) (g¥) (g9g+3) g + 20
+ + + -5 o - 5 = g
4 4 4 4 4
Por oparte , si consideramos que :
2 2
C = (N-1) ( médulo N ) C =-1( médulo N )
2
(2C) =-4 ( médulo N) 2=C0 ( moéd. 2 ) (N -2 @s impar
2 2 2 2
(N-2C-3) (N-2C-1) (N-2Q) (N-2C+3)
+ + + -5E '4(méd N)
4 4 4 4

la suma de los cuatro cuadrados es congruente modsnddulo “N” .




JUSTIFICACION CONDICION “E*

Estcth :

2 2 2 2
h + (h+2) + (h+4) + (9 = 16 ( médulo N )

h=1C-3

Si mulig@mos por 4 ,dos al cuadrado , la ecuacion deddicion “C”, lle-

gariamos a :
2 2 2 2 2
(2g+6) =4 +(g+)2+ (g+4)+ (g+6) 20
Ejemplo : 2 2 2 2 2
718 = 356+ 358 + 360 + 362 +0

para (2g+ 6F¥ 2 ( mbédulo 4 )

Recordengue tiene que existir un cuadrado :

2
(2g+6) = -4 (mbodulo N )

2 2 2 2 2
(2h+6) = h + (h + 2% (h+4)+ (h+ 6 )-20=-4(mod. N)
luego , 2 2 2 2

h + (h+2) + (h4) + (h+6)= 16 ( moéd. N )
Ejemplo :

2 2
N = 3977 1239 = -1 ( mo6d.3977) ; 247& - 4 ( mdd. 3977 )
2 2 2 2

1236 + 1238 + 1240 + 1242= 16 ( mddulo 3977)




JUSTIFICACION CONDICION “D *

2 2 2 2
(a-3) (al) (a+1) (a+3)
N+ 1= + + + + 16 t{+1)
4 4 4 4
b-2
t= -
4
2 2
N= a + b ; N -3 (mbodulo 8 1 ( modulo 4 ) a>1 b>1
Consideramos , “a“ ,elcuadrado impar E 2 (moéd. 4 )
En baslo expuesto en las condiciones anteriores ,
2 2 2 2 2 2 2 2
(a-3) (a-1) (a+1l)(a+3) (b-6) (b-2) b¢t2) (b+6)
N = + + + + + + + - 25
4 4 4 4 4 4 4 4

sumamosa N ,launidad. Eltérmino indepertidiesera -24.

lsegunda parte de la ecuacion , elevamos sus tEsmirtuadrado ,

2 2 2 2

b -12b+36+b -4b+4 +b +4B+b + 12b+36-96 2
= b - 4
4

habiamos dicho, que =b2 ( mod. 4 ) b2z +4t

2 2 2
b -4 =(2+4t) -4 = 16+ 16t = 161t (t+1)

2 2 2 2
(a-3) (a-1) (a+1l) (a+3)
N+1 = + + + + 16t (t+1)
4 4 4 4

Luego tenemos como condicidn necesaria y sufieiepara que “N” sea
igual a la suma de dos cuadrados , la arriba elgpues decir que “N+1“ seaigual a la sua&
cuadrados consecutivos , mas 16 veces el prodeaosideterminados nimeros consecutivos.




Ejemplo :
2 2 34 -2
N = 15.993.157 = 3999 + 34 t= --—— =8

2 2 2 2
15.993.158 = 1.998 + 1999 + 2.0602.001 + 16 (8x9)
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