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Uber die Strewung von Licht ar Licht
nach der Diracschen Theorie?)

Yon Hans Euler
(Mit 3 Figuren)

Inhalt: Einleitung. — I Teil: §1. Vorldufige Angabe eines anschaunlichen
Ausdrucks fiir die Wechselwirkung U; von Licht mit Licht, welche zum Uber-
gang zweier Lichtquanten g;, g, in zwei andere —gg, —g, fiihrt:

((.‘]192 [ 171 | —9s — 94 =Hf;) 3
§ 2. Nihere Bestimmung der Wechselwirkung U, von Licht mit Licht aus der
Tnvarianz der dazugehorigen korrigierten Maxwellschen Gleichungen:

(T = 22 5 [l — 2 + B D127)
L 7 .

§ 3. Diskussion der Vertauschungsrelationen fiir die Feldstirken im System
der korrigierten Mazwellgleichungen. — II Teil: § 4. Allgemeines Storungs-
schema, das zur Berechnung der Strenung von Licht an Licht verwandt wird;
§ 5. Aufstellung der Matrix H;fl der Diracschen Theorie fiir Streuung von
Licht an Licht; § 6. Entwicklung nullter Ordnung dieser Matrix H’iﬁ nach
Lichtfrequenzen und Vergleich mit dem Heisenbergschen Subtraktionsglied;-
§ 7. Nachweis der Identitit der aus der Diracschen Theorie folgenden Ma-
trixHii mitder oben aufgestellten Wechselwirkungsenergie T, derLichtquanten. —
I0L. Teil: §8. Ausrechnung des Matrixelements fiir Streuung von Licht an
Licht (m Glied 4. Orduung der Entwicklung nach Lichtfrequenzen) fiir zwei
Spezialfille zur Bestimmung der Zahlenkoeffizienten o, g in der Wechsel-

wirkung von Licht mit Licht. (a =— _3_6%? , B=— _36%17) H '§ 9. Bestiti-
gung des Verfahrens; § 10. Diskussion des Resultats.

Hinleitung

Halpern? und Debye?% haben bemerkt, daf man nach der
Diracschen Theorie eine Streuung von Licht an Licht erwarten mus.

1) Dissertation der Philosophischen Fakultéit der Universitit Leipzig.

Die vorliegende Arbeit ist die mihere Ausfilhrung zu einer Notiz von
Euler und Kockel in den ,Naturwissenschaften®. 23. S. 246, 1935. Teil I
und ITT wurde gemeinsam mit Herrn Kockel, §5 vorwiegend von Herrn Kockel
ausgefiihrt.

2) 0. Halpern, Phys. Rev. 44. S. 885. 1934.

3) P.Debye, in einer miindlichen Diskussion mitHerrn Prof. Heisenberg.
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Denn zwei Lichtquanten kinnen ein Paar, ein Positron und ein
Elektron, erzeugen und dieses Paar kann sofort wieder zerstrahlen;
zwei Lichtquanten konnen sich also spontan in zwei andere Licht-
quanten verwandeln (unter Erhaltung von Energie- und Impuls-
summe).

Bei diesem ProzeB muB man zwei Fille unterscheiden:

Entweder die Energien c¢g! und cg? der beiden Lichtquanten
und der Winkel zwischen ihren Impulsen gl, g? sind so groB, daB
Energie und Impulssatz die Erzeugung eines wirklichen Paars er-
lauben (¢ g% — (g g% > 2 (mc)?). Dann erhilt man die Wahrscheinlich-
keit der Streuung der Lichtquanten aneinander, indem man die
Wahrscheinlichkeiten der Paarerzeugung und der Wiederzerstrahlung
multipliziert und iiber alle Moglichkeiten summiert. Dies ist von
Breit und Wheeler?) durchgefiithrt worden.

Oder aber Energie und Impuls zweier Lichtquanten reichen
nicht zur Erzeugung eines wirklichen Paars aus

g'9* — @'Y < 2(mop,
d.h. in geeignetem Bezugssystem: gl < me¢, g2 < me/’

o |

Dann konnen die Lichtquanten g%, g% doch durch die wirtuelle Mog-
lichkeit der Paarerzeugung in zwei andere Lichtquanten ibergehen
und auch in diesem Fall (etwa des sichtbaren Lichts) muB es eine
‘Streuung von Licht an Licht geben. Ihr Wirkungsquerschnitt soll
hier berechnet werden. (§ 10, Formel 9 und 10).

L. Teil

Die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs zweier Lichtquanten g,
g, in zwei andere — g,, — g, wird gegeben durch das Quadrat eines

Matrizxelements H;: der Diracschen Theorie (welches, wie sich spiter
zeigen wird, von 4. Ordnung in der Elektronenladung ist).
Die direkte Ausrechnung dieser Matrix Hii der Diracschen

Theorie (Teil IT, IIT), [d. h. der Matrixelemente, fiir den allgemeinen
Fall beliebiger Streu- und Polarisationsrichtungen] wiirde sehr miih-
sam ‘sein. Sie kann jedoch auf das einfachere Problem der Be-

rechnung zweier Matrixelemente [d. h. der Berechnung von H; fiir

zwel spezielle Streu- und Polarisationsrichtungen] zuriickgefiihrt
werden durch die folgenden allgemeinen Betrachtungen (Teil I).

1) G. Breit u, J. Wheeler, Phys. Rev. 46. S. 1087. 1934.
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§ 1. Vorlgufige Angabe eines anschaulichen Ausdrucks fiir die Wechsel-
wirkung U, von Licht mit Licht, welche zum Ubergang
zweier Lichtquanten g,, g, in zwei andere — g, — g, fiihrt.

((9192 [T.] — 95 —99 =Hi$):

- Wenn zwei Lichtwellen sich aneinander streuen, statt sich
ungestort zu iiberlagern, so bedeutet das eine Abweichung vom Super-
positionsprinzip. Das optische Superpositionsprinzip wird durch die
Linearitit der Maxwellschen Gleichungen des Vakuums zum Aus-
druck gebracht, Die Streuung von Licht an Licht wird also durch
einen nichtlinearen Zusatz zu den Maxwellschen Vakuumgleichungen
beschrieben werden konnen, falls eine anschauliche Beschreibung
moglich ist. Diese anschauliche Beschreibung, deren Moglichkeit
wir spiter (§ 7) nachweisen, wird durch die folgende Analogie nahe-
gelegt, welche in der Diracschen Theorie zwischen Lichtquanten
und Elektronen besteht:

Zwei Elektronen kénnen ILichtquanten erzeugen und dadurch
in gegenseitige Wechselwirkung treten, die sich etwa in der Stremung
der Elektronen aneinander #uBert und fiir die es in gewisser
Naherung einen anschaulichen Ausdruck, das Coulombsche Ge-
setz gibt. ) '

Ebenso erzeugen zwei Lichtquanten virtuell eine Menge von
Paaren und dadurch entsteht zwischen ihnen eine Wechselwirkung,
die zur Streuung von Licht an Licht fihrt. Auch fiur diese
Wechselwirkung der Lichtquanten miteinander sollte man einen dem
Coulombschen Gesetz analogen, einfachen, anschaulichen Ausdruck
erwarten.

Die Coulombsche Wechselwirkung in einem Materiefeld, das
durch einen Dichteoperator * beschrieben wird, ist

= _ € vy v EIvE) ,

(L,1) U=+ ) avav

Den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines Elektrons an einem

Elektron erhilt man aus dem Quadrat des Matrixelements von (1,1)

fiir einen Ubergang im Materiefeld, der die Streuung zweier Elek-

tronen aneinander bedeutet.

Um eine zu (1,1) analoge Wechselwirkung der Lichtquanten zu
finden, muB man eine Funktion T, der Freiheitsgrade des Strahlungs-
feldes, also der Feldstirken F, suchen, deren Matrixelement fir
einen Ubergang im Strahlungsfeld, welcher die Streuung zweier
Lichtquanten aneinander bedeutet, gleich dem oben besprochenen
und spiter zu berechnenden Matrixelement H:1 der Diracschen

Theorie fiir diesen ProzeB ist.
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Uber diese Wechselwirkung U, . der Lichtquanten als  Funktion
der Feldstirken 1Bt sich folgendes aussagen:

Da sie zu Prozessen fithren soll, in denen zwei Lichtquanten
vergehen und zwei entstehen, muf sie die Feldstirken oder ihre
Ableitungen in der 4. Potenz enthalten: ,

A =constf[FFFF+const'g—£%—fFF-{— .. -]dV
(Indices von Tensoren und Vektoren sind hier und im folgenden
weggelassen oder durch spezielle Indices repriisentiert, um ihre
Verkniipfung zu einem Skalar noch offen zu halten).

Da die Wechselwirkung U, die Dimension einer Energie haben,
aber (als Glied 4. Ordnung der Diracschen Theorie) die Elektronen-
ladung in der 4. Potenz enthalten soll (und da aus den 4 univer-
sellen Einheiten e, m, ¢, h nur eine dimensionslose Zahl, die Sommer-

feldsche Feinstrukturkonstante —gc— ~ Tfls? gebildet werden kann), ist

die Konstante bis auf einen numerischen Faktor bestimmt zu:

fc 1
const = & Iy
(1,2) mit By = —=— = ,Feldstirke am Rande des Elektrons<.

e2
me?

Aus demselben Grunde miissen die Glieder mit den Ableitungen
der Feldstirken noch eine von der Elektronenladung unabhingige

Linge, also die Comptonwellenlinge % als zusitzlichen Faktor

enthalten.

Zunzchst wundert man sich dariiber, daB in der Vakuumelektro-
dynamik die Elektronenmasse vorkommen soll, wihrend doch voraus-
gesetzt ist, daB nur Lichtquanten und gar keine . Elektronen vor-
handen sind. Obwohl aber die hier betrachteten Glieder nur
Giiltigkeit haben, solange keine wirklichen Paare erzeugt werden,
kommen sie doch nur durch die virtuelle Moglichkeit der Paar-
erzeugung zustande und das #uBert sich im Auftreten der Elek-
tronenmasse.

Man erwartet also neben der Maxwellschen Energie der einzelnen

Lichtquanten eine gegenseitige Wechselwirkung der Lichtquanten
von der Form:
L9 o, = % L% f[FFFF-;—(%%F) (%-H%F)FF—{-] av.
Es wird spiter gezeigt werden, daB das oben besprochene Matrix-
element an , das aus der Diracschen Theorie folgt, auch wirklich
27

Annalen der Physik. 5. Folge. 26.
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in das Matrixelement eines -solchen Ausdrucks (1,3) umgeforms
werden kann.
Da wir uns auf weiches Licht (|g] < m¢) also auf langsam

veranderliche Felder (l% % < |F[) beschréinken wollen (0,1),

konnen wir in (1,3) die Glieder mit den Ableitungen der Feldstirken
fortlassen.

- Wir nehmen also jetzt, vorbehaltlich des spiteren Beweises
(8§ 7) an, daB die Streuung von weichem ILicht an Licht durch eine
(zur Maxwellschen) zusitzliche Energiedichte im Strahlungsfeld von
der Form

(L4 Uy=1; 5 FFFF
beschrieben werden kann:
(1,5) H; = (9192 ‘fUldV’ _93_94)'

—f
2 \2 ?
()
9, 9, Lichtquanten vor dem StoB fiir
— g, — ¢, Lichtquanten nach dem Stof diesen
(9,9,10] — g;— g,) Matrixelement des Operators 0 Tiber-
Hii Matrixelement der Diracschen Theorie} gang.

(F,, Feldstirken, ¥ Volumen des Strahlungsraums, E, =

§ 2. Nihere Bestimmung der Wechselwirkung T, von Licht mit Licht
aus der Invarianz der dazugehorigen Kkorrigierten
Maxwellschen Gleichungen

- & 1
(U1 -3 E_f‘[[u (57— DY+ BB dV) y,
Die Gestalt dieser Wechselwirkung U, (1,4) von -Licht mit

Licht soll nun durch die Forderung der relativistischen Invarianz
niher bestimmt werden.

In der allgemeinen Quantentheorie von Licht und Materie?) ge-
niigt der Tensor der elektrischen Feldstirke und magnetischen In-
duktion, die hier mit &, B bezeichnet werden sollen, den Gleichungen:

@,1) 1B rot€=0, dvH=0|,

1) Die mathematischen Beweise dieses Paragraphen sind identisch mit den
von Born (M. Born, M. Born u. L. Infeld, Proc. Roy. Soc. London. A, 143.
S. 410, 1933; A, 144. S.425. 1934; A. 147. S.522. 1934) benutzten. Sie werden
nochmal wiederholt, weil es sich hier um andere physikalische Voraussetzungen
handelt. Vgl. auch S. 446.

2 W.Heisenbergu. W.Pauli, Ztschr.f. Phys. 56. 8.1. 1930; 59.8.168. 1930.
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welche mit der Existenz von Potentialen 9 gleich bedeutend sind:

2.2 E=——9, B=rot%|,

und den Gleichungen

(2,3) : —%'@-{-rot%:‘i?, div® =4mp |,

welche das Feld €, B mit der Materie der Dichte ¢ und der Stromung+
verkniipfen. Die Materie g, ¢ ist ihrerseits wieder durch die Dirac-
gleichung in ihrem Ablauf und ihrer Rickwirkung auf das Feld
bestimmt. :

Diese allgemeinen Zusammenhiinge (2,1; 2,2; 2,3) bestehen vor
wie nach der Liochertheorie.

Etwas neues entsteht durch die Lochertheorie aber beim Ver-
such der folgenden Spezialisierung.

Wenn keine Elektronen vorhanden sind, konnte man wvor der
Lichertheorie ¢ und ¢ streichen und erhielt die Maxwellschen

iy

Gleichungen des Vakuums: (2,1) oder (2,2) und
2,4 —2E+r0tB=0, divE=0.

In der Lichertheoriec aber kommt, auch wenn keine
Elektronen vorhanden sind und auch wenn die Energie
des Strahlungsfeldes nicht ausreicht, um Elektronen und
Positronen zu erzeugen,

(2:5)

doch, wie wir sahen, die virtuelle Moglichkeit zur Erzeugung von
Materie im Verhalten des Feldes zum Ausdruck.

Die Gleichungen fiir diesen Spezialfall (2,5) miissen einerseits
mit den ‘allgemeinen Gleichungen (2,1; 2,2; 2,3) im Hinklang sein,
andererseits die Feldstirken allein enthalten; sie konnen also nur
dadurch aus (2,1; 2,2; 2,8) hervorgehen, da8 die Stréme g, ¢ durch
gewisse Funktionen der Feldstirken &, 8 ersetzt werden, die man
als ,die vom Feld €, B virtuell erzeugte Materie bezeichnen kann,

D. h.: Fiir unseren Spezialfall (2,5) bleiben die Gleichungen
(2,1; 2,2) bestehen, aber die Maxwell schen Vakuumgleichungen (2,4)
sind durch gewisse Zusitze zu korrigieren, welche nur bei (gegen E,)
kleinen Feldern vernachlissigt werden diirfen.

Wir nehmen an, daB die abgeinderten Feldgleichungen durch
eine Hamiltonfunktion U und ihre kanonischen Gleichungen be-
schrieben werden konnen. Als Koordinaten des Systems konnen

27%*
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wir (nach 2,2) das (negative) Vektorpotential —9( wihlen. Die zu
—3[ kanonisch konjugierten Impulse sollen D/4mc heiflen, also durch

(2:8) DA (§) — A (8)D, (E) = 2hei 0(E — &) 0y

oder

@) | DEBE) —BE) DO = 2hoi 0E — )

{mit zyklischen 1%l) definiert sein.
Die Energie U ist dann eine Funktion aller Koordinaten und
Tmpulse, )

28) U= f uav

die allerdings nur die Feldstiirken, nicht aber ihre Abléittmgen ent-
halten soll:

2,9) U=0U(9).

Die kanonischen Gleichungen zur Hamiltonfunktion T werden nun:

$,6) = 5 [TU (B D) B.€) - B, U (B DE)]ds

=—4qac rotk—g—g
oder mit (2,1):
8 :
(2,10) a_g = z@;
und:

D)= 5 [1U (5@ DE) D, (6) - D, U BEDE)1d8

oU
= 4:7170 I‘Otkm
oder mit der Definition
. oU
@,11) T -2
2,12) — 2D+ 10t =0
was weiter
divd =0

erlaubt.
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Damit sind zu jeder Energie U die Feldgleichungen festgelegt:
(2,1) und (2,12) gibt den zeitlichen Ablauf des Feldes, (2,10) und
(2,11) verkniipft die Feldstirken €, % mit den Feldfunktionen ®,$
Wie die GL (2,12) und (2,1) zeigen, bedeutet D die elektrische Ver-
schiehung, B die magnetische Induktion und als solche die Kraft
auf den wahren Strom?3).

Das allgemeine Schema (2,15 2,2; 2,12; 2,10; 2,11), das nur auf
dem Induktionsgesetz (2,1) und der Abhingigkeit der Energie von
den Feldstirken allein beruht, bekommt seinen Inhalt erst durch
die Angabe einer bestimmten Hamiltonfunktion U.

Ist U= 222 77 50 wird 2,10): D =G und 211) § = B
und es gelten (2,12) die Gl. (2,4) des unkorrigierten Maxwellschen
Vakuumfeldes, die nur in erster Naherung fiir kleine Feldstirken
richtig sind. In nichster Naherung lautet nach (1,4) die Hamilton-
funktion

24 D I 1
@18)  U=TEE 4B @D =T, + T,

worin f eine Funktion 4. Grades in B und D ist.

Mit dem Relativitatsprinzip werden aber nur gewisse Zusitze f
im Einklang sein. Wir bestimmen diese, indem wir zeigen, daB
sich die Feldgleichungen (2,1; 2,2; 2,12; 2,10; 2,11) auch aus einem
Variationsprinzip herleiten lassen, und verlangen, dafl die Lagrange-
funktion L, die in diesem Variationsprinzip zum Extrem gemacht
wird, eine Lorentzinvariante ist.

Dazu definieren wir im AnschluB an ein allgemeines Verfahren
der Mechanik die Funktion

: L _ @D _
314) = U

1) Ein Hinzufiigen wahrer Stréme, d.h. solcher wirklicher Elekironen,
die man im Gegensatz zu den hier betrachteten virtuellen (2,3) in der Wilson-
kammer sehen wiirde, die aber nicht an der Strahlung des Feldes teilnehmen
und die in dieser Theorie nur als Probekorper vorkommen diirften, zu den
GL (2,1; 2,12) wiirde zeigen, daB

D die Quellinien wahrer Ladungen,
$ die Wirbellinien wahrer Stréme beschreibt,

und wiirde bestitigen, daB € die Kraft auf die wahre Ladung und $ die
Kraft auf den wahren Strom bedeutet. Vgl. auch C. F. v. Weizsicker,
Ann, d. Phys. 17. 8. 869. 1933.
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und berechnen ihre partiellen Ableitungen nach B und €: Wir
finden (aus einer félnderung des Feldes um 0€,0%,09D,09):

5L U B D) U BD)
Er_=——6§D+——5(& a5 98— 5% id

oder nach (2,10):
oL __59_5@_ U (%, 5%,

4w . 0%
also:
4L (B, 6)
2,15) =2 =9
und wegen (2,11):
oL (%5, €
2,16 e =—9

und sehen, daB diese partiellen Ableitungen von L durch Gl (2,12)
verkniipft sind zu einer Differentialgleichung fir L

1 8 8L aL
&1 © 9t € =0,

welche #quivalent ist mit dem Vanatmnsprmzip:

-+ rot

@,18) f f L(B,6dV dt = Bxtrem

fir die Lagrangefunktion L = L (B, E) unter den Nebenbedingungen
2,1) oder (2,2). Die Lagrangeschen Gleichungen (2,1; 2,15; 2,16;
2,18), die ebenso wie die Hamiltonschen Gleichungen (2,1; 2,10;
2,115 2,12) den Ablauf des Feldes bestimmen, sollen nun ihren In-
halt bekommen durch Aufstellung einer Lagrangefunktion I = L (%5, G),
welche eine Lorentz- und Spiegelinvariante sein mub.

Alle Lorentzinvarianten des antisymmetrischen Tensors %B,E
miissen Funktionen der beiden Lorentzinvarianten &2 — $? und
(&%) sein, von denen aber die zweite nicht spiegelinvariant ist.

Im niedrigsten zweiten Grade gibt es also nur die Lorentz-
und Spiegelinvariante ? — B2, die als Lagrangefunktion nach (2,15;
2,16; 2,18) zu den bekannten linearen Maxwellschen Vakuum-
glelchungen D=6, =P und (2,4) fiithrt.

Im n#chsthoheren vierten Grade konnen nur die Lorentz- und
Spiegelinvarianten (§2 — B?? und (€B)? gebildet werden. Also ent-
spricht der allgemeinsten bis zur 4. Ordnung in den Feldstirken
* korrigierten Hamiltonfunktion (2,18) eine Lagrangefunktion

L __—@2— ? Ly+Ly
@19 | = T2 1 2 L[ a@ - By pEB] = 2

worin —e und —f Zehlenkoeffizienten sind,
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Tiir diese Lagrangefunktion werden die Verkniipfungsgleichungen
der Feldstirken ©,® mit den Grofen D,9 (2,15; 2,16):

D € B 1 Y
@20 = Tt gl 2 - B8 - 2B ]
o 8 A _1;7[_ 4o(@2 — BYB + 25BC)E]

e?

deren Umkehrung (bei konsequenter Vernachlissigung hoherer als
4, Potenzen in den Feldstirken) lautet:

& D b3 ' | V
E242 ELOQH 4a(®— HYD + 28D 9]
B9t @ 599 - 2009

Zur Lagrangefunktion (2,19) gehort daher (2,14; 2,20) die Ha-
miltonfunktion:

(2,20)

@21) |U=2EB B0 L0 B+ fOBFI= Uyt Uy |-

Damit ist die Wechselwirkungsenergie U, der Lichtquanten bis
auf zwei numerische Konstanten ¢ und B bestimmt. Diese werden

in § 8 durch Ausrechnung des Diracschen Matrixelements an in
zwei speziellen, moglichst einfachen Fillen und Vergleich mit (2,21)
festgelegt werden.

§ 3. Diskussion der Vertauschungsrelationen fiir die Feldstiarken
* im System der korrigierten Maxwellgleichungen

Die GL (2,20) fiihrten zu dem merkwiirdigen Resultat, dafl die
elektrische Feldstirke € und die zu den Potentialen — ZTII—CQI kon-

jugierte GroBe D (2,6) verschieden sind, wahrend wir doch die all-
gemeine Theorie von Licht und Materie?) voraussefzten, in der sie
gleich sind. Der darin liegende scheinbare Widerspruch erfordert
eine ausfithrliche Diskussion. Es hat sich herausgestellt, daB der
hier vorliegende physikalische Sachverhalt am besten klargemacht
werden kann, wenn man das System: Strahlungs- und Materiefeld
mit dem mechanischen System zweier Atome vergleicht. Wir fithren
diesen Vergleich durch, indem wir neben jede Bigenschaft des einen
Systems die entsprechende des anderen Systems stellen:

1) W. Heisenberg u. W.Pauli, Zischr. f. Phys. 56. S.1. 1930; 59.
S. 168. 1930. :
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Ein Licht- und Materiefeld
kann beschrieben werden durch
die Potentiale der Strahlung und
die Dichte der Materie. Wenn
keine wirklichen Elektronen an-
wesend sind und die Energie des
Feldes nicht ausreicht, um Paare
zu erzeugen, werden die Feld-
stirken zur Charakterisierung des
Zustandes ausreichen.

Es konnen jedoch virtuell
Paare erzeugt werden, die wieder
zerstrahlen, und durch diese Uber-
ginge entsteht eine Wechsel-
wirkung zwischen den Licht-
quanten.

Beschreibt man nun das Feld
durch Gleichungen, die.die Feld-
starken allein enthalten, so muf
man die Wechselwirkung zwischen
den Lichtquanten, d. h. die nicht-
lineare Korrektur der Maxwell-
gleichungen, beriicksichtigen.

Der Zusatz L, zur Max-
wellschen Lagrangefunktion I,
enthilt die magnetische Induk-
tion B und die elektrische Feld-
stiirke § (= Zeitableitung der Po-
tentiale):

L =L, E%) + L, €%),

(3,19) { I f 6 — B2
— dV-
0 2

- Die zum Potential —LQ[
4dne

konjugierte Grofe D (2,6) ist da-
her nicht die elekfrische Feld-
stirke, sondern es ist:
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Zwei Atome konnen be-
schrieben werden durch die Koordi-
naten ihrer Kerne und die Koordi-
naten ihrer Elekfronen. Wenn
vorausgesetzt wird, daB die Elek-
tronen im Grundzustand sind,
miissen die XKoordinaten der
Kerne allein zur Charakterisie-
rung des Zustandes ausreichen.

Die Elektronen der beiden
Atome konnen jedoch virtuell
angeregt werden und wieder in
den Grundzustand zuriickkehren,
und infolge * dieser Ubergiinge
wird es eine Wechselwirkung
zwischen den Kernen geben: die
van der Waalssche Anziehung.

Beschreibt man jetzt, etwa
zur Berechnung der Banden-
spektren des Molekiils, das Sy-
stem durch die Freiheitsgrade
der Xerne allein, so miissen in
ihren Bewegungsgleichungen die
zusitzlichen van der Waals-
schen Krifte auftreten.

Der van der Waalssche
Beitrag L, zur Lagrangefunktion
hiingt von den Koordinaten ¢,
und bei genauer Berechnung, die
wir hier voraussetzen wollen,
auch von den Geschwindigkeiten g,
der Kerne ab:

L= L,(g,4) + Ly (q; VAR
Ly = 2’%“%2 -+ Funkt(g).

Die zu den Kernkoordinaten
q; konjugierten Grofen p, sind
daher nicht die mit den Massen
multiplizierten Geschwindigkeiten,
sondern es ist:
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8L _

9
(3,15) 2 (" 4nc)
320/| gy —9Ls . G
) + - ( i) ; DFE.
RET
Zwischen den Feldstirken
bestehen daher jetzt nicht die
gewohnlichen Vertauschungsrela-
tionen:
@i (5) ’SBk (5’) - 23k (5’) @i (§)
. 0 ,
= 2hei DE,; o0E— &)
sondern die abgeinderten:
9,8 %, (E)—B,6)— D@
@Dy = 2hm‘6—a§,—a(§ —&).

Im allgemeinen Fall jedoch,
.in dem das Strahlungsfeld auch
Paare erzeugen kann, muBl man
das Gesamtfeld durch die Feld-
stirken und Materiedichten be-
schreiben, und die Wechselwir-
kung der Lichtquanten tritt nicht
explizit in den Gleichungen auf:
Die Lagrangefunktion enthilt die
Feldstarken nur in der Form:

L = L,(EDB) + L’ (Materie).
Dann ist aber wieder zu den
Potentialen die elekfrische Feld-
starke konjugiert:
oL G

-y =
9 (_ 4nc)

und die Vertauschungsrelationen

lauten:

€, B.6)— B, ()€ @
= 2heiFr0E—8)
im Gegensatz zum Spezialfall (2,5).

409

eL L .
Fe BT gy

P g;m.

Zwischen den Koordinaten

~und Geschwindigkeiten der Kerne

bestehen daher jetzt nicht die
gewohnlichen Vertauschungsrela-
tionen:

Mg g, — MY =7

sondern die abgesinderten:

%
Pidi— 4.0 =7

Im allgemeinen Fall jedoch,
in dem die Elektronen auch aus
dem Grundzustand herauskdnnen,
muf man das System durch die
Freiheitsgrade der Xerne wund
Elektronen beschreiben. Und die
van der Waalsschen Xrifte
treten nicht explizit in den Glei-
chungen auf: Die Lagrangefunk-
tion enthalt die Kernkoordinaten
und -Geschwindigkeiten nur in der
Form: ‘

L =1L,(g4)+ L (Elektronen).

Dann sind aber wieder zu
den Kernkoordinaten die mit der
Masse multiplizierten Geschwin-
digkeiten konjugiert:

g—g =p;=mg;
und die Vertauschungsrelationen
lauten:

. . %
mag,q;— GMe; =~

im Gegensatz zum Spezialfall.
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Ebenso wie in der Lagrangeschen Mechanik konnen die oben
beschriebenen Verhiltnisse auch in der Hamiltonschen Mechanik
ausgedriickt werden (wir bezeichnen mit [ab] die Vertauschung:

ab—ba).

Im allgemeinen enthilt die
Hamiltonfunktion H des Feldes
die Energie H, des Lichts und
die Energie H' der Materie. Die’
Peldpotentiale ¥ sind mit H’
vertauschbar und darum ist E=D:

H=HD+H (Materie),
H, =f (1'ot9;):;+ de’

D zu %[ konjugiert (2,6), ® und A
mit H' vertauschbar,

1 G i
C=—L1d=— LHY

== z% [Hom] =D,
also € = D. .

Im speziellen Fall aber, in
dem keine wirkliche Materie er-
zeugt wird, kann die Energie der
Elektronen durch eine Wechsel-
wirkung der Lichtquanten H; (AD)
ersetzt werden. Diese ist aber
jetzt nicht mit den Feldpoten-
tialen 9 vertauschbar und daher
ist €4 D:

(2,22) H= Ho AD) + Hl D),
D zu U konjugiert (2,6),

1 i
@] =— L[,
—?%[ng{]=§) Ty

also 6 %+ D.

Im allgemeinen enthilt die
Hamiltonfunktion H des Mole-
kils die Energie H, der Kerne
und die Energie H’' der Elek-
tronen. Die Kernkoordinaten g,
sind mit H’ vertauschbar und
darum ist mg;,= p;:
H=H,(g,p,) + H (Elektronen),

2
Hy= D' 2o+ Funkt (g),

p, zu g, konjugiert, dhp,q,—
q; ;= %, g; vertauschbar mit H’,

m g, = '%' [H q,]

= L;;“[Ho 4l = D
also m §,= p,.

Im speziellen Fall aber, in
dem die Atome nicht wirklich
angeregt werden, kann die Energie
der Elektronen durch’die van der
Waals-Kraft zwischen den Kernen
H, (q,p) ersetzt werden. Diese
ist aber jetzt nicht mit den Kern-
koordinaten vertauschbar und
darum ist m ¢ & p: ;

H=H,(p;q) + H,(;9),

p; zu g; konjugiert,

j
ahp ¢ — 4Pi= -
mg; = 17;1, [Hﬂ=%[ﬂoqz']

+—7%[H1‘L~J=P +eeey,
also m g 5= p.
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Dieser Vergleich macht es noch einmal deutlich, daB es sich
bei der angeschriebenen Abinderung der Maxwellschen Gleichungen
des Vakuums nicht um eine Abinderung der heutigen Feldtheorie?),
sondern nur um einen speziellen Ausschnitt aus ihr handelt.

AuBerdem betont er den folgenden Sachverhalt: Die Wechsel-
wirkung zwischen den Lichtquanten und die Ab#nderung der Max-
wellgleichungen, die hier angegeben wurde, besteht nur solange
wie keine wirklichen Paare erzeugt werden konnen, aber sie kommt
nur dadurch zustande, daB virtuell doch Paare erzeugt werden.
Ebenso kann man mit den van der Waalsschen Kriften nur so
lange rechnen, wie die Atome im Grundzustand (oder doch in einem
bestimmten Zustand) sind, obwohl die Krafte nur dadurch zustande
kommen, daB die Atome virtuell aus dem Grundzustand heraus-
gehen.

Den mathematischen Proze8 der Anderung der Vertauschungs-
relationen in einem mechanischen System bei Spezialisierung wird
man sich so vorstellen, daB die hier vorgenommene Spezialisierung
auf Falle, in denen keine wirklichen Paare erzeugt werden konnen,
eine Termauswahl im Gesamtsystem von Licht und Materie be-
deutet, also eine Beschriinkung aller Matrizen auf Teilmatrizen, ein
Fortlassen gewisser Ubergangs- und Besetzungsmoglichkeiten durch
Streichen gewisser Matrixkistchen: Und
die iibrighleibenden Teilmatrizen haben

. —
andere Vertauschungsrelationen als die o
ganzen.

II. Teil .

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen iiber die allgemeine
Form des Resultats haben wir nun das Matrixelement H:“” der
Diracschen Theorie fiir Strenung von Licht an Licht aufzustellen,
zu zeigen, daB es mit dem entsprechenden Matrixelement einer
‘Wechselwirkungsenergie von Licht mit Licht

= 1
@2)  O=lf o [[e@® -+ p@BD1LV
identisch ist
| 7 : 4
(g] glell_g:s__'gg.):H-,;n?

und es schlieBlich in zwei einfachen Spezialfillen auszurechnen,
welche die Bestimmung der beiden Konstanten e, 8 in T ge-
statten. Wir beginnen mit- der - ausfithrlichen Darstellung des
Storungsschemas, welches zu diesen Rechnungen verwandt werden soll.

1) Vgl.. Fubnote 8. 407.
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§ 4. Allgemeines Stdrungsschema,
das zur Berechnung der Streuung von Licht an Licht verwandt wird

In einem abgeschlossenen System mit den annéhernd stationdiren
Zusténden ¢, k, I, m, n, u, 4, die die Energlen E, E, .. ud
die Besetzungswahrschemhchkelten la.f% |a,]? .. haben, ruft eine
Storung mit der zeitunabhingigen Energlema,’smx Vz,‘ die Zustands-
inderungen:

(4 1) 'l:ii—a— a I(t) — 2 ?(E[U_E[l')t —Vﬂ FI a‘u (t)

hervor. (i: Zeit, h = 2u i: Plancksches Wirkungsquantum). Ent-
wickelt man dle Stérung V' und die Zustinde @, nach einem
klemen Parameter:

V= Vit V2LV 4 Ve ..
{ e, =a'+atael+altatt ...,
und setzt voraus, daf zu Anfang der Zustand ¢ verwirklicht sei
(@) =9,, a°0)=0 fir «>1), so folgt in 1. Niherung:

i i
. S B— By (B - Bt
"'ﬁ"a—t @l = E e® V,:0,°) = et Vs

“

(4:2)

integriert:

= (Br— E)t 1
e —
(4,3) 4l t) = \ -] Ve

Der zweite Faktor dieser Naherung ist das Matrixelement der
Storung V! fir den Ubergang i—»k. Der erste Faktor ist nur

betréichtlich innerhalb des Ungenauigkeitshereichs |E,— E,] 57

D. h. fir kleine ¢ ist a'(f) immer von Bedeutung, fiir groBe # aber
nur, falls das System unter Energieerhaltung E,=E, vom Zustand ¢
in den Zustand k iibergehen kann.

Eine Ubergangswahrscheinlichkeit i—> k% erster Ordnung

(la*(®[*==0 fur groBe )
besteht also nur, wenn ¥V, =0 und E, =< E, ist.
‘Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, berechnet man in be-
kannter Weise nach Dirac die gesamte Ubergangswahrscheinlich-
keit 1—k zu:

+%0 1 _ cos (Ek' E)
1 k
4,4) Z lav @ =~ AE f2 - B, dby
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worin 1/4E die Termdichte im Energiespekirum des Systems beim
Endzustand % bedeutet.

Wenn es aber in erster Ordnung keine Ubergangswahrschein-
lichkeit gibt, mufl man hohere Niherungen betrachten. Wir nehmen
jetzt an, daB bis zur (8 — 1)ten Ordnung alle Ubergangswahrschein-
lichkeiten (von jedem Zustand ¢ zu jedem anderen Zustand gleicher
Energie) verschwinden und daf es zuerst in Fter Niherung Uber-
ginge geben kann, daB also

4o o, 0 =GO = |0 == =0, [ o +0
fur groBe ¢ und alle u3=4, wenn B = E..

Unter dieser Voraussetzung stellen wir die Behaupiung auf:
Alle Ngherungen bis einschlieflich zur Bten haben die Zeit-
abhingigkeit:

( BBt ) ( (B — By) 1)
a’ [ al
woyl Go=\"Fm=g ) Bt 2 Kew

fir o/ =1, 2,.- ﬂ——l, B.

Darin bedeutet:
4 den Index des Anfangszustandes,
p den Index des betrachteten Zustandes,
# den Index eines von 4 und u verschiedenen ,Zwischen“zustandes.

Der erste Summand fithrt vom Anfangszustand ¢ nach dem be-
trachteten Zustand g, d.h. sein Zeitfaktor ist bei groBem ¢ nur
tur E, = E, groB.

Der zweite Summand fithrt von einem vom Anfangszustand
verschiedenen Zustand # 34 zum betrachteten Zustand g, d. h.
sein Zeitfaktor wiegt bei grofem ¢ nur fir B, = E,.

H;‘; und K“ sollen die Zeit ¢ nicht enthalten. .

Beweis: Fir dle erste Ordnung ist die Behauptung schon
durch (4,3) erwiesen und zwar ist

4,7) H =7! ]|, Ki”=0.

in in

‘Wir nehmen nun an, daB die Behauptung fiir alle Losungen bis
einschlieflich zur (¢ — 1)ten bewiesen sei

(@=1,2,--(e—1); e—1<p),
und zelgen, daB sie dann auch fir die «te richtig ist (¢’ = & <f).
Die ate Niherung wird (wenn wir zu Anfang den Zustand ¢ ver-
wirklicht denken und als vorldufigen AbschluBl den Zustand p’ be-
trachten):



414 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 26. 1936

t) 29"‘ =

-[a'f‘ gl Lot Ve +a Ve ]

in opw in wy wp

(4,8)

und mit (4,6):

2 B HE MV, wViw
— o7 BB pu S' .u!'-' a
=¢ r=m, Tt +_./ E—E, T u

+ > o7 B K,

P41

Darin faBt der erste Teil alle Glieder zusammen, deren Zeitfaktor
im Exponent die Energiedifferenz E,— E,, vom Anfangszustand und
dem betrachteten vorliufigen Endzustand @ hat (und die durch
Einsetzen des ersten Teils vom ersten Summanden (4,6) in (4,8)
entstehen). Und der zweite Teil faft alle Glieder zusammen, die
diese Eigenschaft nicht haben, und die ausfithrlich lauten wiirden:

Zk(E, El)t :H_—Z‘(Er—-u)t

(489

Wi
a—1 51 gl ype-1
_[qu Viw e i s wV/w ]
E, E B~ By
(4,9) Z(i(g,_ )t L @u-Eyt
+ P i AP Ay e
wi -
nfi
-1t R po-
JE-L P i
E,— &, 7.~ B

Zeitintegration von (4,8) ergibt fiir die ate Niherung einen
Ausdruck der Form (4,6), wenn man

a—-lV

@10) | Hy, = Dt 4 Z Hin Ve M

©

setzt, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nach Voraussetzung (4,5) sind nun der erste und der zweite
Summand von (4,6) in allen Naherungen bis einschlieBlich zur (§-1)ten
klein fiir groBe ¢ '

' d.h E,+E flls H; 0
(4,6)

: . } fir o'=1, 2,-.-—1.
und E, B, falls K7 0 )
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Ferner ist der zweite Summand (4,6) der ften Niherung klein fiir
groe ¢ (d.h. E, & E, falls K, # 0). Denn anderenfalls hitte
es, wie man aus (4,9) ersieht, schon in fritherer als Bter Niherung
einen Ubergang » —> u' gegeben gegen die Voraussetzung. Aus dem-
selben Grund sind alle in (4,10) vorkommenden Nenner == 0.

Da aber in fter Niherung eine Ubergangswahrscheinlichkeit
i—> p' bestehen soll, muB diese vom ersten Summanden (4,6) her-
rithren, also durch ‘

t
1 - cos(E, - E,) %

(&~ B,
bestimmt sein, woraus nach der obigen Diracschen SchluBweise (4,4)
die Ubergangswahrscheinlichkeit folgt:

of ,Of = |BE [P

Tu’ [

2z 1 2
(411) S aw [EL

(4,11), (4,10 und (4,7) enthalten das Resultat der Storungs-
rechnung: Die Ubergangswahrscheinlichkeit in der kleinsten nicht-
verschwindenden (@ten) Ordnung ist Produkt aus der (mit 2k
multiplizierten) Zahl der Zustinde 1/4E pro Energieintervall beim
Endzustand und dem Quadrat eines ,Matrixelements®.

Das Matrixelement Bter Ordnung (4,10) H fy, , welches vom
Anfangszustand ¢ zum Endzustand p' fithrt, ist zusammengesetzt
aus den Matrixelementen Vf;f‘g der Storungsenergie; z. B.

Vg‘k Vkevzm V:;L'n 4
@B BB BBy 7T Via -
Hierbei konnen einige Teile der Storungsenergie (V4 direkt in
erster Ordnung vom Anfangszustand (i) zum Endzustand (n) fithren,
andere Storungen (V) dagegen nur durch Teilprozesse
@G—>k, k—>1, l->m, m—>n)
iiber Zwischenzustinde (&, I, m) in hoherer (4ter) Ordnung. Diese
Teilprozesse zu den ,wirtuellens Zwischenzustinden verlangen keine
Energieerhaltung wie der GesamtprozeB (i—>mn) zum wirklichen
Endzustand. Obwohl also die Zustande k, I, m wegen des Energie-
satzes gar nicht wirklich vom System angenommen werden kinnen
(sonst hitte es schon in fritherer Niherung Ubergiinge gegeben,
welche der hier angegebenen Formel die Voraussetzung entziehen

412) Hi =

1) Die Matrix (4,12) ist in Anfangs- und Endzustand symmetrisch:
(Hf = Hm.), wie aus der Symmetrie der Storungen V., = V:i und aus der
Energieerhaltung E; = E, folgt.
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wiirden), bewirkt doch ihre virtuelle Moglichkeit den betrachteten
Ubergang 4—>n. Auf diesem Umstand berubt die Streuung von
Licht an Licht. ~

§ 5. Aufstellung der Matrix Hj{ der Diracschen Theorie
fiir Streuung von Lieht an Lieht -

" Wir wenden dieses Storungsschema an auf das System: Strah-
lungs- und Materiefeld. Als seine annihernd stationfiren Zustinde
wahlen wir ebene Licht- und Materiewellen. Die Stdrungsenergie
besteht dann aus der Koppelung zwischen Licht und Materie und
gewissen Subtraktionsgliedern, die nach Heisenbergl) mit der
Hamiltonfanktion der gewdhnlichen Lichertheorie kombiniert werden
miissen, um endliche und mit den Lrhaltungssatzen vertrigliche
Resultate zu ergeben.

Im folgenden bezemhnet
9 das Vektorpotential des Strahlungsfeldes,
W), (s =1,2,8,4) die Wellenfunktion des Materiefeldes,
& = e, den Diracoperator,
&, d7V OrtundVolumenelementim Strahlungsfeld,
V das Volumen eines Wiirfels, in dem das
Feld als periodisch angenommen wird,

g, e Impulsund Polarisation eines Lichtquants,
p,o—> 4 1, 4— + 1 Impuls, Spin und Energievorzeichen eines
(5,1) Elektrons,

dp das Impulsraumelement,
M., B,. Besetzungszahl und Amphtude der ebenen

Lichtwelle g, e,

Nyoa, 4yo2 Besetzungszahl und Amplitude der ebenen
Materiewelle b, 4, o,

¢, h = 2 x & Lichtgeschwindigkeit und Plancksches
Wirkungsquantum,

e, m Elektronen-Ladung und -Masse.
Die Zerlegung des Feldes nach ebenen Wellen ist:

. )
A= DU, (Bye+B5), Y= ﬁg?veh =
ge

"i‘(pf)
(572) Y= 2 if‘;— . apia(s) : Aplo-y (e,e) = 17 (e g) =0,

144
4
Zlapla(s) ’

s=1

1) W. Heisenberg, Ztschr. £. Phys. 90. S. 209, 1934,
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_ Die Potentiale und Dichten sind Operatoren, charakterisiert
durch die Matrixeigenschaften ihrer Fourieramplituden:

B; bzw. Bg bedeutetdas Entstehen bzw.Verschwinden eines Lichtquants,
A; bzw. Ap bedeutet das Entstehen bzw. Verschwinden eines Elektrons,

d. h. das Matrizxelement von B; ist 4= 0 nur fir einen Ubergang,
bei dem ein Lichtquant g entsteht:

(MyIB; "'Mg-i- 1...):1/@,
("‘Mg"'lBg\'“Mg—1"')=VM;7
("‘Nn"‘JA; '-'Np+ 1...')=VITE.J
(...‘N”...EAJ...N”_1...)=1/N;.J

(5,3)

mit der Jordan-Wignerschen Vorzeichenfunktidn:
92
J= (=17, |
Ein ProzeB der Stremung von Licht an Licht wird beschrieben
durch: o
( a’, g%, 91=[91I, g2=]g2[’
die Impulse und Energien der beiden prim#ren, absorbierten
Lichtquanten ;
—g%—g4% —¢=|g,—g"=]g,
die Tmpulse und Energien der beiden sekundiren, emit-
tierten Lichtquanten;-
el’ez,es’e4,, (Iell=1; el_Lgl.'.)
die dazugehorigen Polarisationen;
(g59%10] —9% — 99
das Matrixelement eines Operators 0 fiir Streuung von Licht
an Licht, d. h. fiir den Ubergang zweier Lichtquanten g%, g
in zwei andere — g% — g* (statt der ausfithrlichen Bezeichnung:
) [+ NpNgpeee N_pN_ge-oe ’Oi Ng— ly_Ng'_lg
L . ...N__y,—{_l’ N—g"+1"'])'
Die Storungsenergie des nach ebenen Wellen approximierten
Feldes enthilt, entwickelt nach- Potenzen der Elektronenladung e:
Die Koppelung von Licht und Materie, die durch Strom und
Potential bestimmt ist: - .

B5) o Tr=e f’lp*(d%t)‘l[/'d‘y

Annalen der Physik. 5.Folge. 26. 28
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und die Subtraktionsglieder?):
V2 =¢2| 4V (Funktion zweiter Ordnung in den Feldstirken)
(5,6) V8 =¢*| dV (Funktion dritter Ordnung in den Feldstirken)
1 1\3 AGS
V=t~ mgm) (%)hm f av.

—>0° [x]*

V1 ist erster Ordoung in dem Potentialen, zweiter Ordnung in den
Materiewellen und gibt daher (5,3) zu Ubergingen AnlaB, bei denen
ein Lichtquant g entsteht (oder vergeht) und ein Elektron p von
einem Zustand in einen anderen p’ springt. Das Matrixelement von
V, fir diesen Ubergang ist (5,2, 5,3):

6,7) Vipme [, (?lal‘io')lfdv,

©8) = o/ (flwel ¥ )

falls der Impuls beim Ubergang erhalten bleibt (p — §' = g),
0 falls er nicht erhalten bleibt.
el

Darin bezeichnet ( |ee|p ) das Matrixelement der 4reihigen
Diracmatrix («e) fiir das Zustandspaar p und - ’i:) eines Hlekirons.
Die Faktoren M, + 1 und ]/M sind hler und im folgenden der
Kiirze halber Weggelassen

V2 bzw. V3 sind zweiter bzw. dritter Ordnung in den Feld-
stirken und fithren daher zu Matrixelementen, welche zwei bzw.
drei Lichtquanten der Impulssumme 0 kombinieren.

V4 endlich enthilt die Potentiale in vierter Ordnung und kann
daher zwei Lichtquanten -4-g'--g? in zwei andere der gleichen
Impulssumme —g3 — g* @iberfithren. Sein Matrixelement fiir diesen
Ubergang ist (5,2, 5,3):

1 2 S 4
69) 06| V4| —g° —g) = 25~ C lim I EIEIEDED _pt
r~—>0 Perm
Darin bezeichnet >’ die Summe fiber alle 24 Permutationen der
Perm
Indizes 1, 2, 3, 4 in den Vektoren el, ¢ e3, ¢4 und es ist:
_ 1 (e\ 1 (chr) ¥
(5,10) C= 32-2n)p® (m) ﬁ_c'( 14 ) Vidse:

1) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 90. 8. 209, 1934, Formel 59, 60, 613
Ztschr. Phys. 92. 8. 692. 1934,
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Zur Strewung von Licht an Licht kann also ¥, nur in 4ter,
V4 aber in lter Ordnung fiihren. Die anderen Glieder 72 und V3
geben keinen Beitrag. (Denn ¥V miite mit V! zusammengesetzt
werden, was einen Elektronensprung verlangen wiirde, 72 aber mit
zwei Gliedern 7' oder mit sich selbst, was den verwandelten Licht-
quanten spezielle Bedingungen auferlegen wiirde.)

D.h.: die Streuung von Licht an Licht ist ein ProzeB 4ter
Ordnung in der Diracschen Theorie. Sein Matrixelement wird aus
der gewGhnlichen Stérung V* in 4ter Ordnung und dem Heisenberg-
schen Subtraktionsglied ¥* in 1ter Ordnung zusammengesetzt: (4,12)

T Vie Vi Von Vo
= 2 &,

em 'mn
kem

(5,11) = B, - B) & —Ey)

+ Ve

Dabei besteht Impulserhaltung fir die Teilprozesse (1—>Fk, k—> c,
e —>-m, m—>mn) und damit fiir den ganzen ProzeB, Energieerhaltung
dagegen nur fiir den GesamtprozeB (i—> n):

~ gt +g°+¢*+g*=0
(5’11,) { 1 2 3 4

9 +P+9P+g=0.

Die Teilprozesse, iiber welche die Koppelung V! zur Streuung

von Licht an Licht fithrt, sind:

Licht- .
qu:l‘mten Absorption Absorption Emission Emission
Elek- von g von g% von — g3 von ~— g*
tronen
u =1 | Paarerzeugung |Elektronensprung| Elektronensprung|Paarvernichtung
u = 2 | Paarerzeugung |Elektronensprung| Positronensprung | Paarvernichtung
u =3 | Paarverzeugung |Positronensprung| Elektronensprung|Paarvernichtung
u =4 | Paarerzeugung |Positronensprung| Positronensprung | Paarvernichtung
@ =5 | Paarerzeugung i Paarerzeugung | Zerstrahlung des|Zerstrahlung des
! Elektrons vom| Positrons vom
I.mit dem Posi-| 1.mitdem Elek-
tronvom 2.Paar{ tronvom2.Paar
u = 6 | Paarerzeugung | Paarerzeugung | Zerstrahlung des, Zerstrahlung des
Positrons vom| Elektrons vom
1.mit dem Elek-{ 1.mit dem Posi-
i tronvom 2. Paar| tronvomZ2.Paar
g w2 wu=3 u=4 y2rs u=6
(pagla’a?,
(prg7+g% {97) psglially —
(pig7y Jg? | spig) - 9 -
ferent| (9% A (A S O G 4 A
“fa _— -
~pighaligls 9* g L

Fig. 1. Die 6 Ubergangsmoglichkeiten

28%
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Hierbei kann die erste Paarerzeugung statt unter Absorption
von ¢, wie in der Figur (und als Reprisentant in den folgenden
Rechnungen) angegeben, auch unter Emission von  — g% vor sich
gehen usw. D.h. es konnen die 4 Uberschnften, ‘die iiber den
Spalten der Tabelle in deren oberster Zeile stehen (und in allen
folgenden Formeln die 4 Lichtquantenindizes 1, 2, 8, 4) noch in be-
Tiebiger Weise permutiert werden unter Beibehaltlmg aller iibrigen
Tabellen- (und Formel-) Teile. '

Je pach dem Verhalten der erzeugten Paare gibt es 6 ver-
schiedene Ubergangswege, bezeichnet durch p =1 bis 6 und jeder
dieser 6 Uberginge kann mit allen -24 Permutationen der Licht-
quanten kombiniert werden.

Im folgenden bezeichnet (vgl. F1gur)

,p4 = p den (negativen) Impuls des zuerst erzeugten Positrons,
= |p| seinen Betrag, :

Pr=D+8" | 50 Tmpulse der Elektr
\ e, pulse der Elektronen
P=btg+g in den Zwischenzustinden
pP=y+o+e+g=p—gt ’

. — die entsprechenden (durch

pi=+7Vm ")12 + @ )(;=1"'4) ¢ dividierten) Energiebe-
2B pt =0+ g trage,

¢,12) 3 4522452 * die Vorzeichen dieser Elektronenenerglen fiir

den uten Ubergangsweg,
Z, = Vl 14 VlmV1 (bis auf einen Faktor) das Produkt der

ke’ e
Matnxelemente der Koppelung V* im Zdhler von (5,11) fiir
den pten der 6 Ubergangsfille,

N,=— <8 — E) (B, — E) (B, —E,) das Produkt der
Energledlfferenzen im Nenner des ersten Gliedes von (5,11)
| fiir den wten der 6 Ubergangsfalle.

Im Matnxelement 4. Ordnung sind dann folgende Summationen
auszufuhren

Zﬁber die 6 Ubergangsfille,

r=1 .

2: h—Vs f dp iber alle Moglichkeiten der ersten Paarerzeugung,
»

2 uber den Spm der Elektronen in Anfangs- und Zwischenzusténden;

Z'uber die 24 Relhenfo]gen der Lmhtquanten d. h die 24 Permu-

Perm
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tationen der 4 Indicess in ¢’, ¢ und e’. (Bei Vertauschung der
Emission des Lichtquants — g® mit der Absorption des Lichtquants g*
‘wird der Impuls des Elektrons p* = p + g* mit p* = p -+ g% und die

Energie des Zwischenzustands % = const 4 ¢! mit E’;"—’ = const + ¢°
vertauscht. Also #ndern in den Formeln (5,11, 5,12) bei Ver-
tauschung von KEmission und Absorption Energie und Impuls der
Lichtquanten ihr Vorzeichen, was bei unserer Bezeichnung (5,4) von
selber durch Permutation der Indizes s in gf bewirkt wird.)

Das Matrixelement kann daher geschrieben werden:

(5,13) HE = C [y 226,’1—% + 7

Perm g=1

Darin sind die Nenner:

8Ny =(po* + 2o — 9" ®@o* + Py —9*— 99 Po*+Po*+ 9%
8N, =(Do* + D' — 9" @+ 1" — 9 — 99 ®,*+ po*+ ¢°)
8N, =(py* +p,* — 9" Po* +P° —9* — g% P>+ Do+ 9°)
8N, =(py*+ D' — 9 (D) +P°—9'— 9% (0, + D2 +gY
8Ny =(Do* + Dot — 9Y) (Bo*+ Po* + Do+ Do® — 9" — 9% 0o+ Do+ 97
8Ng=(Do*+ Do — 9" (Bp*+ Po* + Po®+ Do° — 0*— %) (0o + 1%+ ¢%)

In den Zihlern Z,, ist iiber den Spin der Zwischenzustéinde(1, 2, 8)
‘und des Anfangs- (=End-) Zustandes (4) zu summieren.

Die Spinsummation im Zustand eines Elektrons mit Impuls p’
und Energievorzeichen A" kann mit Hilfe des Operators

JERS

ausgefithrt werden, welcher 1 ergibt, angewandt auf den Zustand
mit Impuls p* und Energie 2, und 0 ergibt, angewandt auf den Zu-
stand mit Impuls p* und Energie — 1"p,.

Die Energievorzeichen A, 4% 1% A* der Zwischenzustinde der
Elektronen und die Produkte p” der Jordan-Wignerschen Vor-
zeichenfunktion sind fir die 6 Ubergangsmoglichkeiten:
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Vorzeichen 2 3 4 -
W\ A x, lﬂ lﬂ Jﬂ
p=1 + + + - +
{11,:2 4 4+ — —_ —
w=3 + + - - -
pu=4 + - - - +
{y.=5 + - + - —
u=206 + - + — -

woraus man sieht, dab Jp: = Ai li ist.
Also werden die Zahler Z :

__ Spur .2 .3 (ebY) + fme
7, =1 /1#1#(05@)(1_7_)
o (1 _ 92 (@p® + mc
(“e)(l lf“ IS )
3 (ep% + Bme
(wed) (1_/1#——%3 )
o1 o1 2o
mit Bo
=( 1 2 3 45 6
L=|+++—-— -
B=|+ — — — + +

(es ist Z, = Z, und Z, = Z,).

§ 6. Entwicklung nullter Ordnung dieser Matrix H;.Ln
nach Iichtfrequenzen und Vergleich mit dem Heisenbergschen
Subtraktionsglied

In (5,18; 5,9; 5,10; 5,14; 5,15) des vorigen Paragraphen wurde
das Matrizelement an der Diracschen Theorie fir Streuung von

Licht an Licht aufgestellt. Es ist eine Funktion der vier Licht-
quanten, die an der Streuung teilnehmen, und soll, da das Licht

als weich vorausgesetzt wird (0,1) nach den Impulsen —n%lc— ﬂg—l

_93 —_ g‘l
mc me
quanten enfwickelt werden.

Neben der Entwicklung nach der Elektronenentladung e, fiir
deren 4. Glied wir uns schon durch die Art der Storungsrechnung
entschieden haben, fithren wir also nun eine Entwicklung nach Licht-
frequenzen durch:

. gl g? __gs _gé .
und Energien der Licht-
me me mce mce
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" Das Glied nullter Ordnung in der Entwicklung des Matrix-
_ elements Hg‘n nach Lichtfrequenzen gimc verschwindet, weil der
Anteil, der vom Glied der gewthnlichen Kopplung V* gebildet wird,

vom Heisenbergschen Subtraktionsglied an aufgehoben wird, wie
wir im folgenden zeigen:
In nullter Ordnung sind die Nenner (5,14):

(6,1) N, =N, =N, =N, =0, N; = Ng = 2p,°
Die hierdurch dividierten Zghler (5,15):

> D= 2 D ek

Perm Perm

62 9 - (@ey ( — %ﬁ;—ﬁ-"ﬁ) (e (1— LZ——("‘”;; ‘9’“)

C(med (1 g8 &) + fme 4 (ep) + fmec
ey {1 — 200 ety 1 5]
werden nach Spurbildung und Summation iber die 6 Falle p:

_ —8 [, 3p4) _ g Pe(pe?) €%ey (ved) (pe?) (ped) (peﬂ]
63 = D25 ey ey — 6 BDERED 5 EORIEDED,

Perm
Um den Vergleich dieses gewthnlichen Gliedes mit dem Subtraktions-
glied (5,9) durchzufiihren, formt man es nach Heisenberg um in
eine totale Ableitung

=%Pem G aap) (e235) (e° aap) (e 3) o

d 7} 0
el =p 1 1 1
( (( 64@) & ap T g, T apz)
und geht vom Matrixelement (6,4) zur entsprechenden (in £ 4 1) ge-
mischten Energiedichte iiber:

ofir 3 3 Ger0f S Ly

64

Perm g Perm g
a (7] d
203 [ () () (o) < ()
=€02f” (35) (#*35) (=35 «* (z5) pods
Perm
6im (e'r) (e*1) (e31) (e*r)
=— 012 o =— (2| V4 — ¢® — g9.
erm

[ f Do ef(pt)d.p =— Elj:fi‘*h_“ wenn man das Integral kiinstlich kon-

vergent macht, und fiir [t| <& % berechnet.] Damit ist die Be-
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hauptung bewiesen: In nullter Ordnung der Entwicklung nach Licht-
frequenzen gibt es infolge des Subtraktionsgliedes V* keine Streuung
vor Licht an Licht.

Wiirde das Heisenbergsche Glied (5,9) nicht zum gewdhn-
lichen Matrixelement addiert, so ergibe die Diracsche Theorie eine
fiir gentigend lange Wellen beliebig groBe Streumng von Licht an
Licht im Widerspruch zur Erfahrung (5,9; 5,10).

§ 7. Nachweis der Identitdt der aus der Diracschen Theorie
folgenden Matrix H:.Ln mit der oben aufgestellten Wechselwirkungs-
energie U, der Lichtquanten

Es kann nun leicht gezeigt werden, daB die eben aufgestellte
Matrix Hf‘n der Diracschen Theorie (5,18), deren Ubergangselemente
die Streuung von Licht an Licht beschreiben, mit der frither an-
geschriebenen Wechselwirkung der Lichtquanten (2,21) identisch ist:

a) Das Mafrixelement Hfﬂ (5,18; 5,14; 5,15) der Diracschen
Theorie kann als einfaches Integral f aV iiber ein Produkt der vier
ebenen Lichtwellen (5,2): U, A, oA, A = et e%(ﬁ)-l/ %gesc}n‘ieben

g

¢ g g
werden:

Denn wegen des Impulssatzes g* + g*+ g* + g* = 0 ist

H§n=ﬂ—l—gi—:7;1228purfdpfd17

erm  f
(1 _ (9 +gY) +fme 1 - (0 +g' + g% +fme
1 ). ®+g% ) (_ @ +¢"+g% )
@0 (“%p Do+ P +8%—g" (“29 Do+ P +g+g)—g' — g
(1 _ (0p—g9+pmg )
. ®— g% | ( (ap)+ﬂmc)
{ (“%p Do+ @ —1+g* (w%‘[) 1+ Do +—V§".

b) Dieses zusammengesetzte Matrixelement an kann als ein-

faches Matrixelement einer Funktion T des Strahlungsfeldes aufgefaft
werden, welche das Integral iiber einen Ausdruck in den Potentialen
und ihren (mit %/me¢ multiplizierten) Ableitungen ist. Dem Grad der
Ableitungen entspricht die Ordnung der Entwicklung nach Lichtquanten-
energien :

Denn denkt man sich im ersten Teil von (7,1) die Spurbildung,
Integration iiber p, Summation tiber p ausgefithrt und nach Licht-
quantenenergien gi/mc entwickelt, so entsteht ein Ausdruck der Form:
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e i—i— wwu ]+V%

| S (e

| + () (@) (¢ 7 %) (gazg) (5 w%‘) +] "
= (9‘9z|fU dV|—g° —g% mit
U, = g [RUAL + 5 SEAAA 4

+ () (3 5 (@) & 50+

Darin ist das Heisenbergsche Glied

V= o () wolim [ ®O 4y
> — ey s+ [A@WAY

1272 #%c®
mit enthalten, wenn man die Limesbildung t—-0 durch Winkel-
mittelung iber t ausfithrt.

¢) Die Glieder, welche die Potentiale 9 direkt enthalten und sich
nicht durch Feldstirken F,, ausdriicken lassen, also (u.a.) die Hni-
wicklungsglieder nullter, 1 2., 8. Ordnung mnach Lichifrequenzen
miissen verschwinden.

Denn da die Voraussetzungen, von denen diese Rechnungen
ausgehen, eichinvariant sind, miissen es auch die Resultate sein,
d. h. es konnen nur die Kombinationen aus den Ableitungen der
Potentiale vorkommen, welche Feldstirken oder Ableitungen von
Feldstirken bedeuten.

Das Verschwinden des nullten Entwicklungsgliedes von H4‘ nach
g'/me, welches durch Kompensation mit dem Heisenb ergschen
Glied V zustande kam, ist damit aus den Forderungen der Kich-
invarianz verstandlich, welche ja auch der Grund fir das Glied V*
war. Das Verschwinden der 1., 2. und 3. Ordoung in der Entwick-
lung nach gi/me soll spiter (§ 9) fir die 1. Ordnung allgemein, fiir
die 2. und 8. Ordnung an einigen Spezialfillen durch direktes Aus-
rechnen bestiitigt werden.

Also bleibt von unserem Ausdruck (7,2) nur

U1=16::h3( )[(ig)(%%)( )(% )

+(ﬁ ilaﬁt)( a 62{)( )i__
me 8% ¢ 0z )\mec Oz 8t c 6)
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oder
18U, =2e 1 1 _Tppppy i 8F % OF gy,
(73) U

& Ef 16-@nf me dx me dx
iibrig und es ist
(74 H.=(d¢| [Uav|-¢ —¢),
d. h. die Wechselwirkung der Lichtquanten kann in der Tat durch
ein anschauliches Gesetz beschrieben werden und dies ist fiir weiches
Licht von der oben erwarteten Form (1,4), also aus Tnvarianzgriinden
von der Form (2,21).

Wir verzichten dabei auf Glieder hoherer als 4. Ordnung in
der Entwicklung nach Lichtquantenenergien, also auf die Glieder
mit den Ableitungen der Feldstirken, ferner, wie schon durch die
Art der Storungsrechnung vorgeschrieben ist, auf Glieder hoherer
als 4. Ordnung in der Entwicklung der Feldgleichungen nach der
Elektronenladung, d.h. auf hohere als 4. Potenzen in den Feldstirken,
d. b. wir beschrinken uns auf nicht zu starke und nicht zu schnell
verdnderliche Felder, in denen keine Paare erzeugt werden konnen
und von denen auBerdem vorausgesetzt ist, daB sie keine Elektronen
enthalten, die an der Strahlung teilnehmen.

(Feldst'arke Kklein gegen die Feldstirke am Rand des Elektrons:
[Fol < B

(7,6) y Wellenlingen groB gegen die Comptonwellenlinge d. h. als

invariante Bedingung (0,1; 5,2):

[ (B (e - L )

IIT. Teil
§ 8. Ausrechnung des Matrixelementes fiir Streuung von Licht an Licht
(im Glied 4. Ordnung der Entwicklung nach Lichtfrequenzen) fiir zwei
Spezialféille zur Bestimmung der Zahlenkoeffizienten o, § in der
‘Weechselwirkung von Licht mit Licht

S R N R
T 360x27 ¥ 36040

Bisher wurde die Wechselwirkung der Lichtquanten bis auf zwei Kon-
stanten @, 8 bestimmt (2,21). Um diese beiden Konstanten auszurechnen, be-
trachten wir jetzt einen speziellen ProzeB, in welchen zwei Lichtquanten
gleicher Energic und entgegengesetzter Impulse aufeinander stoBen und ihre
Impulse austauschen (oder, was hiervon nicht unterschieden werden kann, un-
gestreut durcheinander hindurchgehen).

Die Polarisationen der beiden primiren Quanten sollen einander gleich
sein, ebenso die der sekundiren. Um zwei Konstanten zu berechnen, brauchen
wir zwei Spezialisierungen: In der ersten a) moge die Polarisation der
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primiren Lichtquanten senkrecht auf der Polarisation der sekundéren stehen,
im zweiten Fall b) mogen alle vier Lichtquanten dieselbe Polarisation haben.
Mit der Bezeichnung:

2

gt=g, g'=g
soll also sein:
I I
§=+g|f=—g ¢=+g[¢=+g
B0 I '
g=+g g'=—g 9P#P=—9g 9=~y

und in einem Koordinatensystem, in dessen x-Achse der Vekior g liegt, soll
gelten: :

im Spezialfall a): im Spezialfall b):
I Impulse und .. Polarisationen Il Impulse und I Polarisationen
@ @ @ I I ) B
(8:2) g=1g 0, 0) g =1, 0, 0)
el= e?= (0, 1, 0) el=e?= (0, 1, 0
e?=et= (0, 0, 1 ed= et= (0, i, )]
w W)
l plap? I gl g2 93 g%
g’ ) (X) (_g’.[ g 1x)
_93 /23 » -g¥ _gs _94
{ZJ/ (2}
Fig. 2

Wir rechnen nun fiir diese zwei Spezialfille [(8,22), (8,2b)] das Diracsche
Mairixelement E:%,ﬂ [(6,13), (3,14), (5,15)] (im Glied 4. Ordnung der Entwicklung
nach Lichtfrequenzen g%jm ¢) und das Matrixelement der Feldfunktion T, (2,21)
aus, setzen beide einander gleich:

fmﬁv—%w+5®%mdv

& e -9 - .94)
und erhalten dadurch zwei lineare Bestimmungsgleichungen fiir die Kon-
stanten o und £.

(Dabei ist allerdings die Definition des Spezialfalles, in welchem der
Endzustand — g% — g* gleich dem Anfangszustand g%, ¢* ist, in dem also gar
keine wirkliche Streuung stattfindet, nicht wortlich zu nehmen. Sie mu8 viel-
mehr so aufgefaft werden, daB die Endlichtquanten — g° — g* nur relativ
wenig von den Anfangslichtquanten g%, g* abweichen, daB nach dieser Ab-
weichung entwickelt wird und daf die Glieder nullter Ordnung dieser Ent-
wicklung verglichen werden.)

Zuniichst berechuen wir die Matrixelemente der Feldfunktionen T, (2,21)
fiir die beiden Spezialfille (8,2a), (8,2b):

([ -+ ] Vektorprodukt )
t].

7 1
83 Hi = e (gx e

( -+ ) Skalares Produk
|-+ <] Determinante
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Damit sind (8.6, (8,7) die Matrixelemente der beiden Feldfunktionen (2,21)
in den beiden Spezialfillen (3,22 und (S.2h ausgereehnet. Wie man sieht,
sind die Ubergiinge 2) paralleler Polarisation durch das Wechselwirkungsglied
(D*— B%* allein bestimmt. Das andere Glied (2 BV)? gibt hier keinen Beitrag,
weil bei ciner ebenen Welle ® 1 % ist. Zu den Ubergingen b) senkrechter
Polarisation aber tragen beide Wechselwirkungsglieder (D %)? und (D — B?)?
bei. weil darin sowohl senkrechte wie parallele Polarisationen kombiniert
werden kinnen.

Wir miissen nun das Matrixelement HS‘" {5,138, (5,14), (5,15)] der Dirac-

schen Theorie fiir dieselben zwei Ubergiinge (5,2a,b) ausrechnen, und be-

handeln zuniichst die Summation Z iiber die 24 Reihenfolgen der Licht-
Perm
quanten, die darin vorkommen.

Zwischen den Lichtquanten ist durch die Spezialisierung (8,22, b) eine
Symmetrie hergestellt, die cs erlaubt, die Summe iiber einige ihrer Permu-
tationen leicht auszufiihren:

Wie 8,1), (8,2) zeigt, hiingt das Matrixelement nur noch vom Vektor g
und von der Zahl g ab und die Vertauschung

I von g'mitg* und von g®mit g* bedeutet im Matrix-
element einen Wechsel des Vorzeichens von g g - — g,
aber Bestehenbleiben des Vorzeichens von g . . g > +g,
und Bestehenbleiben der Polarisationen « Py 2> Dy Pz > Pae

Die Vertauschung

II von g' mit g° und von ¢* mit g* dagegen:
Bestehenbleiben des Vorzeichens von g .
Wechsel des Vorzeichens von g . . .
und Vertauschung der Polarisationen .

- g > +g,
g > -9,
o Dy™> Dy Pz = Dy

Die Vierergruppe von Vertauschungen, die von diesen Permutationen I,
IT erzeugt wird (I, II, Produkt I-II, Identitit), kann also in den Formeln
schematisch ausgefithrt werden. Die sechs Rest-,Klassen® aller 24 Permuta-
tionen nach diesen vier aber miissen einzeln ausgerechnet werden. Sie kinnen
reprisentiert werden durch die folgenden sechs Reihenfolgen der Lichtquanten,
zu denen bestimmte Reihenfolgen der Polarisationen und bestimmte Zwischen-
zustinde der Elektronen gehéren. —

88 8,38 83y 8,80 8,8¢
. Polarisationen | Polarisationen Zwischenzustinde
Relh;;lf()lge u‘n Fallﬂa) 1{11 Fall ) in (5,14), (5,15) einzusetzen
. in (5,15) einzusetzen
Lichtquanten : ‘ -
et,ez'es et e‘}ez‘e’i(# pll pe- ‘pdlp‘;lgl gl g gt
9'0°9°9* |yly iz z|ly|lyiy|ylp+s » p+g p]a] o|—g]—g
99 {ylyizlz|ylyiyly b+g§ P g |9 9/—9i—g
9'9°9*'d* |ylz|z|y|ly|y!y |y |p+ab+2ap+g p|g|~gl—gl+g
9'9:9°0" |y iz z|ylylylyiylpte v |pt+g b fg|—g-g+g
9'9'9°9° 19 z|y 2|y V|9 |y pre b Ip+g b9 |~g 9|—9
9'9°9* g ly t lyizly iy ylylp+gp+20+g b lg i—gl g~g
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Das Matrizelement (5,18) ist eine Summe von Produkten aus Zghlern Z,,
welche die zusammengesetzten Matrixelemente (5,15), und reziproken Nennern
1/N,, welche Energiedifferenzen bedeuten (5,14).

Schon in den Zghlern kann iiber die Permutation der Polarisationen
({I: p, - p., p. > p,) summiert werden, weil die Polarisationsrichtungen p,
und p, nur im Zghler und nicht in den Nennern vorkommen und weil die
nachfolgende Mittelung iiber die Winkel von p diese beiden Polarisations-
richtungen nicht unterscheidet (p,2p.*= p2p,"). Man kann also schon im
Zghler p,*= p.? setzen (in Ausdriicken 2. Ordnung von %).

Uber die Permutation der Lichtquantenenergien kann schon im rezi-
proken Nenner 1/¥, (5,14) summiert werden, weil sie im Zihler (5,15) nicht
vorkommen, d.h. man kann nach Ausrechnung der reziproken Nenner alle
ungeraden Potenzen von g streichen.

Die Permutation der Impulse aber (I: g -— ¢) kann erst nach Multi-
plikation der Zihler mit den reziproken Nennern durchgefiihrt werden, weil g
in beiden vorkommt, d. h. bei dieser Multiplikation sind alle ungeraden Po-
tenzen von g,--- fortzulassen.

Nach diesen Vereinfachungen besteht dann die Summation E itber
Perm
die 24 Lichtquantenpermutationen nur noch: in der Summation des Matrix-
elements iiber die sechs Reihenfolgen (8,8) und der Multiplikation des Resul-
tats mit dem Faktor 4.

" Die reziproken Nenner 1/N, werden, wie man durch Einsetzen der
Spezialisierung (8,8, &) in (5,14), Entwicklung nach Lichtfrequenzen g/m ¢, gmje
bis zur 4. Ordnung und Streichen der ungeraden Potenzen von g findet:

(Die Zahl in der iten Zeile und der kten Spalte der Tabelle bedeutet
den Beitrag des Entwicklungsgliedes, das ganz oben in der kten Spalte steht,
fiir den Ausdruck, der ganz links in der iten Zeile steht.)

Vgl. Gl 8,9).

Fiir die Zdhler des Matrixelements im Fall a) erhdlt man, indem man zur
Spezialisierung auf 1 Polarisationen (8,8, §) in (5,15) einsetzt, die Spur bildet
und in den in p quadratischen Gliedern p.? durch p,® ersetzt:

Fir die Reikenfolge: g*g®9°¢* und gg®gtg®

2,2 PRI 1 22,2
Z=g+212{u S . X _ pc]
# t Py Dot Do? Po° po* Do* Dot Do* po® Do* Do®
1
B Lo Do 26°Do* I:SI + 8 p: } .
+ 2p, [— 99 — (0°p%H) — (09I — P*pY + 2(p%pY — 2m0)7]

Fiir die Reihenfolge: g'g®g®g* und g'g*g®g*

1,8 e 2R 1 21,3
Zu= Bk 2 [m‘;«.“‘ oo~ e T T pn:pf]
- S [sz”m’f } .
+ 2p,2 [— (9% — (0*pY) — 0297 — (p1pY + 2(p* Y — 2(ma)]
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Gl 8,

Reihen- | Reziproker : 1 11 (b g)

gl eedl wgeleg®| o iwetst wot

1
41)‘,57 4 p,7 18 p,f 8pe" 16 pe7| 16" 16 pet

folge Nenner  Po* 2 p°

1, -2 9 51 —922 | —14| 301 a5 a2

2 43 H4 s = |
9'9'9°9 N7 |
RIS S R s| 2 | -10 | —70 szi — 98, 252
;1\2 ) A I f
‘i i B I A 24 | —56] 10, —140 210
LY ¢ I i
%J,_.Elf.:d -3, -1] 9 8 |- 2, -4
A s
gl gt gtg® 7\% =1 0 9 3 0 0 30 98| 22
1,1 | oo
7\’?”:3*'?— 2l 0 s| s 0 o 32 0} 64
i Rl A Ikl B 10 | —18 10| —60| 66
_l$_+73r_= 1] —1| -1| 5 4| —8 2| -2 42
5 [
sggiet| 5 =|1|-4|-5| U 48 | —80f 33| —372| 414
1
;,+%= 2|—12 | —4| 68 79 |—392| 44 | —840| 2382
;] 3
Ni ~|1| -6 3| 88| —18 |-182-18 28 | 1030
4
%*T\lf: il -5 -5| 2 56 |—132| 84 | —d484| 738
5 6
seget| o =| 1] -2|-1] 5 6 | —14 2| -25| 4
. 1

=| 2| —6 8 20 -50 | —70; —8 252 252

-
- +
=

=] 1] —4 7 15 —48 | —56| —6 252( 210 .

,
174
s el RN LSS 8 | —28| 2| -—44| 90
sege| = =[1] of 1| 3 o | o -2| -4 2
1
1,1
rw=|2| o -t @ 0 ol 12| -60| 64
ALT ={1| -2| -1| 7 o | —18 2| -28| 66
4
11 _
| ] -t 3| 5| -4 | —8 -6 12| 42
g'otetgt 7\1_7.'— =|{1]|-4]| -8 17 36 | —80{ 26| —312| 414
1
L, 1 _|o|—-12|-16| 68 | 192 |—392 144 | —1740| 2332
N, N
Tir‘ =|1|-6]| -5 38 62 |-182| 30| —564| 1030
4
1l 1] -5] 1| o 94 |-132 2| —276| 788
N, © N,
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432 T ok )
GL ‘k.! (8,10)
. 2 3 4 2] { 4
2 (p g i b9 lg* g lg ®g*lgl | W
1 %‘9‘ 50[2 X | Y Bt B6° Dot 2,° | 2°
o
Reihen-| oor 1o & 2p,%8p,%.2 29,2 87,92 2p,%8p,%.2 [2 218y 22 22,2 |8p.2p.2
Zéihler |— 202 29,2 | 8p,2p2 2p 8ot | 1 (SPoPePs) 1 | 297 1800 ) 12,8, 1 | EP (0P Py LBy 5Py7p:}
folge 12028000 |y 3;“{7’ 81;;'—?' e e R \ 12t 2 | pt 27 2t | |2 | 2° | p
(] 0 = >
] B | B of 1 |-g-g —alw|-d-4 -4 4 165 8- o -1] 10 1 B 8-0
1g2a80t z= 0 0 | -1 10| 4] 2 2 1 |22 e —4-4 4 4 16 8 |~2 0 -1 10| 18 12 |- 8- 32 ~ 1
G999 2Tl 0 0 | 1 g 4z g 2 1|2 8 - dfg 4 -4y 4-16 8 -2 4 _1| 10/—32 12 |_ g1 89 1o
! 0 4 -1 - - (N 711 31 99, N
; 8 ~1 i0|—28 2 4 -6 1 —4 14 — 4 q:‘ -8 18 ~ 4|+ 8/— 28 8 —§7—1 19— 47 12——2— ?-—lb
To o[ -1 o of o |2 of 1 g - 2 9 9 o o 8 8|3 dziizel g el 4y
£ = - - - - -
9T 2T 0| T1 19, o o - S I T I O el 48 Ol-4 100 0 -2 4 o1 | Tw0l-2d 6|~ 5 sy D g
ot H A i Bl I Y s I S T A O 1 [ O B I B _
2zs=2=|—8 8 | —1 |0 0} o 4—6| 1 |-4 14—2(r 3 2 — 2 7
5= 2= |~ ) I ; 5 [ ;
- —12; 78} -22 | 12/-138| 48 |—10/ 38 - 9 66|—402/ 118 - 56/ 488] - 166
ol ¢ | ~1]0]-12] & |2 T - W v I e B e A 0 48 | 8 0 —9 (34| 0 118 28 o 160
of 0| —1 |0 0 4 [-2 ol 3 H “14 . 8 o0 -22/-8 o 48 6 0 -9 (-3¢ o 118 | 28 o _31gs
o] —Ljop o & -2 Pl s o 16-148 48 |2 T g | o)y yge |12 2011
s | —1 fof-w. o | d-re] s |-of s -1 | -2 2] 2 LR B
1 9 s 4 fof— 4 120 — 4 4— 16/ 8 (-2 4 —1 10— 32| 12 |— 8 32— 16
1egsgtl  z= 0 4 | -1 |o|- 4] 2 2~ 4 1o |-2 8 T4 |"|®-4 12l 4| 4-16 8 [—8 41| 10/C 55 12 |- 8 32— 18
A P B IS B 8_1 g g-i 1 |Z9 § Z'% Pm Y -4 4-16 8 -2 4 -1 10/~ 32 1z |- g 320~ 16
= -1 - - -
z= 0 0 A1 - a8 8 -e] g 8 ST W 0l gl | o e
Zg=zp=—8 8 | —1 |0 |- 8| 2 4 - - : ¥ I 3 2 2] 7~ &
5= %= ., i
e R R = I R I I N I Y Y ey
GI9T a2l o+ | —1 (0| o 9 q-8 I g—4 — 2| |4 6 0| 4-100 o0, 2 o _1|-10 '8 oo 8- 12~ ¢
S B IR el Bl Il B Tl o o] o o of 73 _, 1 23 6| H_5
4 2| 1 | 4-10 - 2 ‘ -5 -1 |- BoW_
zy=z4=| 8{—8 -1 10 0y 0 4 Y L2 -
. 4 3 ol_90| —14 | | 12|38 —22 |—12 82| 48 1018 -9 | —66| 230 118 56 —316( — 166
1g3grgt| 2= 0l 0 | —1 [0 4t 4 |-2 gl 3 (-2 20 —14 | 1 |—'8 40 ~23| 8_ 56l 48 [_ 6 =20 —g 84|-172 118 (- 28/ 172| — 1g6
9999 n=z=| 0 4 | —1 8 —g 'i 3_4 3 |29 %4 Zit ! — 8 24 22| §—24 45 |- 6 16| ~9 | 34|_124 115 — 28 108| — 166
4o o 0| -1 B {60 —22 |16 B gl ooy
z=| 8~8 | —1 |0] 16| 4 |-4 120/ 3 442 -4 | | | 1660 —22 18 124 48 | -5 -9 |~75| 203 18 7 —5 — 166
5= 2™ 3
i [H'P%) + e [(p°p9) + (o)) +LEPY + T [019Y + (may)
s : . ala*a®o® und g'g®ql g =[ }
Fiir die Reihenfolge: g'g f g um ;Z ;9 9 1 912 21,9 b = L") + (107 [(p2pY) + m0)?)
. 1,8 - Ay M 1‘4 -t 1” = AT ‘] | Diese Ausdriicke werden bei weiterer Spezialisiernng auf parallele
Z,=—8+2p°|— Dot Po® | Pos Pt Do'Do Do’ Do Do* Do o” Po N I Impulse, wie man durch Einsetzen von (88,9) und Entwicklung nach glme
— 2plpd — 2mipYiT. ® bis zur 4, Ordnung findet:
e [ S+ 207 [0 + (P + 070+ (59— 26789 — 207991 ] ' Vel GL 810).
P 2e" P B0 ~ 5 8,10).
Darin bedeuten S,, S, die Abkiirzung: : ?‘ Um die Zghler (5,15) durch die Nenner (9,14) zu dividieren, iiber die 6 (ber-
19 4 me? (p2pY) + (m)? s %Y + (mo)® v!' gangswege v und die 24 Reihenfolgen (88, 0) zu summieren, muB man die
8 =0, =18 'y i + 1.° AT A Do? Dot . Spalten der Tab. (8,10) mit den entsprechenden Spalten der Tab., (8,9) und mit
e Po"Ps" . °'= ° 1) 4 (ma? ‘\ dem Faktor 4 multiplizieren. Man erhilt dann im Glied 4. Ordnung in glme
. s (P1PY) - (mo)? , ?p°) + me) +2,0 @' 4 . \ nach Mittelung iiber die Positronenrichtung p: [vgl. § 9,7]
A2 % -1 P 3 poLPul “ tASIN .
LR TR 'Polpoi | Do Fl“ : LR
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¢ 5)
1 L ey lgl* wg* b9 @ | ®wg° gl | wong?
i - Do° o’ I 2t 2° ot o’
R 1 4 2 4 2 n 2 2 2 4 2 4 2 4
Reihen- gshler |1 gg.’,l S_p:,i 1 212: 8111 1 21’: 18240 211: 8p 2p.; 817: 1 2?.; _31’% 1 217.; | ﬂzm 1 211: 82:77 811‘,‘
folge o Do Po Po Po Po Po Pa | Po Po Do Po Po" | Po [N O Po
g3 gt -z =10 —4 1 j0 4) =2 [-2 4 I -1 21— 8 4| —12 4 |— 4 16 -8 2l — 4| 1 |-10; 32 | — 12 16
7P| —m= = 0 —4 110 4! —2 (-2 4 | ~1 21— 8 4 -12 4 — 4 16/ -8 2l — 4] 1 |-10f 82 ;- 12 16
—z,=10| —4 1 |0 41 -2 -2 4 ;-1 2{—8 -4 —12 4 |— 4 16!/ -8 2l — 4| 1 |—-10] 32 :— 12’ 16
—zg= — %8| =8 110 -8 —2 [—~4 6 | -1 4| —-14 8| —18 4 |- 8 26| -8 ; —% 1 |-191 47 - 12 16
a —z=lo] 4| 1ol o] o} g 4|-1|-2/-8| 0o of o} of of o|-g-4|1 6 24!~ 6 6
eS| —nm=Zzjo| —4| 100 o 0|2 4j-1|-2;-8| o O 0j 0 of 0l-2—4] 1 | 6 2 — & L
~z,= |0 —4 1 {0 -4 0|-2 4 -1 2{ -8 "4 6 0 4} -10 0y 2/ —4| 1 |-10 24 — 6 LB
- I
—zm—zl8| =8| 1 |0| of o|-4 6 |-1| af-1¢] o of of o o of H-Tf1 -1 3 - 8Bl s
¢ :
S gtg? —z, = 0| —4 110 12| —4 |-2 12 | =3 2| —40| 12| -78 22 |—12) 138| —48| 10} —38| 9 —66/ 402 |~118 1166
a9t —zy= —2|0] —4 110 8| —4 2l 8 | -3 |-2|-2¢4| 18 —48; 22 8 80} —48i{~— 6| —24, 9 [+34] 240 |-118: 164
| —z,=|0| —4 1 {0 8| —4 2l 8 | —3 |—-2| —24| 18 —48| 22 8 80| ~—48|— 6 —24| 9 !4+34 240 | -118: 166
|—m=—z=[8] ~8| 1 (0| 16| —4 -4 14| -3 ¢/ 46| 1 84| 22 |-16 148 —48 —223 -7—2% 9 I—75 47 l—us} 166
\ Zu 4914 Ebenso verlduft die Rechnung fiir den Spezialfall (8,2b): Indem man im
2 N, A Zghler (3,15) fiir parallele Polarisationen (8,8, 7) die Spur bildet, erhslt man:
Perm g
) < + A0 1,2 A28, 1
11 - L _ P _ g5 P Z. =8 +2 z[ ®__ (al _ ]
@1 ) 63+1002 75 = T4 5T — 8160 Y R XM P
+ 22800 2o 7soa— 2 _ _ 4706 —2 14 e L[ g+8pp
L T ps T e 5-7.907° . PRPETRr 2 }
=220 + (°PY + B9 + (0199 + (mo)]
und nach Integration?) 47rf p*dp iber die Positronenenergie py: Sy, 5 vgl. S.432).
Z, 4 Und dies wird, weon man zur weiteren Spezialisierung auf parallele
C|dy 2 —0oane sz (-1 Tmpulse (8,8, ) einsetzt und nach Lichtquantenenergien g/me, entwickelt:
N, me P’ q! 'glen g,
Porm Vgl. GL 8,15).
" - = Multiplikation dieser Zghler (8,15) mit den entsprechenden Nennern (S,9),
8,42) - % —31.0—5027 o —5.—7%(-3774—9— - -5—3}‘.0—9 Addition tiber die 6 Reihenfolgen (8,8) und die 6 Fiille u, Multiplikation mil’: 4
. v v N . und Mittelung iiber die Winkel von p ergibt im Glied 4. Ordnung der Ent-
22800 524 _ 47606 wicklung nach Lichtfrequenzen:
3.5+7.9-11 5-7-9.11 5.7.9.11.13
1 Z,
= E Z Ly
8 g \* 2 N,
&,19) = drd-2 (_. W) . (mc) ce=my. &= < B
8,16) lglt [ 41 Pt . 9379 pt ”
=4 —-— — 917 —_— = 8400
r 2 1 P’ | 2 37 z Ga 3.5 pt
0 [ e e I I
) 575 8-5-7po*
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und dies wird nach Integration fiber p:

ofw > S5

Ferm & 541 917 2379
7
8,17 = Oedn(—.4.2(- 2 -
®10 C-dn( 2)42(mc) 5735 " 5.5.7 T 2.5.1:9
L 8400 26316 28508
335.7.0 ~ 5.7-0-10 T 3:5-7-11.13
32 g\ A ot
(8,18) ——4%*16' (_W) (Tn?) 'C—H" .

Nun sind die Matrixelemente der Diracschen Theorie (8,13; 8,18) in ihren
Gliedern 4. Ordnung und die Mairixelemente der Lichtquantenwechselwirkung
(8,65 8,7) fiir die beiden betrachteten Ubergiinge (8,23, b) ausgerechnet.

Thre Gleichsetzung (8,3):

e 1 —47.6-32 (g

c 4
&) L: (32.1_85)19141)?]2_02:7(%) ¢

fic 1 47-16-32 [ g \*
. 4 — _ =
B 1z 6o MDD F Hrt 55 (%)

me
bestimmt die beiden Konstanten o, § zu

1
® =" 3607
(8,19
G T
T 360at

Die Einfachheit des Resultats legt die Vermutung nahe, daf es moglich
sein muB, auf einem einfacheren Wege zu dem hier abgeleiteten Ergebnis zu
kommen. Dieser einfachere Weg wird in einer inzwischen erschienenen Arbeit
beschritten ¥).

§ 9. Bestidtigung des Verfahrens

Im vorigen Paragraphen wurden zwei Konstanten , 8 so bestimmt, da das

Diracsche Matrixelement Hy, fiir Streuung von Licht an Licht (im Gliede

4. Ordnung der Entwicklung nach Lichtfrequenzen g'lme) in zwei speziellen
Fillen (8,28, b) durch den Ausdruck (2,21):
22 e [e@or 4 g -2yaY
0

(9; 1) —e'g_'

dargestellt wird.

Die Méglichkeit dieser Bestimmung berubt nur auf der Tatsache, daB.
beide Ausdriicke zu den betrachteten 2 Ubergiingen ein nichtverschwindendes
Matrizelement geben.

Die Behauptung aber, auf welche es ankommt, da (9,1) fiir alle Fille
(bis einschlieBlich zur 4. Ordnung in g"/m ¢) die Strewung von Licht an Licht
vollstindig darstellt, enthilt die Voraussetzung, daf es iberhaupt einen korre-
spondenzmiiBigen Ausdruck fiir die Streuung von Licht an Licht gibt, daB
(wegen dessen Eichinvarianz) die Entwicklungsglieder 1., 2. und 3. Ordnung
des Diracschen Matrizelements Ifﬁl nach Lichtfrequenzen immer verschwinden
und daB (wegen seiner Lorentzinvarianz) das Glied 4, Ordoung dieser Ent-
wicklung des Diracschen Matrixelements von der Form (9,1) ist.

Diese Voraussetzung und die darsus folgende Behauptung, da wir auch

1) W.Heisenberg u. H. Euler, Ztschr. f. Phys. 98. S. 714. 1936.
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ohne Spezialisierung bei Durchrechnung des Diracschen Matrixelements fitr
4 beliebige Lichtquanten das Resultat (9,1) erhalten hitten, soll jetzt durch
einige numerische Rechnungen kontrolliert werden.

‘Wir berechnen in der Entwicklung des Diracschen Matrixelements nach
Lichtfrequenzen : ’

1. die 1. Ndherung allgemein,

9. die 2. Niherung unter einer einschrinkenden Voraunssetzung fiber die
Polarisationen,

3. die 3. Nsherung fiir die zwei oben behandelten Spezialfille a) und b)
und bestimmen ‘

4. die Konstante « noch einmal auf einem vom obigen ganz unab-
hingigen Wege.

‘Wenn 1., 2. und 3. das Resultat 0, und 4. wieder das Resultat e=— 363_713

ergeben, konnen wir darin fiir unser Verfahren eine direkte Bestitigung sehen,

1. Das Glied 1. Ordnung des Diracschen Matrixelements in der Ent-
wicklung nach géfm ¢ muB immer verschwinden: denn es ist linear in den Im-
pulsen und Energien der Lichtquanten als Glied 1. Ordnung, symmetrisch
in den 4 Lichtquanten wegen der Summation iiber die Lichtquantenpermu-

tationen, also O infolge des Erhaltungssatzes 2 gt=0, 2 gt=0 fir
Energie und Impuls. Perm Perm

2. Das Glied 2. Ordnung in g'/m ¢ des Diracschen Matrizelements soll in
dem speziellen Fall ausgerechnet werden, in dem alle 4 Lichtquanten parallele
Polarisationen, aber beliebige komplanare Impulse g, g% g° g* haben.

In diesem Fall erhiilt man durch Entwicklung des Zdhlers Z, (5,15),
welcher die Produkte der 4 gewdohnlichen Matrixelemente der Teilprozesse ent-
hilt, bis zur 2. Ordnung in g'fem: (Statt fiir 6 Ubergangsfille u =1...6 von
denen nur 4 verschieden sind, 4 Gleichungen' einzeln aufzuschreiben, sind

Z

1
sie durch Spalten Z’ZZ"‘ von je 4 Zahlen in einer Gleichung zusammen-
gefafit): Zs = Zy
122 ]8 2’ i <[]
Zy=Z,| _ Po |1 _gg Py |1
Z, ’ ——Sio ‘*-81302 1 801’04 1
Z, = Z, i1 1 1
. 3 2 -1
—41)"4 [u:g‘) f +Wed) % +kgy :é}
’ 4 2 -2
1
99 | 520 i ogte gt —gy |l
©, +—m2g" g —gY|]
Do
. 1‘
e [ |21 m '8 w1
g g - Y y | —1
6170’[ _1|t8=—=%lg -1-801)04‘_1!]
6 13 =1
war], -1 22|20 1
g —1 y | — 2 i1
~ B, 4‘ 1857 20 +32°’1t]‘
L —37 1]
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Darin ist im Gliede 2. Ordnung schon iiber die 24 Permutationen der
Lichtquanten gemittelt unter Beachtung der aus dem Erhaltungssatz folgenden
Relationen:

@3 .. —2(9 g‘)—Z(g g*)=—32(g gﬂ)——32(g138) =

Perm Perm Perm Perm.
Die Entwicklung der reziproken Nenner 1/N, (5,14), welche Energmdlﬂ'erenzen
der ZWlschenzustande zum Anfangszustand darstellen, bis zum selben Grade
wird (in der obigen Bezeichnungsweise);

[ Nt 1 -2 -1 1
Nyte Nzt 12 W =6 -3 RE
Nyt =pd1|Taps| P L | T _ TR
—1 1 .
0 Nyt 4 N 1 ~3 -1 1
: 5 25
@'g)| 0], gy |90
12p°| — 1 2p" |55)°
! -3 39

wobei ebenfalls im hichsten Gliede schon iiber die Permutationen der Licht-
quanten gemittelt wurde.

Multiplikation dieser Zghler (9,2) und reziproken Nenner. 9,4) ervlbt im
Gliede 2. Ordnung in g°mc, nach Summation iiber die 6 Ubergangsfille
4 =1...6, Winkelmittlung tiber p und Summation iiber die Permutationen
der Lichtqua.nten unter Berficksichtigung von (9,3):

(gg ‘) 564 p* 3876 p 3564 p¢
ZZN 2 [ 36"‘?%“ 3.5 p_+57 rxib
Perm Perm

und nach Integratmn ) iiber p:

S0 3 S S [ R ]

Perm

Tatstichlich versehwmdet also bei beliebigen Impulsen das Glied 2. Ordoung
in g/me des Diracschen Matrixelements fir Streuung voun Licht an Licht
paralleler Polarisationen.

Die entsprechende 2. Ordnung nichtparalleler Polarisation soll nur am
oben behandelten ganz speziellen Fall (8,2b) senkrechter Polarisation und
paralleler Tmpulse gleichen Betrags untersucht werden.

Hier erhilt man fiir das Glied 2. Ordoung des Diracschen Matrix-
elements, wenn man die im § 6 berechneten Spalten der Zihler (8,15) mit den
Spalten der reziproken Nemner (8,9) multipliziert, die zu Gliedern 2. Ordnung

g'me fiihren, und iiber die Positronenrich’cung b mittelt:

_ |g|2 332 p® 1180 p* 8564 LG]
22 4 -3 p +35 D 357 pgb

Perm g

—_———

AN T
D fpg+5p2dp—(mc)2n+3
0
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und dies wird nach Integration iiber die Positronenenergie p,:

z g\2[44 332, 1180 3064
Pund gy . ~_ o bk
fdPZZ 7w, ~4" 4(mc) [3 5.5 T 357 3-5-7-9]

Perm p
. =0

in Ubereinstimmung mit unserer allgemeinen Behauptung.

8. Das Verschwinden der Glieder 3. Ordnung in der Entwicklung des.
Diracschen Matrixelements nach Lichtfrequenzen soll ebenfalls nur in den
beiden speziellen oben behandelten Fillen (8,2a,b) paralleler gleich groBer
Impulse und paralleler und senkrechter Polarisationen nachgepriift werden.
Hier haben wir es aber schon bestitigt. Denn nach §.430 fallen alle un-
geraden Potenzen aus Lichtquantenimpulsen und -Energien fort, weil iiber
die Permutationen der z T. gleichen, z. T. entgegengesetzten Lichtquanten
summiert wird.

4. Die Konstante e, welche fiir die Streuung von Licht an Licht paral-
leler Polarisation maBgebend ist, soll nun auf einem neuen Wege nochmals
berechnet werden. Statt, wie wir es oben taten, in einem speziellen Fall
(8,2b) gleicher bzw. entgegengesetzt gleicher Impulse die Matrixelemente
(5,13) der Diracschen Theoric und der Feldfunktion (8,4) zu vergleichen,
betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall beliebiger Impulse (bei parallelen
Polarisationen), beschrinken uns aber auf den Vergleich eines der Glieder in
(8,4), die zu dem betrachteten Ubergang beitragen.

Das Matrixelement von:

ke 1 2 e
o f @ — DAV
enthiilt nach (8,4) fiir einen Ubergang 1| Polarisationen der drei Glieder:

- e 1 2 .
(9’3) D-a- A E_oz. [(gl a9 (93 g¢) -9 (gl 92) gsg‘ + g1g2 gsgcl'

e2

Perm

Wir greifen das mittlere Glied heraus und bestimmen die Konstante e durch
Vergleich dieses Glieds

e 1
©9,59) «D2L _~_(—9 E @'gY g9

et K,

Perm
mit dem entsprechenden Glied des Diracschen Matrixelements, das wir nun
berechnen.
Das Matrixelement an der Diracschen Theorie besteht (im Gliede

4. Ordnung der Entwicklung nach g%/ m ¢) aus symmetrischen Formen 4. Grades
in den vier Lichtquantenimpulsen und Energien. Wegen der Erhaltungssiitze
sind diese aber nicht unabhiingig, vielmehr lassen sie sich alle aus den
vier Formen .

E' (gl gﬂ) (gs gi) , E (gl g‘l)gS g& s E glgi g3 917 E (gl gl) (g‘l g%)

Perm Perm Perm © Perm

linear zusammensetzen, die ihrerseits linear unabhingig sind.

Wie eine einfache Anwendung der Erhaltungssitze:

Sgeo,  Sle-o

Perm Perm.
zeigt, lauten diese linearen Bezichungen zwischen den verschiedenen Gliedern
4. Ordnung in g/me des Diracschen Matrixelements:
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GL 9,6)
>.(g'g9 @’ | =(g'6D 9% > 9'9%9° 9*
Perm Perm Perm
1
> @'999*9° = > (6'gYa%8%) = 0 0 -5
3
Perm Perm 3
> (6'g99'9* = Z(a'g)(g'gY = 0 0 +g
Perm Perm
> (g'g) = 0 0 -2
Perm 1 1
142y gl g8 = 0 —_— —
2 (8'809"9 3 +5
>(6'8)9"9* = 0 +1 -1
Perm 1 . 1
Satad (atad) = —_— 0 -
Pem(s g% (g'g% 5 +g
PZ(g‘gZ)‘-' = +1 0 -1
erm

Die linearen Beziehungen zwischen Gliedern wie

PXCISITTA

Perm

> (69" (g°
Perm

0

3

0

0

welche den Positronenimpuls — p enthalten, iiber den integriert wird, folgen
hieraus mit Hilfe ihrer Eigenschaften gegeniiber der Winkelmittelung in p:

6
27 BR8P P = 7o (167 6Y 6 69 + (6% (@Y + (6"

P

®9 "
®g) e =5@g)

e v o G RS
Py 0gY08) =5 56'8)

—_— ]
PRI 0 e) = 2 6e)-

Die Behauptung der Eichinvarianz besagt nun, daf in der Tabelle

4
pgH (g’ bad) thgy = 31%5 (@' g% (g g% + (g g®) (a2 g% + (5" g% (% g%)]
%) (g® 091

8
2t (9) eI e") (PeY = 57750697 @° 69 + (697 (599 + (8" 9% (67 6%

9,6 der

linearen Beziehungen die 4. Spalte (in der Summe iiber alle Glieder des
Diracschen Matrizelements) nicht vorkommt, und die Behauptung der
Lorentzinvarianz: daB die ersten drei Spalten (summiert iiber alle Glieder)

im Verhiltnis 1:— 2:1 gekoppelt sind (9,5).

Wir verabreden nun (9,52), nur die Glieder der zweiten Spalte zu sam-

meln, d. h. (9,6; 9,7) im Diracschen Matrixelement nur die Glieder:

2 (gl g?) gs g4 — 2 (gl g2) g3 g4 s

Perm Perm

‘ 2 (pg) pgd) gyt = 2(&9 g) (b g% g°g*

Perm Perm.

(CA)
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2 @'g® 9'9* = 2 @'g) g% g,
Perm Perm
2 weh) (gD g'9® = 2 ®gY e g®y*
(9,8) Perm . Perm
Z @gg'9 =—5 Z @ a2 9°9%
Perm Perm
1
Slom e =—g- > 08 0ess
Perm Perm

und die, die zu ibnen fithren kénnen, suszurechnen und alle anderen fort-
zulassen.

Unter dieser Vereinfachung erhilt man fiir die Zéhler des Diracschen
Matrixelements durch Entwicklung von (5,15) nach g/me (in derselben Bezeich-
nungsweise der Ubergangswege g =1--6 durch Spaltenstellen wie in 9,2):

Z ol iy 1
Z, = Z, 0 1 1l
"7 =80t 1|~ 8|1
Z, = Z, 1 2 1
s (3 2 -1
——p”-'i—lw@ 2 r g |+ ey T g ]
’ 4 '2 -2
8p,t I
—L%(p,—zg‘—g*w“)}
Do 1
-1 10
_2[@2_)_%]1 0 +2[£9_‘a‘_)_m(£5‘*_) 0
B 4 0 2 4 1
2 Do | Do Py
\_1 1
1
@9 g’gt  pg)pel] |1
| ro[Eg_ ee6e] |1
Po Po S
YN L ety |
_2_p_1;4_ (g1gz)'g + (g4 gt + g9 i _(P_g’.pg_).} ;
5 l1 ° 15
L
(bgh 8" +6) |1
* I 25 1
iy
I [ 4(pghpgd) pghHdg?
-8 — (alq® -2
Po° (69" + —; X Do

_ peY gy ]
2

1
1 -
Do i
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Die Entwicklung ‘geht hier nur bis zur 2. Ordoung, -weil die Glieder,
die gesammelt werden, zwei Potenzen der Lichtquantenenergien g%g*... ent-
halten sollen, die nur im Nenner (5,14) vorkommen.

In #hnlicher Weise vereinfacht sich die Entwicklung der reziproken
Nenner (,14):

N7t 6 -4 -2
8 Nyl4+ N7 g | 12 ATl Bl B 0
) N;l s | -4 i 6 2 |—2
N:l+ngt -4 —4 0
[ —12 - 8 3|
g .| —30 —22 < 8
el XS ORIt 1 ¥ BN 1o
L i -4
i 6| B -4/
gtgt - 30 - 12 18
9,10 L | pgt * ¢
©,10) +o (W8] ol + e _ |+ 0eY
L 8 ¥ -2/
i 3 2 -2
99 1 0 e -2 " -2
Sl (L1 ST R T TR EXCT ) B
| -1 -% -1
- 21 | o1
_(g'ghgtgt | —30 L e baIgyt 70
2p,° 9 2po° - 19|’
5 - 21

in der die Glieder 0. und 1. Ordnung fortgelassen werden konnten.
Maultiplikationen dieser Zihler (9,9) und reziproken Nenner (9,10) ergibt
im Gliede 4. Ordnung nach Mittelung iiber die Positronenrichtung p:

Z’ Z' __[5+£L_E§1_L‘ 99 P]Z’ @ ’)99
N, 37 35 Pt © BT p

Perm g Perm

und nach Integration iiber die Positronenenergie p,:

(g' g g% g* 5 25
Zp 94 %
220.[“’ 4 02 T mer [so 357

Perm u Perm

_e3 29 g'g)g°g*
3579+ 5-7.9-11] 4“0(5 9)2 moE

Perm

- Damit ist das verabredete Glied des Diracschen Matrixelements fiir
Streuung von Licht an Licht paralleler Polarisation ausgerechnet.
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Das Matrixelement des entsprechenden Gliedes der angesetaten Licht-
quanten-Wechselwirkung (2,21) ist nach (9,5):

. & 1
12 i gE D9 D @eest
et h,
) Perm
Gleichsetzung beider Ausdriicke (9,11), (9,12) bestimmt den Koeffizienten o« zu
| :
* =7 3604

in Ubereinstimmung mit der fritheren Rechnung.

§ 10. Diskussion des Resultats

Wir konnen nun unser Verfahren als bestitigh ansehen und das
Resultat folgendermafien zusammenfassen:

So wie in der gewthnlichen Maxwellschen Theorie ein
Elektron von einem elektromagnetischen Feld, so ist in der Locher-
theorie ein Lichtquant von einem Materiefeld umgeben. Die Hamilton-
funktion eines jeden Feldes ist daher die Summe aus den Energien
von Licht und Materie, sie enthilt die Freiheitsgrade: Feldstirken
und Ladungswellen.

So wie aber in dem speziellen Fall, in welchem keine trans-
versalen Lichtquanten da sind und die Elektronen sich so langsam
bewegen, daB keine erzeugt werden konnen, diese. Hamiltonfunktion
annihernd ersetzt werden kann durch eine Hamiltonfunktion, welche
nur noch die Freiheitsgrade der Elektronen enthilt (wobei dann die
Energie des elektromagnetischen Feldes ersetzt und seine Erzeugung
angedeutet wird durch die Coulombsche Wechselwirkung der Elek-
tronen): ebenso kann in dem hier betrachteten Spezialfall, in wel-
chem keine wirklichen Elektronen vorhanden sind und die Energie
der Lichtquanten nicht ausreicht, um Elektronenpaare zu erzeugen
(0,1), die Energie des Gesamtfeldes annihernd ersetzt werden durch
eine Hamiltonfunktion, die nur noch von den Feldstirken €, % allein
abhingt:

2 ~
D] < By (rad D — (+57) <2 (505) 2@.2}

(10,9 z7=fUdV fiir |B| < B, (grad B — (i 6ﬁ‘)<2(mc) B2

(10 U=2EE _ ot @2)2+7cs_@>2] (E - (—_—)~)
m c?
103  DHB,E) — B, @)D = 2hei5oSE— £

Diese Hamiltonfunktion T ist als Anfang einer Entwmklung aufzu—
fassen, die nach Potenzen der Feldstiirken bis zur 4. Ordnung (ent-
sprechend der Entwiclklung der Diracschen Theorie nach der Elek-
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tronenladung bis zur 4. Ordnung) und nach dem Grade der Ableitung
der Feldstédrken bis zur 0. Ordnung durchgefithrt ist (entsprechend
der Entwicklung der Diracschen Matrixelemente bis zur 4. Ordnung
nach Lichtfrequenzen ¢*/m c).

Der Zusatz zur Maxwellschen Energie in (10,2) ist eine Wechsel-
wirkung der Lichtquanten, welcher die virtuelle Materieerzengung
andeutet und die Energie des Materiefeldes ersetzt, welches die
Lichtquanten umgibt. Die hier betrachtete Niherung (in der die
Ableitungen der Feldstiirken vernachlissigt werden) beschreibt eine
Nahwirkung der Lichtquanten. Die zu dieser Hamiltonfunktion-(10,2)
gehorigen kanonischen Gleichungen lauten:

[ 1% 4rtG=0, div B = 0;
— 1D 41069 =0, divd=0;

(10,4) .
| D=6+ 9(} - EzW@Z B2 € + 14 (EB)B]

1 7
9=+ g5 = E1[4(@2 BY B — 14EB)E]
oder, in anderer Schreibweise:

%53+rot@= 0, div® = 0;

——%@-l—rot%’—é‘m div€ = 4z g;

(10,5) 1 dni _ 1 &e _1_[~ O (42— BYE+ 14EB) %]]
— rot [4 (62— BB — 14 (EB) ]

4ng = 5o 2 g GV [ 4@ — BYE— 14EH)B).

Sie kinnen auch aus dem Variationsprinzip f f LavVdt=Extr.
fiir die Lagrangeﬁnktion

08 L=S5E ol B2 e B9+ 1EBF.

unter der Nebenbedmgung €C=— 7&[, B = rot U hergeleitet werden.

In der ersten Fassung (10,4) dieser Gleichungen wird die mit dem
Feld gekoppelte virtuelle Materie angedeutet durch ein Auseinander-
treten von elektrischer Feldstirke € und elektrischer Verschiebung 9,
von magnetischer Induktion B und der GroBe §, ebenso wie in der
Elektrodynamik polarisierbarer Korper die wirklich mit dem Feld
gekoppelte Materie dargestellt wird.

Bei der zweiten Schreibweise (10,5) tritt die vom Feld € B
virtuell erzeugte Materie direkt als scheinbare Dichte o = o (G, B)



winkel 482, um g* und es schlieflich multipliziert mit —— ?:
Ve 1 4 (2
dQ“T 2 AWIIHm !
LI o L 30 Vv [g*[*
4W ch® 1 —cosgigt’ (ele®)(e3efgtg®g®g*
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W & BV ) W Vg 2 | + (€ 1) (6o o¥)

H. Euler. Tber die Strewung von Licht an Licht usw. 445

und scheinbarer Strom 7 = (€, %" in Krscheinung. AuBerdem zeigt
diese Ausdrucksweise (10,5), daB die hier angegebenen Gl.(10,2 ...10,6)
mit den allgemeinen Gleichungen?) fiir Licht und Materie im Einklang
sind, in denen nur die Materie g,7 durch bestimmte Funktionen der
Feldstirken, die sie erzeugen, ersetzt ist.

Es gelten, wie man leicht aus (10,2), (10,3) oder {10,4) folgert,
die Erhaltungssiitze

I{ i 8 U 1 div [@“} —o;

(10,8) “=U“£ﬂ%%+ﬁﬁ+&%ﬁ@ﬁ)
™ Y

_:(l:. % [iijk + aa—-‘x;‘.Tik = O; Txy = _!'__ (@z@y + Séx%\.y)

[—

Ty= Tku [€9] = [®B],

welche zeigen, daB %]— = %f—] Energiestrom und Impulsdichte ist

im Einklang mit den Formeln der allgemeinen Quantendynamik der
‘Wellenfelder Y).

Die (leichungen sind nicht linear, d. h. es entspricht ihnen kein
Superpositionsprinzip und sie beschreiben eine Streuung von Licht
an Licht, die um so groBer wird, je stiirker (gegen E;) und je kurz-
welliger (gegen %/mc) die Felder sind,

Den Wirkungsquerschnitt d @ fiir Streuung von Licht an Licht
erhilt man, indem man das Quadrat des Matrixelements H der
Wechselwirkung in (10,2) fiir den Ubergang zweier Llohtquanten
mit den Impulsen g% g% den Energien c¢g!, ¢g?> und den Polari-
sationen el, e? in zwei andere mit den Impulsen — g% — g% den
Energien — ¢g% — ¢g* und den Polarisationen e3, e* bildet und es
multipliziert mit der Zahl 1/4W der sekundiren Lichtquanten-
paare — g% — g* pro Energieintervall ¢(|g®| + |g*|) fur den Raum-

Lgﬂfil + Tleterg?||e?etgtgg®
(w+§+f+¢=%
ht9+g+gt=0

1) W. Heisenberg u. W.Pauli, Ztschr. f. Phys. 56. S.1. 1930; 59.
S. 168. 1930.

|
|
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dst [ e2\2 (e \2 1
49 = Gt (rer) (Fs) weo
(e*e?)(e3ef)gtg® g% g 2
L — 2 (¢ g[e*g") g’ o
9'9%g* (1~ cos (@ g) 12 + ([e*g7][e*6%)) (fe* %L a®(|"
1,2?%‘:‘4 + 7 iel e gzl [63 o4 g4!9193
Um ein Beispiel zu geben, berechnen wir den Wirkungsquer-
schnitt fiir den Fall, dafl zwei Lichtquanten gleicher Energie, ent-
gegengesetzter Impulse und gemeinsamer Polarisation aufeinander-
stoBen und sich in zZwei ebensolche Lichtquanten derselben Polari-
sation verwandeln. Fiir die Wellenliinge A und den Streuwinkel ¢
wird dann:

(10,9)

(100  d@=222p3 + 005297]2( < )‘ (LY%

m c? me

Der Wirkungsradius fiir Streuung von Licht an Licht ist also
von der GroBenordnung 10~ ecm fiir p-Strahlen, 1024 em fiir
Rontgenstrabhlen und 10—% cm fiir sichtbares
Licht, und wird daher nur schwer experi-
mentell festzustellen sein.

DaB es sich hier (trotz der Darstellung
durch Kklassische Feldfunktionen) um einen
rein quantenmechanischen Effekt handelt,

-g? wird schon dadurch hervorgehoben, daf der

Fig. 3 Zusatz in (10,2) proportional zu h ist.‘
Es ist nun interessant, die hier be-
rechnete Abinderung der Maxwellgleichungen
durch die quantentheoretische Moglichkeit der Paarerzeugung mit
der von Born?) aus Uberlegungen innerhalb der klassischen Theorie
vorgeschlagenen zu vergleichen.

Bekanntlich hat Born auf Grund der Tatsache, daBl die Kklassi-
schen Maxwellgleichungen eine unendliche Feldenergie um ein
Elektron geben, abgeianderte Feldgleichungen angesetzt, in denen
er eine Konstante so bestimmen konnte, daf das Feld einer Punkt-
ladung e eine Energie m ¢? bekommt, und hat dann diese Gleichungen
in der Weise gequantelt, die durch ihre Eigenschaften als kanonisches
System vorgeschrieben ist. Die Bornsche Theorie hat, entwickelt
nach Feldstirken, im ersten Glied die Hamiltonfunktion:

to11) U = [Zr gy LI L (e — 9% + 4@ Ddv.

a2, 5-9%

2z

1) M. Born, M.Born u. L.Infeld, Proc. Roy. Soc. London [A]143.
S. 410. 1933; [A] 144. S. 425. 1934; [A] 147. 8. 522. 1934.
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Aus Invarianzgriinden stimmen die Zusatzglieder zur Maxwell-
schen Energie in der Bormnschen (10,11) und in der Diracschen
Theorie (10,2) bis auf Zahlenkoeffizienten iiberein. Die Zahlen-
koeffizienten unterscheiden sich in beiden Theorien um den Faktor

4 he
B immer & Lur das Glied (B°— DY’

und um

m%ﬂ)‘-‘_ t—f fir das Glied (B D).

Wegen des tatsichlichen Wertes der Sommerfeldschen Fein-
strukturkonstanten ist der numerische Wert dieses Faktors- 1,7
bzw. 2,9. Und es ist bemerkenswert, daB die quantentheoretlsche
Abanderung der Maxwellschen Grlelchungen jedenfalls von der
GroBenordnung ist, die nach klassischer Vorstellung auf Grund der
Selbstenerg1e Zu erwarten wire.

Diese Ubereinstimmung in der GroSenordnung bedeutet natiir-
lich noch nicht, daB in der Diracschen Theorie die Frage der
Selbstenergie schon gelost wird, wenn man nur in ihrer Entwick-
lung nach der Elektronenladung zu geniigend hohen Niherungen geht.

Aber sie weist doch darauf hin, daf eine Beriicksichtigung der
hoheren (lieder dieser Entwicklung fiir die Frage der Konvergenz
zu einer anderen Situation fithren kinnte, als man in den niederen
Niherungen findet.

Wie die GL (10,2), (10,4) zeigen, braucht es gar nicht immer
erlaubt zu sein, die itblich angesetzte Entwicklung der Feldtheorie

nach der Elektronenladung e (d. h. hier nach der Feldstarke ¢ m)

nach dem ersten nichtverschwindenden Glied abzubrechen Denn
die hier angeschriebenen Glieder 4. Ordnung konnen bei geniigend
starken (und die nicht mehr angeschriebenen Glieder mit den Ab-
leitungen der Feldstirken konnen, wie Weisskopf bemerkt hat,
bei geniigend kurzwelligen) Feldern sehr wohl noch einen Beitrag
geben, der von derselben GroBenordnung ist, wie der der vorher-
gehenden Glieder 1., 2. und 3. Ordnung, mit denen man sich bisher bei
allen Problemen begniigt hat, d. b. die Entwicklung nach der Kopp-
lung ¢ von Licht und Materie braucht nicht zu konvergieren, wenn
(etwa bei schnellen Teilchen oder in der Nihe eines Elektrons)
diese Kopplung durch Materieerzeugung zu innig wird.

Man bekommt beinahe den Eindruckl), bei der Entwicklung

1) Nach Prof. W. Heisenberg.
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der Strahlungstheorie nach der Elektronenladung etwas Ahnliches
vorzunehmen, wie wenn man einen endlichen Ausdruck

1
afl/lq-%d'r

durch eine Entwicklung berechnen Wﬁrde,

f]/l—;- d?-fdr—i—e +e2 ds"r_+-'-,

deren einzelne Glieder um so starker dlvergleren, je hoher sie sind.

Die Ergebnisse dieser Arbeit deuten also darauf hin, daB man,
um in den prinzipiellen Schwierigkeiten der Strahlungstheorie weiter
zu kommen, zunichst versuchen muB, die Entwicklung nach €?/%e¢
durch etwas anderes zu ersetzen.

Herrn Prof. Heisenberg mochte ich fiir seine wesentliche Hilfe
und sein standiges Interesse bei der Arbeit herzlich danken. Ferner

danke ich Herrn Kockel fiir seine Mitarbeit, ohne die die Aus- -

fithrung der Rechnungen gar nicht moglich gewesen wire.

Leipzig, Physikalisches Institut der Universitit, den 21. Juni
1935.

(Eingegangen 28, Januar 1936)



