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Note

This book is compiled to provide a printer-friendly e-book for you who want to read Euclid’s Elements in the
original Greek language. The Greek text is borrowed from Perseus Digital Library 1 and as for the drawings I
have reproduced with a geometrical drawing language named, fittingly to the purpose, “EΥKΛEI∆HΣ (EUK-
LEIDES)”2. The drawings are based on the JavaTM script drawings on David Joyce’s Euclid’s Elements Web
Page 3.

At the Perseus Digital Library each word is linked to morphological analysis tools. But the text there
lacks the diagrams that are critical in understanding the text. So I have prepared my own edition with the
diagrams, which was what I had been eagerly looking for myself for years on the internet.

The Greek text of Euclid’s Elements is in the public domain. But the digitalized version, and especially
the morphological tools serviced on Perseus Digital Library are protected by copyright laws. I have made
a brief contact with Perseus personel and got an answer that Perseus Digital Library is not putting stress
on the mere (Greek) text on it’s home page. But the various learning tools are just what it is for and are
strictly protected by law.

If you get prompted by this document and decide to read the book you are advised to visit Perseus
Digital Library and get the full linguistic assistance from the philological tools there.

This document can be freely distributed (as long as there’s no copyright infringement to Perseus Digital
Library’s part) and I claim no copyright of any kind except in case you use this document for any commercial
interest.

Thank you. ;)

Nov. 15. 2004.
Myungsunn Ryu.

†If you want to learn Greek solely for reading Euclid’s Elements, I recommend you to visit the Dr. Elizabeth
R. Tuttle’s web site, Reading Euclid 4.

‡Recently I found a wonderful Greek site5 that presents Euclid’s Elements in Ancient Greek with all the
diagrams in HTML. Now there are Heiberg’s Greek texts of “Euclidis Opera Omnia(All Works of Euclid,
in 9 volumes)” available online6, so the need for this edition is greatly diminished. However, you might still
want to have this wonderful work of the ancient genius on your bookshelf in a neatly printed form.

1http://www.perseus.tufts.edu/cgi-bin/ptext?doc=Perseus:text:1999.01.0085;layout=;loc=1;query=toc, mirrors at
http://perseus.mpiwg-berlin.mpg.de/ and at http://perseus.uchicago.edu/

2http://www.eukleides.org/
3http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
4http://www.du.edu/~etuttle/classics/nugreek/contents.htm
5http://www.physics.ntua.gr/Faculty/mourmouras/euclid/index.html
6http://www.wilbourhall.org/index.html#euclid

i



ii



ΠEPIEXOMENA

BIBΛION A′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
BIBΛION B′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
BIBΛION Γ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
BIBΛION ∆′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
BIBΛION E′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
BIBΛION F′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
BIBΛION Z′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
BIBΛION H′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
BIBΛION Θ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
BIBΛION I′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
BIBΛION IA′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357
BIBΛION IB′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397
BIBΛION IΓ′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425

iii



BIBΛION

A′

ΟΡΟΙ

ά . Σηµε�	ν �στιν, ο� µ�ρος ο�θ�ν.

β́ . Γραµµ� δ� µ�κος �πλατ�ς.

γ́ . Γραµµ�ς δ� π�ρατα σηµε�α.

δ́ . Ε�θε�α γραµµ" �στιν, #τις �$ %σου το�ς �φ( )αυτ�ς σηµε*οις κε�ται.

έ . +Επιφ-νεια δ� �στιν, / µ�κος κα0 πλ-τος µ	νον 1χει.

3́ . +Επιφανε*ας δ� π�ρατα γραµµα*.

ζ́ . +Επ*πεδος �πιφ-νει- �στιν, #τις �$ %σου τα�ς �φ( )αυτ�ς ε�θε*αις κε�ται.

ή . +Επ*πεδος δ� γων*α �στ0ν 6 �ν �πιπ�δω7 δ8ο γραµµ9ν :πτοµ�νων �λλ"λων κα0 µ� �π( ε�θε*ας
κειµ�νων πρ;ς �λλ"λας τ9ν γραµµ9ν κλ*σις.

θ́ . <Οταν δ� α= περι�χουσαι τ�ν γων*αν γραµµα0 ε�θε�αι >σιν, ε�θ8γραµµος καλε�ται 6 γων*α.

ί . <Οταν δ� ε�θε�α �π( ε�θε�αν σταθε�σα τ?ς �φε$�ς γων*ας %σας �λλ"λαις ποι�@, Aρθ� )κατ�ρα
τ9ν %σων γωνι9ν �στι, κα0 6 �φεστηκυ�α ε�θε�α κ-θετος καλε�ται, �φ( Bν �φ�στηκεν.

ιά . +Αµβλε�α γων*α �στ0ν 6 µε*ζων Aρθ�ς.

ιβ́ . +Ο$ε�α δ� 6 �λ-σσων Aρθ�ς.

ιγ́ . <Ορος �στ*ν, D τιν	ς �στι π�ρας.

ιδ́ . Σχ�µ- �στι τ; Eπ	 τινος F τινων Dρων περιεχ	µενον.

ιέ . Κ8κλος �στ0 σχ�µα �π*πεδον Eπ; µιHς γραµµ�ς περιεχ	µενον [B καλε�ται περιφ�ρεια],
πρ;ς Bν �φ( )ν;ς σηµε*ου τ9ν �ντ;ς τοI σχ"µατος κειµ�νων πHσαι α= προσπ*πτουσαι ε�θε�αι
[πρ;ς τ�ν τοI κ8κλου περιφ�ρειαν] %σαι �λλ"λαις εJσ*ν.
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2 BIBΛION. A′

ι3́ . Κ�ντρον δ� τοI κ8κλου τ; σηµε�ον καλε�ται.

ιζ́ . ∆ι-µετρος δ� τοI κ8κλου �στ0ν ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου Lγµ�νη κα0 περατουµ�νη �φ(
)κ-τερα τ? µ�ρη Eπ; τ�ς τοI κ8κλου περιφερε*ας, #τις κα0 δ*χα τ�µνει τ;ν κ8κλον.

ιή . MΗµικ8κλιον δ� �στι τ; περιεχ	µενον σχ�µα Eπ	 τε τ�ς διαµ�τρου κα0 τ�ς �πολαµβανο-
µ�νης Eπ( α�τ�ς περιφερε*ας. κ�ντρον δ� τοI 6µικυκλ*ου τ; α�τ	, / κα0 τοI κ8κλου �στ*ν.

ιθ́ . Σχ"µατα ε�θ8γραµµ- �στι τ? Eπ; ε�θει9ν περιεχ	µενα, τρ*πλευρα µ�ν τ? Eπ; τρι9ν,
τετρ-πλευρα δ� τ? Eπ; τεσσ-ρων, πολ8πλευρα δ� τ? Eπ; πλει	νων P τεσσ-ρων ε�θει9ν
περιεχ	µενα.

κ́ . Τ9ν δ� τριπλε8ρων σχηµ-των Jσ	πλευρον µ�ν τρ*γων	ν �στι τ; τ?ς τρε�ς %σας 1χον
πλευρ-ς, Jσοσκελ�ς δ� τ; τ?ς δ8ο µ	νας %σας 1χον πλευρ-ς, σκαλην;ν δ� τ; τ?ς τρε�ς
�ν*σους 1χον πλευρ-ς.

κά . RΕτι δ� τ9ν τριπλε8ρων σχηµ-των AρθογSνιον µ�ν τρ*γων	ν �στι τ; 1χον Aρθ�ν γων*αν,
�µβλυγSνιον δ� τ; 1χον �µβλε�αν γων*αν, A$υγSνιον δ� τ; τ?ς τρε�ς A$ε*ας 1χον γων*ας.

κβ́ . Τ9ν δ� τετραπλε8ρων σχηµ-των τετρ-γωνον µ�ν �στιν, / Jσ	πλευρ	ν τ� �στι κα0
AρθογSνιον, )τερ	µηκες δ�, / AρθογSνιον µ�ν, ο�κ Jσ	πλευρον δ�, T	µβος δ�, / Jσ	πλευρον
µ�ν, ο�κ AρθογSνιον δ�, Tοµβοειδ�ς δ� τ; τ?ς �πεναντ*ον πλευρ-ς τε κα0 γων*ας %σας
�λλ"λαις 1χον, / οUτε Jσ	πλευρ	ν �στιν οUτε AρθογSνιονV τ? δ� παρ? ταIτα τετρ-πλευρα
τραπ�ζια καλε*σθω.

κγ́ . Παρ-λληλο* εJσιν ε�θε�αι, αXτινες �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 οYσαι κα0 �κβαλλ	µεναι εJς Zπειρον
�φ( )κ-τερα τ? µ�ρη �π0 µηδ�τερα συµπ*πτουσιν �λλ"λαις.

ΑΙΤΗΜΑΤΑ

ά . +Ηιτ"σθω �π; παντ;ς σηµε*ου �π0 πHν σηµε�ον ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

β́ . Κα0 πεπερασµ�νην ε�θε�αν κατ? τ; συνεχ�ς �π( ε�θε*ας �κβαλε�ν.

γ́ . Κα0 παντ0 κ�ντρω7 κα0 διαστ"µατι κ8κλον γρ-φεσθαι.

δ́ . Κα0 π-σας τ?ς Aρθ?ς γων*ας %σας �λλ"λαις ε ν̂αι.

έ . Κα0 �?ν εJς δ8ο ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη γων*ας δ8ο
Aρθ9ν �λ-σσονας ποι�@, �κβαλλοµ�νας τ?ς δ8ο ε�θε*ας �π( Zπειρον συµπ*πτειν, �φ( _ µ�ρη
εJσ0ν α= τ9ν δ8ο Aρθ9ν �λ-σσονες.

ΚΟΙΝΑΙ ΕΝΝΟΙΑΙ

ά . Τ? τ97 α�τ97 %σα κα0 �λλ"λοις �στ0ν %σα.

β́ . Κα0 �?ν %σοις %σα προστεθ�@, τ? Dλα �στ0ν %σα.

γ́ . Κα0 �?ν �π; %σων %σα �φαιρεθ�@, τ? καταλειπ	µεν- �στιν %σα.
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δ́ . [Κα0 �?ν �ν*σοις %σα προστεθ�@, τ? Dλα �στ0ν Zνισα.

έ . Κα0 τ? τοI α�τοI διπλ-σια %σα �λλ"λοις �στ*ν.

3́ . Κα0 τ? τοI α�τοI 6µ*ση %σα �λλ"λοις �στ*ν.]

ζ́ . Κα0 τ? �φαρµ	ζοντα �π( Zλληλα %σα �λλ"λοις �στ*ν.

ή . Κα0 τ; Dλον τοI µ�ρους µε�ζον [�στιν].

θ́ . Κα0 δ8ο ε�θε�αι χωρ*ον ο� περι�χουσιν.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Ά .ά
+Επ0 τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας πεπερασµ�νης τρ*γωνον Jσ	πλευρον συστ"σασθαι.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α πεπερασµ�νη 6 ΑΒ.
∆ε� δ� �π0 τ�ς ΑΒ ε�θε*ας τρ*γωνον Jσ	πλευρον συστ"σασθαι.

� �

�

Α Β

Γ

∆ Ε

Κ�ντρω7 µ�ν τ97 Α διαστ"µατι δ� τ97 ΑΒ κ8κλος γεγρ-φθω b ΒΓ∆, κα0 π-λιν κ�ντρω7
µ�ν τ97 Β διαστ"µατι δ� τ97 ΒΑ κ8κλος γεγρ-φθω b ΑΓΕ, κα0 �π; τοI Γ σηµε*ου, καθ( /
τ�µνουσιν �λλ"λους ο= κ8κλοι, �π0 τ? Α, Β σηµε�α �πεζε8χθωσαν ε�θε�αι α= ΓΑ, ΓΒ.

Κα0 �πε0 τ; Α σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI Γ∆Β κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΑΒV π-λιν, �πε0
τ; Β σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΓΑΕ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ΒΑ. �δε*χθη δ� κα0 6 ΓΑ τ�@
ΑΒ %σηV )κατ�ρα Zρα τ9ν ΓΑ, ΓΒ τ�@ ΑΒ �στ0ν %ση. τ? δ� τ97 α�τ97 %σα κα0 �λλ"λοις �στ0ν
%σαV κα0 6 ΓΑ Zρα τ�@ ΓΒ �στ0ν %σηV α= τρε�ς Zρα α= ΓΑ, ΑΒ, ΒΓ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν.

+Ισ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, κα0 συν�σταται �π0 τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας πεπερασµ�νης
τ�ς ΑΒ.

[+Επ0 τ�ς δοθε*σης Zρα ε�θε*ας πεπερασµ�νης τρ*γωνον Jσ	πλευρον συν�σταται]V Dπερ 1δει
ποι�σαι.

Ά .β́
Πρ;ς τ97 δοθ�ντι σηµε*ω7 τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc %σην ε�θε�αν θ�σθαι.



4 BIBΛION. A′

RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν σηµε�ον τ; Α, 6 δ� δοθε�σα ε�θε�α 6 ΒΓV δε� δ� πρ;ς τ97 Α σηµε*ω7
τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΒΓ %σην ε�θε�αν θ�σθαι.

+Επεζε8χθω γ?ρ �π; τοI Α σηµε*ου �π0 τ; Β σηµε�ον ε�θε�α 6 ΑΒ, κα0 συνεστ-τω �π(
α�τ�ς τρ*γωνον Jσ	πλευρον τ; ∆ΑΒ, κα0 �κβεβλ"σθωσαν �π( ε�θε*ας τα�ς ∆Α, ∆Β ε�θε�αι
α= ΑΕ, ΒΖ, κα0 κ�ντρω7 µ�ν τ97 Β διαστ"µατι δ� τ97 ΒΓ κ8κλος γεγρ-φθω b ΓΗΘ, κα0 π-λιν
κ�ντρω7 τ97 ∆ κα0 διαστ"µατι τ97 ∆Η κ8κλος γεγρ-φθω b ΗΚΛ.

Α
Β

Γ

∆

Ε

ΖΗ

Θ

Κ

Λ

�

�

�

�

�

�

+Επε0 οYν τ; Β σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΓΗΘ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ΒΗ. π-λιν, �πε0
τ; ∆ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΚΛΗ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ∆Λ τ�@ ∆Η, gν 6 ∆Α τ�@ ∆Β %ση
�στ*ν. λοιπ� Zρα 6 ΑΛ λοιπ�@ τ�@ ΒΗ �στ0ν %ση. �δε*χθη δ� κα0 6 ΒΓ τ�@ ΒΗ %σηV )κατ�ρα Zρα
τ9ν ΑΛ, ΒΓ τ�@ ΒΗ �στ0ν %ση. τ? δ� τ97 α�τ97 %σα κα0 �λλ"λοις �στ0ν %σαV κα0 6 ΑΛ Zρα τ�@
ΒΓ �στ0ν %ση.

Πρ;ς Zρα τ97 δοθ�ντι σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΒΓ %ση ε�θε�α κε�ται 6 ΑΛV Dπερ
1δει ποι�σαι.

Ά .γ́

∆8ο δοθεισ9ν ε�θει9ν �ν*σων �π; τ�ς µε*ζονος τ�@ �λ-σσονι %σην ε�θε�αν �φελε�ν.
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� �

� �

�

�Α Β

Γ

∆
Ε

RΕστωσαν α= δοθε�σαι δ8ο ε�θε�αι Zνισοι α= ΑΒ, Γ, gν µε*ζων 1στω 6 ΑΒV δε� δ� �π; τ�ς
µε*ζονος τ�ς ΑΒ τ�@ �λ-σσονι τ�@ Γ %σην ε�θε�αν �φελε�ν.

Κε*σθω πρ;ς τ97 Α σηµε*ω7 τ�@ Γ ε�θε*αc %ση 6 Α∆V κα0 κ�ντρω7 µ�ν τ97 Α διαστ"µατι δ� τ97
Α∆ κ8κλος γεγρ-φθω b ∆ΕΖ.

Κα0 �πε0 τ; Α σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ∆ΕΖ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ Α∆V �λλ? κα0
6 Γ τ�@ Α∆ �στιν %ση. )κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΕ, Γ τ�@ Α∆ �στιν %σηV hστε κα0 6 ΑΕ τ�@ Γ �στιν
%ση.

∆8ο Zρα δοθεισ9ν ε�θει9ν �ν*σων τ9ν ΑΒ, Γ �π; τ�ς µε*ζονος τ�ς ΑΒ τ�@ �λ-σσονι τ�@
Γ %ση �φ"@ρηται 6 ΑΕV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .δ́
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς [τα�ς] δυσ0 πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 τ�ν
γων*αν τ�@ γων*αc %σην 1χη@ τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν περιεχοµ�νην, κα0 τ�ν β-σιν τ�@ β-σει
%σην i$ει, κα0 τ; τρ*γωνον τ97 τριγSνω7 %σον 1σται, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις
%σαι 1σονται )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσιν.

Α

Β Γ

∆

Ε Ζ



6 BIBΛION. A′

RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς δ8ο πλευρ?ς τ?ς ΑΒ, ΑΓ τα�ς δυσ0 πλευρα�ς τα�ς
∆Ε, ∆Ζ %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc τ�ν µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε τ�ν δ� ΑΓ τ�@ ∆Ζ κα0 γων*αν τ�ν
Eπ; ΒΑΓ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ %σην. λ�γω, Dτι κα0 β-σις 6 ΒΓ β-σει τ�@ ΕΖ %ση �στ*ν, κα0 τ;
ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7 %σον 1σται, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι
1σονται )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσιν, 6 µ�ν Eπ; ΑΒΓ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ,
6 δ� Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ.

+Εφαρµοζοµ�νου γ?ρ τοI ΑΒΓ τριγSνου �π0 τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον κα0 τιθεµ�νου τοI µ�ν Α
σηµε*ου �π0 τ; ∆ σηµε�ον τ�ς δ� ΑΒ ε�θε*ας �π0 τ�ν ∆Ε, �φαρµ	σει κα0 τ; Β σηµε�ον �π0
τ; Ε δι? τ; %σην ε ν̂αι τ�ν ΑΒ τ�@ ∆ΕV �φαρµοσ-σης δ� τ�ς ΑΒ �π0 τ�ν ∆Ε �φαρµ	σει κα0
6 ΑΓ ε�θε�α �π0 τ�ν ∆Ζ δι? τ; %σην ε ν̂αι τ�ν Eπ; ΒΑΓ γων*αν τ�@ Eπ; Ε∆ΖV hστε κα0 τ;
Γ σηµε�ον �π0 τ; Ζ σηµε�ον �φαρµ	σει δι? τ; %σην π-λιν ε ν̂αι τ�ν ΑΓ τ�@ ∆Ζ. �λλ? µ�ν κα0
τ; Β �π0 τ; Ε �φηρµ	κειV hστε β-σις 6 ΒΓ �π0 β-σιν τ�ν ΕΖ �φαρµ	σει. εJ γ?ρ τοI µ�ν
Β �π0 τ; Ε �φαρµ	σαντος τοI δ� Γ �π0 τ; Ζ 6 ΒΓ β-σις �π0 τ�ν ΕΖ ο�κ �φαρµ	σει, δ8ο
ε�θε�αι χωρ*ον περι�$ουσινV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. �φαρµ	σει Zρα 6 ΒΓ β-σις �π0 τ�ν ΕΖ κα0
%ση α�τ�@ 1σταιV hστε κα0 Dλον τ; ΑΒΓ τρ*γωνον �π0 Dλον τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον �φαρµ	σει κα0
%σον α�τ97 1σται, κα0 α= λοιπα0 γων*αι �π0 τ?ς λοιπ?ς γων*ας �φαρµ	σουσι κα0 %σαι α�τα�ς
1σονται, 6 µ�ν Eπ; ΑΒΓ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ 6 δ� Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς [τα�ς] δ8ο πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc
κα0 τ�ν γων*αν τ�@ γων*αc %σην 1χη@ τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν περιεχοµ�νην, κα0 τ�ν β-σιν τ�@
β-σει %σην i$ει, κα0 τ; τρ*γωνον τ97 τριγSνω7 %σον 1σται, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς
γων*αις %σαι 1σονται )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .έ
Τ9ν Jσοσκελ9ν τριγSνων α= πρ;ς τ�@ β-σει γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, κα0 προσεκβληθεισ9ν
τ9ν %σων ε�θει9ν α= Eπ; τ�ν β-σιν γων*αι %σαι �λλ"λαις 1σονται.

�

� �

� �

Α

Β Γ

∆ Ε

Ζ Η

RΕστω τρ*γωνον Jσοσκελ�ς τ; ΑΒΓ %σην 1χον τ�ν ΑΒ πλευρ?ν τ�@ ΑΓ πλευρHc, κα0 προσεκ-
βεβλ"σθωσαν �π( ε�θε*ας τα�ς ΑΒ, ΑΓ ε�θε�αι α= Β∆, ΓΕV λ�γω, Dτι 6 µ�ν Eπ; ΑΒΓ γων*α
τ�@ Eπ; ΑΓΒ %ση �στ*ν, 6 δ� Eπ; ΓΒ∆ τ�@ Eπ; ΒΓΕ.
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ΕJλ"φθω γ?ρ �π0 τ�ς Β∆ τυχ;ν σηµε�ον τ; Ζ, κα0 �φη@ρ"σθω �π; τ�ς µε*ζονος τ�ς ΑΕ
τ�@ �λ-σσονι τ�@ ΑΖ %ση 6 ΑΗ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΖΓ, ΗΒ ε�θε�αι.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΖ τ�@ ΑΗ 6 δ� ΑΒ τ�@ ΑΓ, δ8ο δ� α= ΖΑ, ΑΓ δυσ0 τα�ς ΗΑ,
ΑΒ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*αν κοιν�ν περι�χουσι τ�ν Eπ; ΖΑΗV β-σις Zρα
6 ΖΓ β-σει τ�@ ΗΒ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΖΓ τρ*γωνον τ97 ΑΗΒ τριγSνω7 %σον 1σται, κα0 α=
λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0
Eποτε*νουσιν, 6 µ�ν Eπ; ΑΓΖ τ�@ Eπ; ΑΒΗ, 6 δ� Eπ; ΑΖΓ τ�@ Eπ; ΑΗΒ. κα0 �πε0 Dλη 6 ΑΖ
Dλη@ τ�@ ΑΗ �στιν %ση, gν 6 ΑΒ τ�@ ΑΓ �στιν %ση, λοιπ� Zρα 6 ΒΖ λοιπ�@ τ�@ ΓΗ �στιν %ση.
�δε*χθη δ� κα0 6 ΖΓ τ�@ ΗΒ %σηV δ8ο δ� α= ΒΖ, ΖΓ δυσ0 τα�ς ΓΗ, ΗΒ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα
)κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΖΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΓΗΒ %ση, κα0 β-σις α�τ9ν κοιν� 6 ΒΓV κα0 τ;
ΒΖΓ Zρα τρ*γωνον τ97 ΓΗΒ τριγSνω7 %σον 1σται, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις
%σαι 1σονται )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα �στ0ν 6 µ�ν Eπ;
ΖΒΓ τ�@ Eπ; ΗΓΒ 6 δ� Eπ; ΒΓΖ τ�@ Eπ; ΓΒΗ. �πε0 οYν Dλη 6 Eπ; ΑΒΗ γων*α Dλη@ τ�@ Eπ;
ΑΓΖ γων*αc �δε*χθη %ση, gν 6 Eπ; ΓΒΗ τ�@ Eπ; ΒΓΖ %ση, λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΒΓ λοιπ�@ τ�@ Eπ;
ΑΓΒ �στιν %σηV κα* εJσι πρ;ς τ�@ β-σει τοI ΑΒΓ τριγSνου. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΖΒΓ τ�@ Eπ;
ΗΓΒ %σηV κα* εJσιν Eπ; τ�ν β-σιν.

Τ9ν Zρα Jσοσκελ9ν τριγSνων α= πρ;ς τ�@ β-σει γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, κα0 προσ-
εκβληθεισ9ν τ9ν %σων ε�θει9ν α= Eπ; τ�ν β-σιν γων*αι %σαι �λλ"λαις 1σονταιV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Ά .3́
+Ε?ν τριγSνου α= δ8ο γων*αι %σαι �λλ"λαις >σιν, κα0 α= Eπ; τ?ς %σας γων*αις Eποτε*νουσαι
πλευρα0 %σαι �λλ"λαις 1σονται.

RΕστω τρ*γωνον τ; ΑΒΓ %σην 1χον τ�ν Eπ; ΑΒΓ γων*αν τ�@ Eπ; ΑΓΒ γων*αcV λ�γω, Dτι
κα0 πλευρ? 6 ΑΒ πλευρHc τ�@ ΑΓ �στιν %ση.

�

Α

Β Γ

∆

ΕJ γ?ρ Zνισ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΑΓ, 6 )τ�ρα α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων 6 ΑΒ, κα0
�φη@ρ"σθω �π; τ�ς µε*ζονος τ�ς ΑΒ τ�@ �λ-ττονι τ�@ ΑΓ %ση 6 ∆Β, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Γ.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ∆Β τ�@ ΑΓ κοιν� δ� 6 ΒΓ, δ8ο δ� α= ∆Β, ΒΓ δ8ο τα�ς ΑΓ, ΓΒ %σαι
εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc, κα0 γων*α 6 Eπ; ∆ΒΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΑΓΒ �στιν %σηV β-σις Zρα 6 ∆Γ
β-σει τ�@ ΑΒ %ση �στ*ν, κα0 τ; ∆ΒΓ τρ*γωνον τ97 ΑΓΒ τριγSνω7 %σον 1σται, τ; 1λασσον τ97
µε*ζονιV Dπερ ZτοπονV ο�κ Zρα Zνισ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΑΓV %ση Zρα.
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+Ε?ν Zρα τριγSνου α= δ8ο γων*αι %σαι �λλ"λαις >σιν, κα0 α= Eπ; τ?ς %σας γων*ας Eποτε*νουσαι
πλευρα0 %σαι �λλ"λαις 1σονταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ζ́

+Επ0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας δ8ο τα�ς α�τα�ς ε�θε*αις Zλλαι δ8ο ε�θε�αι %σαι )κατ�ρα )κατ�ραc ο�
συσταθ"σονται πρ;ς Zλλω7 κα0 Zλλω7 σηµε*ω7 �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ? α�τ? π�ρατα 1χουσαι τα�ς
�$ �ρχ�ς ε�θε*αις.

� �

�
�

Α Β

Γ ∆

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, �π0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας τ�ς ΑΒ δ8ο τα�ς α�τα�ς ε�θε*αις τα�ς ΑΓ, ΓΒ Zλλαι
δ8ο ε�θε�αι α= Α∆, ∆Β %σαι )κατ�ρα )κατ�ραc συνεστ-τωσαν πρ;ς Zλλω7 κα0 Zλλω7 σηµε*ω7
τ97 τε Γ κα0 ∆ �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ? α�τ? π�ρατα 1χουσαι, hστε %σην ε ν̂αι τ�ν µ�ν ΓΑ τ�@ ∆Α
τ; α�τ; π�ρας 1χουσαν α�τ�@ τ; Α, τ�ν δ� ΓΒ τ�@ ∆Β τ; α�τ; π�ρας 1χουσαν α�τ�@ τ; Β, κα0
�πεζε8χθω 6 Γ∆.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ Α∆, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΓ∆ τ�@ Eπ; Α∆ΓV µε*ζων Zρα
6 Eπ; Α∆Γ τ�ς Eπ; ∆ΓΒV πολλ97 Zρα 6 Eπ; Γ∆Β µε*ζων �στ0 τ�ς Eπ; ∆ΓΒ. π-λιν �πε0 %ση
�στ0ν 6 ΓΒ τ�@ ∆Β, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; Γ∆Β γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΓΒ. �δε*χθη δ� α�τ�ς κα0
πολλ97 µε*ζωνV Dπερ �στ0ν �δ8νατον.

Ο�κ Zρα �π0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας δ8ο τα�ς α�τα�ς ε�θε*αις Zλλαι δ8ο ε�θε�αι %σαι )κατ�ρα
)κατ�ραc συσταθ"σονται πρ;ς Zλλω7 κα0 Zλλω7 σηµε*ω7 �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ? α�τ? π�ρατα 1χουσαι
τα�ς �$ �ρχ�ς ε�θε*αιςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ή

+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς [τα�ς] δ8ο πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ρα, 1χη@ δ�
κα0 τ�ν β-σιν τ�@ β-σει %σην, κα0 τ�ν γων*αν τ�@ γων*αc %σην i$ει τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν
περιεχοµ�νην.
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RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς δ8ο πλευρ?ς τ?ς ΑΒ, ΑΓ τα�ς δ8ο πλευρα�ς τα�ς
∆Ε, ∆Ζ %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε τ�ν δ� ΑΓ τ�@ ∆ΖV �χ�τω δ� κα0
β-σιν τ�ν ΒΓ β-σει τ�@ ΕΖ %σηνV λ�γω, Dτι κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ �στιν
%ση.

+Εφαρµοζοµ�νου γ?ρ τοI ΑΒΓ τριγSνου �π0 τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον κα0 τιθεµ�νου τοI µ�ν Β
σηµε*ου �π0 τ; Ε σηµε�ον τ�ς δ� ΒΓ ε�θε*ας �π0 τ�ν ΕΖ �φαρµ	σει κα0 τ; Γ σηµε�ον �π0
τ; Ζ δι? τ; %σην ε ν̂αι τ�ν ΒΓ τ�@ ΕΖV �φαρµοσ-σης δ� τ�ς ΒΓ �π0 τ�ν ΕΖ �φαρµ	σουσι
κα0 α= ΒΑ, ΓΑ �π0 τ?ς Ε∆, ∆Ζ. εJ γ?ρ β-σις µ�ν 6 ΒΓ �π0 β-σιν τ�ν ΕΖ �φαρµ	σει, α=
δ� ΒΑ, ΑΓ πλευρα0 �π0 τ?ς Ε∆, ∆Ζ ο�κ �φαρµ	σουσιν �λλ? παραλλ-$ουσιν jς α= ΕΗ,
ΗΖ, συσταθ"σονται �π0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας δ8ο τα�ς α�τα�ς ε�θε*αις Zλλαι δ8ο ε�θε�αι %σαι
)κατ�ρα )κατ�ραc πρ;ς Zλλω7 κα0 Zλλω7 σηµε*ω7 �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ? α�τ? π�ρατα 1χουσαι. ο�
συν*στανται δ�V ο�κ Zρα �φαρµοζοµ�νης τ�ς ΒΓ β-σεως �π0 τ�ν ΕΖ β-σιν ο�κ �φαρµ	σουσι
κα0 α= ΒΑ, ΑΓ πλευρα0 �π0 τ?ς Ε∆, ∆Ζ. �φαρµ	σουσιν ZραV hστε κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ �π0
γων*αν τ�ν Eπ; Ε∆Ζ �φαρµ	σει κα0 %ση α�τ�@ 1σται.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς [τα�ς] δ8ο πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc κα0
τ�ν β-σιν τ�@ β-σει %σην 1χη@, κα0 τ�ν γων*αν τ�@ γων*αc %σην i$ει τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν
περιεχοµ�νηνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .θ́

Τ�ν δοθε�σαν γων*αν ε�θ8γραµµον δ*χα τεµε�ν.

RΕστω 6 δοθε�σα γων*α ε�θ8γραµµος 6 Eπ; ΒΑΓ. δε� δ� α�τ�ν δ*χα τεµε�ν.

ΕJλ"φθω �π0 τ�ς ΑΒ τυχ;ν σηµε�ον τ; ∆, κα0 �φη@ρ"σθω �π; τ�ς ΑΓ τ�@ Α∆ %ση 6 ΑΕ, κα0
�πεζε8χθω 6 ∆Ε, κα0 συνεστ-τω �π0 τ�ς ∆Ε τρ*γωνον Jσ	πλευρον τ; ∆ΕΖ, κα0 �πεζε8χθω
6 ΑΖV λ�γω, Dτι 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α δ*χα τ�τµηται Eπ; τ�ς ΑΖ ε�θε*ας.
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+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ΑΕ, κοιν� δ� 6 ΑΖ, δ8ο δ� α= ∆Α, ΑΖ δυσ0 τα�ς ΕΑ, ΑΖ
%σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc. κα0 β-σις 6 ∆Ζ β-σει τ�@ ΕΖ %ση �στ*νV γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΑΖ
γων*αc τ�@ Eπ; ΕΑΖ %ση �στ*ν.

MΗ Zρα δοθε�σα γων*α ε�θ8γραµµος 6 Eπ; ΒΑΓ δ*χα τ�τµηται Eπ; τ�ς ΑΖ ε�θε*αςV Dπερ
1δει ποι�σαι.

Ά .ί
Τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν πεπερασµ�νην δ*χα τεµε�ν.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α πεπερασµ�νη 6 ΑΒV δε� δ� τ�ν ΑΒ ε�θε�αν πεπερασµ�νην δ*χα
τεµε�ν.

� �

�

�Α Β

Γ

∆

Συνεστ-τω �π( α�τ�ς τρ*γωνον Jσ	πλευρον τ; ΑΒΓ, κα0 τετµ"σθω 6 Eπ; ΑΓΒ γων*α δ*χα
τ�@ Γ∆ ε�θε*αcV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ ε�θε�α δ*χα τ�τµηται κατ? τ; ∆ σηµε�ον.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ, κοιν� δ� 6 Γ∆, δ8ο δ� α= ΑΓ, Γ∆ δ8ο τα�ς ΒΓ, Γ∆ %σαι
εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΓ∆ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΓ∆ %ση �στ*νV β-σις Zρα 6 Α∆
β-σει τ�@ Β∆ %ση �στ*ν.

MΗ Zρα δοθε�σα ε�θε�α πεπερασµ�νη 6 ΑΒ δ*χα τ�τµηται κατ? τ; ∆V Dπερ 1δει ποι�σαι.
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Ά .ιά
Τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc �π; τοI πρ;ς α�τ�@ δοθ�ντος σηµε*ου πρ;ς Aρθ?ς γων*ας ε�θε�αν γραµµ�ν
�γαγε�ν.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ τ; δ� δοθ�ν σηµε�ον �π( α�τ�ς τ; ΓV δε� δ� �π; τοI Γ
σηµε*ου τ�@ ΑΒ ε�θε*αc πρ;ς Aρθ?ς γων*ας ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

� ��� �

�

Α Β
Γ∆ Ε

Ζ

ΕJλ"φθω �π0 τ�ς ΑΓ τυχ;ν σηµε�ον τ; ∆, κα0 κε*σθω τ�@ Γ∆ %ση 6 ΓΕ, κα0 συνεστ-τω
�π0 τ�ς ∆Ε τρ*γωνον Jσ	πλευρον τ; Ζ∆Ε, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΓV λ�γω, Dτι τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc
τ�@ ΑΒ �π; τοI πρ;ς α�τ�@ δοθ�ντος σηµε*ου τοI Γ πρ;ς Aρθ?ς γων*ας ε�θε�α γραµµ� kκται
6 ΖΓ.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 ∆Γ τ�@ ΓΕ, κοιν� δ� 6 ΓΖ, δ8ο δ� α= ∆Γ, ΓΖ δυσ0 τα�ς ΕΓ, ΓΖ %σαι
εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 β-σις 6 ∆Ζ β-σει τ�@ ΖΕ %ση �στ*νV γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΓΖ γων*αc
τ�@ Eπ; ΕΓΖ %ση �στ*νV κα* εJσιν �φε$�ς. Dταν δ� ε�θε�α �π( ε�θε�αν σταθε�σα τ?ς �φε$�ς
γων*ας %σας �λλ"λαις ποι�@, Aρθ� )κατ�ρα τ9ν %σων γωνι9ν �στινV Aρθ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα
τ9ν Eπ; ∆ΓΖ, ΖΓΕ.

Τ�@ Zρα δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΑΒ �π; τοI πρ;ς α�τ�@ δοθ�ντος σηµε*ου τοI Γ πρ;ς Aρθ?ς
γων*ας ε�θε�α γραµµ� kκται 6 ΓΖV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .ιβ́
+Επ0 τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν Zπειρον �π; τοI δοθ�ντος σηµε*ου, / µ" �στιν �π( α�τ�ς, κ-θετον
ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α Zπειρος 6 ΑΒ τ; δ� δοθ�ν σηµε�ον, / µ" �στιν �π( α�τ�ς, τ;
ΓV δε� δ� �π0 τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν Zπειρον τ�ν ΑΒ �π; τοI δοθ�ντος σηµε*ου τοI Γ, / µ"
�στιν �π( α�τ�ς, κ-θετον ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.
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ΕJλ"φθω γ?ρ �π0 τ? iτερα µ�ρη τ�ς ΑΒ ε�θε*ας τυχ;ν σηµε�ον τ; ∆, κα0 κ�ντρω7 µ�ν τ97
Γ διαστ"µατι δ� τ97 Γ∆ κ8κλος γεγρ-φθω b ΕΖΗ, κα0 τετµ"σθω 6 ΕΗ ε�θε�α δ*χα κατ? τ;
Θ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΓΗ, ΓΘ, ΓΕ ε�θε�αιV λ�γω, Dτι �π0 τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν Zπειρον
τ�ν ΑΒ �π; τοI δοθ�ντος σηµε*ου τοI Γ, / µ" �στιν �π( α�τ�ς, κ-θετος kκται 6 ΓΘ.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 ΗΘ τ�@ ΘΕ, κοιν� δ� 6 ΘΓ, δ8ο δ� α= ΗΘ, ΘΓ δ8ο τα�ς ΕΘ, ΘΓ %σαι
εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 β-σις 6 ΓΗ β-σει τ�@ ΓΕ �στιν %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ΓΘΗ γων*αc
τ�@ Eπ; ΕΘΓ �στιν %ση. κα* εJσιν �φε$�ς. Dταν δ� ε�θε�α �π( ε�θε�αν σταθε�σα τ?ς �φε$�ς
γων*ας %σας �λλ"λαις ποι�@, Aρθ� )κατ�ρα τ9ν %σων γωνι9ν �στιν, κα0 6 �φεστηκυ�α ε�θε�α
κ-θετος καλε�ται �φ( Bν �φ�στηκεν.

+Επ0 τ�ν δοθε�σαν Zρα ε�θε�αν Zπειρον τ�ν ΑΒ �π; τοI δοθ�ντος σηµε*ου τοI Γ, / µ"
�στιν �π( α�τ�ς, κ-θετος kκται 6 ΓΘV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .ιγ́
+Ε?ν ε�θε�α �π( ε�θε�αν σταθε�σα γων*ας ποι�@, Fτοι δ8ο Aρθ?ς P δυσ0ν Aρθα�ς %σας ποι"σει.

Α

Β
Γ∆

Ε

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ �π( ε�θε�αν τ�ν Γ∆ σταθε�σα γων*ας ποιε*τω τ?ς Eπ; ΓΒΑ, ΑΒ∆V
λ�γω, Dτι α= Eπ; ΓΒΑ, ΑΒ∆ γων*αι Fτοι δ8ο Aρθα* εJσιν P δυσ0ν Aρθα�ς %σαι.
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ΕJ µ�ν οYν %ση �στ0ν 6 Eπ; ΓΒΑ τ�@ Eπ; ΑΒ∆, δ8ο Aρθα* εJσιν. εJ δ� οU, Fχθω �π; τοI Β
σηµε*ου τ�@ Γ∆ [ε�θε*αc] πρ;ς Aρθ?ς 6 ΒΕV α= Zρα Eπ; ΓΒΕ, ΕΒ∆ δ8ο Aρθα* εJσινV κα0 �πε0
6 Eπ; ΓΒΕ δυσ0 τα�ς Eπ; ΓΒΑ, ΑΒΕ %ση �στ*ν, κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΕΒ∆V α= Zρα Eπ;
ΓΒΕ, ΕΒ∆ τρισ0 τα�ς Eπ; ΓΒΑ, ΑΒΕ, ΕΒ∆ %σαι εJσ*ν. π-λιν, �πε0 6 Eπ; ∆ΒΑ δυσ0 τα�ς
Eπ; ∆ΒΕ, ΕΒΑ %ση �στ*ν, κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΑΒΓV α= Zρα Eπ; ∆ΒΑ, ΑΒΓ τρισ0 τα�ς
Eπ; ∆ΒΕ, ΕΒΑ, ΑΒΓ %σαι εJσ*ν. �δε*χθησαν δ� κα0 α= Eπ; ΓΒΕ, ΕΒ∆ τρισ0 τα�ς α�τα�ς
%σαιV τ? δ� τ97 α�τ97 %σα κα0 �λλ"λοις �στ0ν %σαV κα0 α= Eπ; ΓΒΕ, ΕΒ∆ Zρα τα�ς Eπ; ∆ΒΑ,
ΑΒΓ %σαι εJσ*νV �λλ? α= Eπ; ΓΒΕ, ΕΒ∆ δ8ο Aρθα* εJσινV κα0 α= Eπ; ∆ΒΑ, ΑΒΓ Zρα δυσ0ν
Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α �π( ε�θε�αν σταθε�σα γων*ας ποι�@, Fτοι δ8ο Aρθ?ς P δυσ0ν Aρθα�ς %σας
ποι"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ιδ́
+Ε?ν πρ	ς τινι ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 δ8ο ε�θε�αι µ� �π0 τ? α�τ? µ�ρη κε*µεναι τ?ς
�φε$�ς γων*ας δυσ0ν Aρθα�ς %σας ποι9σιν, �π( ε�θε*ας 1σονται �λλ"λαις α= ε�θε�αι.

�

Α

Β
Γ ∆

Ε

Πρ;ς γ-ρ τινι ε�θε*αc τ�@ ΑΒ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Β δ8ο ε�θε�αι α= ΒΓ, Β∆ µ� �π0
τ? α�τ? µ�ρη κε*µεναι τ?ς �φε$�ς γων*ας τ?ς Eπ; ΑΒΓ, ΑΒ∆ δ8ο Aρθα�ς %σας ποιε*τωσανV
λ�γω, Dτι �π( ε�θε*ας �στ0 τ�@ ΓΒ 6 Β∆.

ΕJ γ?ρ µ" �στι τ�@ ΒΓ �π( ε�θε*ας 6 Β∆, 1στω τ�@ ΓΒ �π( ε�θε*ας 6 ΒΕ.
+Επε0 οYν ε�θε�α 6 ΑΒ �π( ε�θε�αν τ�ν ΓΒΕ �φ�στηκεν, α= Zρα Eπ; ΑΒΓ, ΑΒΕ γων*αι

δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*νV εJσ0 δ� κα0 α= Eπ; ΑΒΓ, ΑΒ∆ δ8ο Aρθα�ς %σαιV α= Zρα Eπ; ΓΒΑ, ΑΒΕ
τα�ς Eπ; ΓΒΑ, ΑΒ∆ %σαι εJσ*ν. κοιν� �φη@ρ"σθω 6 Eπ; ΓΒΑV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΒΕ λοιπ�@ τ�@
Eπ; ΑΒ∆ �στιν %ση, 6 �λ-σσων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα �π( ε�θε*ας �στ0ν
6 ΒΕ τ�@ ΓΒ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ� Zλλη τις πλ�ν τ�ς Β∆V �π( ε�θε*ας Zρα �στ0ν 6
ΓΒ τ�@ Β∆.

+Ε?ν Zρα πρ	ς τινι ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 δ8ο ε�θε�αι µ� �π0 τ? α�τ? µ�ρη
κε*µεναι τ?ς �φε$�ς γων*ας δυσ0ν Aρθα�ς %σας ποι9σιν, �π( ε�θε*ας 1σονται �λλ"λαις α=
ε�θε�αιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ιέ
+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας, τ?ς κατ? κορυφ�ν γων*ας %σας �λλ"λαις ποιοIσιν.
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∆8ο γ?ρ ε�θε�αι α= ΑΒ, Γ∆ τεµν�τωσαν �λλ"λας κατ? τ; Ε σηµε�ονV λ�γω, Dτι %ση �στ0ν
6 µ�ν Eπ; ΑΕΓ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΒ, 6 δ� Eπ; ΓΕΒ τ�@ Eπ; ΑΕ∆.

�

Α

Β

Γ ∆
Ε

+Επε0 γ?ρ ε�θε�α 6 ΑΕ �π( ε�θε�αν τ�ν Γ∆ �φ�στηκε γων*ας ποιοIσα τ?ς Eπ; ΓΕΑ, ΑΕ∆,
α= Zρα Eπ; ΓΕΑ, ΑΕ∆ γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. π-λιν, �πε0 ε�θε�α 6 ∆Ε �π( ε�θε�αν
τ�ν ΑΒ �φ�στηκε γων*ας ποιοIσα τ?ς Eπ; ΑΕ∆, ∆ΕΒ, α= Zρα Eπ; ΑΕ∆, ∆ΕΒ γων*αι δυσ0ν
Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. �δε*χθησαν δ� κα0 α= Eπ; ΓΕΑ, ΑΕ∆ δυσ0ν Aρθα�ς %σαιV α= Zρα Eπ; ΓΕΑ,
ΑΕ∆ τα�ς Eπ; ΑΕ∆, ∆ΕΒ %σαι εJσ*ν. κοιν� �φη@ρ"σθω 6 Eπ; ΑΕ∆V λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΓΕΑ
λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΒΕ∆ %ση �στ*νV bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 α= Eπ; ΓΕΒ, ∆ΕΑ %σαι εJσ*ν.

+Ε?ν Zρα δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας, τ?ς κατ? κορυφ�ν γων*ας %σας �λλ"λαις ποιοIσινV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ;ν Dτι, �?ν δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας, τ?ς πρ;ς τ�@ τοµ�@ γων*ας
τ�τρασιν Aρθα�ς %σας ποι"σουσιν.

Ά .ι3́

Παντ;ς τριγSνου µιHς τ9ν πλευρ9ν προσεκβληθε*σης 6 �κτ;ς γων*α )κατ�ρας τ9ν �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον γωνι9ν µε*ζων �στ*ν.
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RΕστω τρ*γωνον τ; ΑΒΓ, κα0 προσεκβεβλ"σθω α�τοI µ*α πλευρ? 6 ΒΓ �π0 τ; ∆V λ�γω,
Dτι 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΑΓ∆ µε*ζων �στ0ν )κατ�ρας τ9ν �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον τ9ν Eπ;
ΓΒΑ, ΒΑΓ γωνι9ν.

Τετµ"σθω 6 ΑΓ δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 �πιζευχθε�σα 6 ΒΕ �κβεβλ"σθω �π( ε�θε*ας �π0 τ;
Ζ, κα0 κε*σθω τ�@ ΒΕ %ση 6 ΕΖ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΓ, κα0 δι"χθω 6 ΑΓ �π0 τ; Η.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΕ τ�@ ΕΓ, 6 δ� ΒΕ τ�@ ΕΖ, δ8ο δ� α= ΑΕ, ΕΒ δυσ0 τα�ς ΓΕ,
ΕΖ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΕΒ γων*αc τ�@ Eπ; ΖΕΓ %ση �στ*νV κατ?
κορυφ�ν γ-ρV β-σις Zρα 6 ΑΒ β-σει τ�@ ΖΓ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΖΕΓ τριγSνω7
�στ0ν %σον, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α=
%σαι πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΕ τ�@ Eπ; ΕΓΖ. µε*ζων δ� �στιν 6 Eπ;
ΕΓ∆ τ�ς Eπ; ΕΓΖV µε*ζων Zρα 6 Eπ; ΑΓ∆ τ�ς Eπ; ΒΑΕ. bµο*ως δ� τ�ς ΒΓ τετµηµ�νης
δ*χα δειχθ"σεται κα0 6 Eπ; ΒΓΗ, τουτ�στιν 6 Eπ; ΑΓ∆, µε*ζων κα0 τ�ς Eπ; ΑΒΓ.

Παντ;ς Zρα τριγSνου µιHς τ9ν πλευρ9ν προσεκβληθε*σης 6 �κτ;ς γων*α )κατ�ρας τ9ν
�ντ;ς κα0 �πεναντ*ον γωνι9ν µε*ζων �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ιζ́

Παντ;ς τριγSνου α= δ8ο γων*αι δ8ο Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι.
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Α
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RΕστω τρ*γωνον τ; ΑΒΓV λ�γω, Dτι τοI ΑΒΓ τριγSνου α= δ8ο γων*αι δ8ο Aρθ9ν �λ-ττον�ς
εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι.

+Εκβεβλ"σθω γ?ρ 6 ΒΓ �π0 τ; ∆.

Κα0 �πε0 τριγSνου τοI ΑΒΓ �κτ	ς �στι γων*α 6 Eπ; ΑΓ∆, µε*ζων �στ0 τ�ς �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον τ�ς Eπ; ΑΒΓ. κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΑΓΒV α= Zρα Eπ; ΑΓ∆, ΑΓΒ τ9ν Eπ;
ΑΒΓ, ΒΓΑ µε*ζον�ς εJσιν. �λλ( α= Eπ; ΑΓ∆, ΑΓΒ δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*νV α= Zρα Eπ; ΑΒΓ,
ΒΓΑ δ8ο Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσιν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 α= Eπ; ΒΑΓ, ΑΓΒ δ8ο Aρθ9ν
�λ-σσον�ς εJσι κα0 1τι α= Eπ; ΓΑΒ, ΑΒΓ.

Παντ;ς Zρα τριγSνου α= δ8ο γων*αι δ8ο Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναιV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ιή

Παντ;ς τριγSνου 6 µε*ζων πλευρ? τ�ν µε*ζονα γων*αν Eποτε*νει.

RΕστω γ?ρ τρ*γωνον τ; ΑΒΓ µε*ζονα 1χον τ�ν ΑΓ πλευρ?ν τ�ς ΑΒV λ�γω, Dτι κα0 γων*α
6 Eπ; ΑΒΓ µε*ζων �στ0 τ�ς Eπ; ΒΓΑ.

+Επε0 γ?ρ µε*ζων �στ0ν 6 ΑΓ τ�ς ΑΒ, κε*σθω τ�@ ΑΒ %ση 6 Α∆, κα0 �πεζε8χθω 6 Β∆.
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Κα0 �πε0 τριγSνου τοI ΒΓ∆ �κτ	ς �στι γων*α 6 Eπ; Α∆Β, µε*ζων �στ0 τ�ς �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον τ�ς Eπ; ∆ΓΒV %ση δ� 6 Eπ; Α∆Β τ�@ Eπ; ΑΒ∆, �πε0 κα0 πλευρ? 6 ΑΒ τ�@ Α∆
�στιν %σηV µε*ζων Zρα κα0 6 Eπ; ΑΒ∆ τ�ς Eπ; ΑΓΒV πολλ97 Zρα 6 Eπ; ΑΒΓ µε*ζων �στ0 τ�ς
Eπ; ΑΓΒ.

Παντ;ς Zρα τριγSνου 6 µε*ζων πλευρ? τ�ν µε*ζονα γων*αν Eποτε*νειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .ιθ́
Παντ;ς τριγSνου Eπ; τ�ν µε*ζονα γων*αν 6 µε*ζων πλευρ? Eποτε*νει.

Α

Β Γ

RΕστω τρ*γωνον τ; ΑΒΓ µε*ζονα 1χον τ�ν Eπ; ΑΒΓ γων*αν τ�ς Eπ; ΒΓΑV λ�γω, Dτι κα0
πλευρ? 6 ΑΓ πλευρHς τ�ς ΑΒ µε*ζων �στ*ν.

ΕJ γ?ρ µ", Fτοι %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΑΒ P �λ-σσωνV %ση µ�ν οYν ο�κ 1στιν 6 ΑΓ τ�@ ΑΒV
%ση γ?ρ lν kν κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΓ τ�@ Eπ; ΑΓΒV ο�κ 1στι δ�V ο�κ Zρα %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@
ΑΒ. ο�δ� µ�ν �λ-σσων �στ0ν 6 ΑΓ τ�ς ΑΒV �λ-σσων γ?ρ lν kν κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΓ τ�ς
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Eπ; ΑΓΒV ο�κ 1στι δ�V ο�κ Zρα �λ-σσων �στ0ν 6 ΑΓ τ�ς ΑΒ. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� %ση �στ*ν.
µε*ζων Zρα �στ0ν 6 ΑΓ τ�ς ΑΒ.

Παντ;ς Zρα τριγSνου Eπ; τ�ν µε*ζονα γων*αν 6 µε*ζων πλευρ? Eποτε*νειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κ́
Παντ;ς τριγSνου α= δ8ο πλευρα0 τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι.

Α

Β Γ

∆

RΕστω γ?ρ τρ*γωνον τ; ΑΒΓV λ�γω, Dτι τοI ΑΒΓ τριγSνου α= δ8ο πλευρα0 τ�ς λοιπ�ς
µε*ζον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι, α= µ�ν ΒΑ, ΑΓ τ�ς ΒΓ, α= δ� ΑΒ, ΒΓ τ�ς ΑΓ, α= δ�
ΒΓ, ΓΑ τ�ς ΑΒ.

∆ι"χθω γ?ρ 6 ΒΑ �π0 τ; ∆ σηµε�ον, κα0 κε*σθω τ�@ ΓΑ %ση 6 Α∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Γ.
+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ΑΓ, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; Α∆Γ τ�@ Eπ; ΑΓ∆V µε*ζων

Zρα 6 Eπ; ΒΓ∆ τ�ς Eπ; Α∆ΓV κα0 �πε0 τρ*γων	ν �στι τ; ∆ΓΒ µε*ζονα 1χον τ�ν Eπ; ΒΓ∆
γων*αν τ�ς Eπ; Β∆Γ, Eπ; δ� τ�ν µε*ζονα γων*αν 6 µε*ζων πλευρ? Eποτε*νει, 6 ∆Β Zρα τ�ς
ΒΓ �στι µε*ζων. %ση δ� 6 ∆Α τ�@ ΑΓV µε*ζονες Zρα α= ΒΑ, ΑΓ τ�ς ΒΓV bµο*ως δ� δε*$οµεν,
Dτι κα0 α= µ�ν ΑΒ, ΒΓ τ�ς ΓΑ µε*ζον�ς εJσιν, α= δ� ΒΓ, ΓΑ τ�ς ΑΒ.

Παντ;ς Zρα τριγSνου α= δ8ο πλευρα0 τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναιV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κά
+Ε?ν τριγSνου �π0 µιHς τ9ν πλευρ9ν �π; τ9ν περ-των δ8ο ε�θε�αι �ντ;ς συσταθ9σιν, α=
συσταθε�σαι τ9ν λοιπ9ν τοI τριγSνου δ8ο πλευρ9ν �λ-ττονες µ�ν 1σονται, µε*ζονα δ� γων*αν
περι�$ουσιν.

ΤριγSνου γ?ρ τοI ΑΒΓ �π0 µιHς τ9ν πλευρ9ν τ�ς ΒΓ �π; τ9ν περ-των τ9ν Β, Γ δ8ο
ε�θε�αι �ντ;ς συνεστ-τωσαν α= Β∆, ∆ΓV λ�γω, Dτι α= Β∆, ∆Γ τ9ν λοιπ9ν τοI τριγSνου
δ8ο πλευρ9ν τ9ν ΒΑ, ΑΓ �λ-σσονες µ�ν εJσιν, µε*ζονα δ� γων*αν περι�χουσι τ�ν Eπ; Β∆Γ
τ�ς Eπ; ΒΑΓ.
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∆ι"χθω γ?ρ 6 Β∆ �π0 τ; Ε. κα0 �πε0 παντ;ς τριγSνου α= δ8ο πλευρα0 τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς
εJσιν, τοI ΑΒΕ Zρα τριγSνου α= δ8ο πλευρα0 α= ΑΒ, ΑΕ τ�ς ΒΕ µε*ζον�ς εJσινV κοιν�
προσκε*σθω 6 ΕΓV α= Zρα ΒΑ, ΑΓ τ9ν ΒΕ, ΕΓ µε*ζον�ς εJσιν. π-λιν, �πε0 τοI ΓΕ∆ τριγSνου
α= δ8ο πλευρα0 α= ΓΕ, Ε∆ τ�ς Γ∆ µε*ζον�ς εJσιν, κοιν� προσκε*σθω 6 ∆ΒV α= ΓΕ, ΕΒ Zρα
τ9ν Γ∆, ∆Β µε*ζον�ς εJσιν. �λλ? τ9ν ΒΕ, ΕΓ µε*ζονες �δε*χθησαν α= ΒΑ, ΑΓV πολλ97 Zρα
α= ΒΑ, ΑΓ τ9ν Β∆, ∆Γ µε*ζον�ς εJσιν.

Π-λιν, �πε0 παντ;ς τριγSνου 6 �κτ;ς γων*α τ�ς �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον µε*ζων �στ*ν, τοI
Γ∆Ε Zρα τριγSνου 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; Β∆Γ µε*ζων �στ0 τ�ς Eπ; ΓΕ∆. δι? τα�τ? το*νυν
κα0 τοI ΑΒΕ τριγSνου 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΓΕΒ µε*ζων �στ0 τ�ς Eπ; ΒΑΓ. �λλ? τ�ς Eπ;
ΓΕΒ µε*ζων �δε*χθη 6 Eπ; Β∆ΓV πολλ97 Zρα 6 Eπ; Β∆Γ µε*ζων �στ0 τ�ς Eπ; ΒΑΓ.

+Ε?ν Zρα τριγSνου �π0 µιHς τ9ν πλευρ9ν �π; τ9ν περ-των δ8ο ε�θε�αι �ντ;ς συσταθ9σιν,
α= συσταθε�σαι τ9ν λοιπ9ν τοI τριγSνου δ8ο πλευρ9ν �λ-ττονες µ�ν εJσιν, µε*ζονα δ� γων*αν
περι�χουσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κβ́

+Εκ τρι9ν ε�θει9ν, αX εJσιν %σαι τρισ0 τα�ς δοθε*σαις [ε�θε*αις], τρ*γωνον συστ"σασθαιV δε�
δ� τ?ς δ8ο τ�ς λοιπ�ς µε*ζονας ε ν̂αι π-ντη@ µεταλαµβανοµ�νας [δι? τ; κα0 παντ;ς τριγSνου
τ?ς δ8ο πλευρ?ς τ�ς λοιπ�ς µε*ζονας ε ν̂αι π-ντη@ µεταλαµβανοµ�νας].

RΕστωσαν α= δοθε�σαι τρε�ς ε�θε�αι α= Α, Β, Γ, gν α= δ8ο τ�ς λοιπ�ς µε*ζονες 1στωσαν
π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι, α= µ�ν Α, Β τ�ς Γ, α= δ� Α, Γ τ�ς Β, κα0 1τι α= Β, Γ τ�ς ΑV δε� δ�
�κ τ9ν %σων τα�ς Α, Β, Γ τρ*γωνον συστ"σασθαι.
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+Εκκε*σθω τις ε�θε�α 6 ∆Ε πεπερασµ�νη µ�ν κατ? τ; ∆ Zπειρος δ� κατ? τ; Ε, κα0 κε*σθω
τ�@ µ�ν Α %ση 6 ∆Ζ, τ�@ δ� Β %ση 6 ΖΗ, τ�@ δ� Γ %ση 6 ΗΘV κα0 κ�ντρω7 µ�ν τ97 Ζ, διαστ"µατι
δ� τ97 Ζ∆ κ8κλος γεγρ-φθω b ∆ΚΛV π-λιν κ�ντρω7 µ�ν τ97 Η, διαστ"µατι δ� τ97 ΗΘ κ8κλος
γεγρ-φθω b ΚΛΘ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΚΖ, ΚΗV λ�γω, Dτι �κ τρι9ν ε�θει9ν τ9ν %σων τα�ς
Α, Β, Γ τρ*γωνον συν�σταται τ; ΚΖΗ.

+Επε0 γ?ρ τ; Ζ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ∆ΚΛ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 Ζ∆ τ�@ ΖΚV �λλ? 6
Ζ∆ τ�@ Α �στιν %ση. κα0 6 ΚΖ Zρα τ�@ Α �στιν %ση. π-λιν, �πε0 τ; Η σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI
ΛΚΘ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΗΘ τ�@ ΗΚV �λλ? 6 ΗΘ τ�@ Γ �στιν %σηV κα0 6 ΚΗ Zρα τ�@ Γ �στιν
%ση. �στ0 δ� κα0 6 ΖΗ τ�@ Β %σηV α= τρε�ς Zρα ε�θε�αι α= ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ τρισ0 τα�ς Α, Β, Γ %σαι
εJσ*ν.

+Εκ τρι9ν Zρα ε�θει9ν τ9ν ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ, αX εJσιν %σαι τρισ0 τα�ς δοθε*σαις ε�θε*αις τα�ς
Α, Β, Γ, τρ*γωνον συν�σταται τ; ΚΖΗV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .κγ́

Πρ;ς τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7 %σην γων*αν
ε�θ8γραµµον συστ"σασθαι.
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RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� πρ;ς α�τ�@ σηµε�ον τ; Α, 6 δ� δοθε�σα γων*α
ε�θ8γραµµος 6 Eπ; ∆ΓΕV δε� δ� πρ;ς τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΑΒ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97
Α τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7 τ�@ Eπ; ∆ΓΕ %σην γων*αν ε�θ8γραµµον συστ"σασθαι.

ΕJλ"φθω �φ( )κατ�ρας τ9ν Γ∆, ΓΕ τυχ	ντα σηµε�α τ? ∆, Ε, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆ΕV κα0
�κ τρι9ν ε�θει9ν, αX εJσιν %σαι τρισ0 τα�ς Γ∆, ∆Ε, ΓΕ, τρ*γωνον συνεστ-τω τ; ΑΖΗ, hστε
%σην ε ν̂αι τ�ν µ�ν Γ∆ τ�@ ΑΖ, τ�ν δ� ΓΕ τ�@ ΑΗ, κα0 1τι τ�ν ∆Ε τ�@ ΖΗ.

+Επε0 οYν δ8ο α= ∆Γ, ΓΕ δ8ο τα�ς ΖΑ, ΑΗ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc, κα0 β-σις 6 ∆Ε
β-σει τ�@ ΖΗ %ση, γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΓΕ γων*αc τ�@ Eπ; ΖΑΗ �στιν %ση.

Πρ;ς Zρα τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΑΒ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ δοθε*ση@ γων*αc
ε�θυγρ-µµω7 τ�@ Eπ; ∆ΓΕ %ση γων*α ε�θ8γραµµος συν�σταται 6 Eπ; ΖΑΗV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .κδ́
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς [τα�ς] δ8ο πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν δ�
γων*αν τ�ς γων*ας µε*ζονα 1χη@ τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν περιεχοµ�νην, κα0 τ�ν β-σιν τ�ς
β-σεως µε*ζονα i$ει.

RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς δ8ο πλευρ?ς τ?ς ΑΒ, ΑΓ τα�ς δ8ο πλευρα�ς τα�ς
∆Ε, ∆Ζ %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε τ�ν δ� ΑΓ τ�@ ∆Ζ, 6 δ� πρ;ς
τ97 Α γων*α τ�ς πρ;ς τ97 ∆ γων*ας µε*ζων 1στωV λ�γω, Dτι κα0 β-σις 6 ΒΓ β-σεως τ�ς ΕΖ
µε*ζων �στ*ν.

+Επε0 γ?ρ µε*ζων 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�ς Eπ; Ε∆Ζ γων*ας, συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ∆Ε ε�θε*αc
κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 ∆ τ�@ Eπ; ΒΑΓ γων*αc %ση 6 Eπ; Ε∆Η, κα0 κε*σθω bποτ�ραc τ9ν
ΑΓ, ∆Ζ %ση 6 ∆Η, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΗ, ΖΗ.
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+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε, 6 δ� ΑΓ τ�@ ∆Η, δ8ο δ� α= ΒΑ, ΑΓ δυσ0 τα�ς Ε∆,
∆Η %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Η %σηV β-σις Zρα
6 ΒΓ β-σει τ�@ ΕΗ �στιν %ση. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ∆Ζ τ�@ ∆Η, %ση �στ0 κα0 6 Eπ; ∆ΗΖ
γων*α τ�@ Eπ; ∆ΖΗV µε*ζων Zρα 6 Eπ; ∆ΖΗ τ�ς Eπ; ΕΗΖV πολλ97 Zρα µε*ζων �στ0ν 6 Eπ;
ΕΖΗ τ�ς Eπ; ΕΗΖ. κα0 �πε0 τρ*γων	ν �στι τ; ΕΖΗ µε*ζονα 1χον τ�ν Eπ; ΕΖΗ γων*αν τ�ς
Eπ; ΕΗΖ, Eπ; δ� τ�ν µε*ζονα γων*αν 6 µε*ζων πλευρ? Eποτε*νει, µε*ζων Zρα κα0 πλευρ? 6
ΕΗ τ�ς ΕΖ. %ση δ� 6 ΕΗ τ�@ ΒΓV µε*ζων Zρα κα0 6 ΒΓ τ�ς ΕΖ.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς δυσ0 πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν δ�
γων*αν τ�ς γων*ας µε*ζονα 1χη@ τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν περιεχοµ�νην, κα0 τ�ν β-σιν τ�ς
β-σεως µε*ζονα i$ειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κέ
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς δυσ0 πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν δ� β-σιν
τ�ς β-σεως µε*ζονα 1χη@, κα0 τ�ν γων*αν τ�ς γων*ας µε*ζονα i$ει τ�ν Eπ; τ9ν %σων ε�θει9ν
περιεχοµ�νην.
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RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς δ8ο πλευρ?ς τ?ς ΑΒ, ΑΓ τα�ς δ8ο πλευρα�ς τα�ς
∆Ε, ∆Ζ %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε, τ�ν δ� ΑΓ τ�@ ∆ΖV β-σις δ�
6 ΒΓ β-σεως τ�ς ΕΖ µε*ζων 1στωV λ�γω, Dτι κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ γων*ας τ�ς Eπ; Ε∆Ζ
µε*ζων �στ*νV

ΕJ γ?ρ µ", Fτοι %ση �στ0ν α�τ�@ P �λ-σσωνV %ση µ�ν οYν ο�κ 1στιν 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Ε∆ΖV
%ση γ?ρ lν kν κα0 β-σις 6 ΒΓ β-σει τ�@ ΕΖV ο�κ 1στι δ�. ο�κ Zρα %ση �στ0 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ
τ�@ Eπ; Ε∆ΖV ο�δ� µ�ν �λ-σσων �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ τ�ς Eπ; Ε∆ΖV �λ-σσων γ?ρ lν kν κα0
β-σις 6 ΒΓ β-σεως τ�ς ΕΖV ο�κ 1στι δ�V ο�κ Zρα �λ-σσων �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�ς Eπ;
Ε∆Ζ. �δε*χθη δ� Dτι ο�δ� %σηV µε*ζων Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ τ�ς Eπ; Ε∆Ζ.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο πλευρ?ς δυσ0 πλευρα�ς %σας 1χη@ )κατ�ραν )κ-τεραc, τ�ν δ�
β-σιν τ�ς β-σεως µε*ζονα 1χη@, κα0 τ�ν γων*αν τ�ς γων*ας µε*ζονα i$ει τ�ν Eπ; τ9ν %σων
ε�θει9ν περιεχοµ�νηνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κ3́
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο γων*ας δυσ0 γων*αις %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 µ*αν πλευρ?ν
µιHc πλευρHc %σην Fτοι τ�ν πρ;ς τα�ς %σαις γων*αις P τ�ν Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν %σων
γωνι9ν, κα0 τ?ς λοιπ?ς πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ει [)κατ�ραν )κατ�ραc] κα0 τ�ν
λοιπ�ν γων*αν τ�@ λοιπ�@ γων*αc.
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∆
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RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς δ8ο γων*ας τ?ς Eπ; ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσ0 τα�ς Eπ; ∆ΕΖ,
ΕΖ∆ %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν µ�ν Eπ; ΑΒΓ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ, τ�ν δ� Eπ; ΒΓΑ τ�@
Eπ; ΕΖ∆V �χ�τω δ� κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην, πρ	τερον τ�ν πρ;ς τα�ς %σαις γων*αις
τ�ν ΒΓ τ�@ ΕΖV λ�γω, Dτι κα0 τ?ς λοιπ?ς πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ει )κατ�ραν
)κατ�ραc, τ�ν µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε τ�ν δ� ΑΓ τ�@ ∆Ζ, κα0 τ�ν λοιπ�ν γων*αν τ�@ λοιπ�@ γων*αc, τ�ν
Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Ε∆Ζ.

ΕJ γ?ρ Zνισ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε, µ*α α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων 6 ΑΒ, κα0 κε*σθω
τ�@ ∆Ε %ση 6 ΒΗ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΗΓ.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 µ�ν ΒΗ τ�@ ∆Ε, 6 δ� ΒΓ τ�@ ΕΖ, δ8ο δ� α= ΒΗ, ΒΓ δυσ0 τα�ς ∆Ε, ΕΖ
%σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΗΒΓ γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΕΖ %ση �στ*νV β-σις Zρα 6
ΗΓ β-σει τ�@ ∆Ζ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΗΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7 %σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0
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γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα 6 Eπ;
ΗΓΒ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΖΕ. �λλ? 6 Eπ; ∆ΖΕ τ�@ Eπ; ΒΓΑ Eπ	κειται %σηV κα0 6 Eπ; ΒΓΗ Zρα
τ�@ Eπ; ΒΓΑ %ση �στ*ν, 6 �λ-σσων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �δ8νατον. ο�κ Zρα Zνισ	ς �στιν 6 ΑΒ
τ�@ ∆Ε. %ση Zρα. 1στι δ� κα0 6 ΒΓ τ�@ ΕΖ %σηV δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΓ δυσ0 τα�ς ∆Ε, ΕΖ %σαι εJσ0ν
)κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΓ γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΕΖ �στιν %σηV β-σις Zρα 6 ΑΓ β-σει
τ�@ ∆Ζ %ση �στ*ν, κα0 λοιπ� γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ λοιπ�@ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ %ση �στ*ν.

+Αλλ? δ� π-λιν 1στωσαν α= Eπ; τ?ς %σας γων*ας πλευρα0 Eποτε*νουσαι %σαι, jς 6 ΑΒ τ�@
∆ΕV λ�γω π-λιν, Dτι κα0 α= λοιπα0 πλευρα0 τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σαι 1σονται, 6 µ�ν ΑΓ τ�@
∆Ζ, 6 δ� ΒΓ τ�@ ΕΖ κα0 1τι 6 λοιπ� γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ λοιπ�@ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ %ση �στ*ν.

ΕJ γ?ρ Zνισ	ς �στιν 6 ΒΓ τ�@ ΕΖ, µ*α α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων, εJ δυνατ	ν, 6
ΒΓ, κα0 κε*σθω τ�@ ΕΖ %ση 6 ΒΘ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΘ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ΒΘ τ�@ ΕΖ 6
δ� ΑΒ τ�@ ∆Ε, δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΘ δυσ0 τα�ς ∆Ε, ΕΖ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*ας
%σας περι�χουσινV β-σις Zρα 6 ΑΘ β-σει τ�@ ∆Ζ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΒΘ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ
τριγSνω7 %σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται, Eφ( _ς α= %σαι
πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΒΘΑ γων*α τ�@ Eπ; ΕΖ∆. �λλ? 6 Eπ; ΕΖ∆ τ�@
Eπ; ΒΓΑ �στιν %σηV τριγSνου δ� τοI ΑΘΓ 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΒΘΑ %ση �στ0 τ�@ �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον τ�@ Eπ; ΒΓΑV Dπερ �δ8νατον. ο�κ Zρα Zνισ	ς �στιν 6 ΒΓ τ�@ ΕΖV %ση Zρα. �στ0 δ�
κα0 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε %ση. δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΓ δ8ο τα�ς ∆Ε, ΕΖ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0
γων*ας %σας περι�χουσιV β-σις Zρα 6 ΑΓ β-σει τ�@ ∆Ζ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97
∆ΕΖ τριγSνω7 %σον κα0 λοιπ� γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ λοιπ�@ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ %ση.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα τ?ς δ8ο γων*ας δυσ0 γων*αις %σας 1χη@ )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 µ*αν
πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην Fτοι τ�ν πρ;ς τα�ς %σαις γων*αις, P τ�ν Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν
%σων γωνι9ν, κα0 τ?ς λοιπ?ς πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ει κα0 τ�ν λοιπ�ν γων*αν
τ�@ λοιπ�@ γων*αcV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κζ́

+Ε?ν εJς δ8ο ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ?ς �ναλλ?$ γων*ας %σας �λλ"λαις ποι�@, παρ-λληλοι
1σονται �λλ"λαις α= ε�θε�αι.

ΕJς γ?ρ δ8ο ε�θε*ας τ?ς ΑΒ, Γ∆ ε�θε�α �µπ*πτουσα 6 ΕΖ τ?ς �ναλλ?$ γων*ας τ?ς Eπ;
ΑΕΖ, ΕΖ∆ %σας �λλ"λαις ποιε*τωV λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.
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ΕJ γ?ρ µ", �κβαλλ	µεναι α= ΑΒ, Γ∆ συµπεσοIνται Fτοι �π0 τ? Β, ∆ µ�ρη P �π0 τ? Α, Γ.
�κβεβλ"σθωσαν κα0 συµπιπτ�τωσαν �π0 τ? Β, ∆ µ�ρη κατ? τ; Η. τριγSνου δ� τοI ΗΕΖ 6
�κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΑΕΖ %ση �στ0 τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον τ�@ Eπ; ΕΖΗV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV
ο�κ Zρα α= ΑΒ, Γ∆ �κβαλλ	µεναι συµπεσοIνται �π0 τ? Β, ∆ µ�ρη. bµο*ως δ� δειχθ"σεται,
Dτι ο�δ� �π0 τ? Α, ΓV α= δ� �π0 µηδ�τερα τ? µ�ρη συµπ*πτουσαι παρ-λληλο* εJσινV παρ-λληλος
Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.

+Ε?ν Zρα εJς δ8ο ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ?ς �ναλλ?$ γων*ας %σας �λλ"λαις ποι�@,
παρ-λληλοι 1σονται α= ε�θε�αιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κή

+Ε?ν εJς δ8ο ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ�ν �κτ;ς γων*αν τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον κα0 �π0 τ?
α�τ? µ�ρη %σην ποι�@ P τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη δυσ0ν Aρθα�ς %σας, παρ-λληλοι 1σονται
�λλ"λαις α= ε�θε�αι.

ΕJς γ?ρ δ8ο ε�θε*ας τ?ς ΑΒ, Γ∆ ε�θε�α �µπ*πτουσα 6 ΕΖ τ�ν �κτ;ς γων*αν τ�ν Eπ; ΕΗΒ
τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον γων*αc τ�@ Eπ; ΗΘ∆ %σην ποιε*τω P τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη
τ?ς Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ δυσ0ν Aρθα�ς %σαςV λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 Eπ; ΕΗΒ τ�@ Eπ; ΗΘ∆, �λλ? 6 Eπ; ΕΗΒ τ�@ Eπ; ΑΗΘ �στιν %ση,
κα0 6 Eπ; ΑΗΘ Zρα τ�@ Eπ; ΗΘ∆ �στιν %σηV κα* εJσιν �ναλλ-$V παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ
τ�@ Γ∆.
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Π-λιν, �πε0 α= Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*ν, εJσ0 δ� κα0 α= Eπ; ΑΗΘ, ΒΗΘ δυσ0ν
Aρθα�ς %σαι, α= Zρα Eπ; ΑΗΘ, ΒΗΘ τα�ς Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ %σαι εJσ*νV κοιν� �φη@ρ"σθω 6 Eπ;
ΒΗΘV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΗΘ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΗΘ∆ �στιν %σηV κα* εJσιν �ναλλ-$V παρ-λληλος
Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.

+Ε?ν Zρα εJς δ8ο ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ�ν �κτ;ς γων*αν τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον κα0
�π0 τ? α�τ? µ�ρη %σην ποι�@ P τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη δυσ0ν Aρθα�ς %σας, παρ-λληλοι
1σονται α= ε�θε�αιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .κθ́
MΗ εJς τ?ς παραλλ"λους ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ-ς τε �ναλλ?$ γων*ας %σας �λλ"λαις
ποιε� κα0 τ�ν �κτ;ς τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον %σην κα0 τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη δυσ0ν
Aρθα�ς %σας.
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ΕJς γ?ρ παραλλ"λους ε�θε*ας τ?ς ΑΒ, Γ∆ ε�θε�α �µπιπτ�τω 6 ΕΖV λ�γω, Dτι τ?ς �ναλλ?$
γων*ας τ?ς Eπ; ΑΗΘ, ΗΘ∆ %σας ποιε� κα0 τ�ν �κτ;ς γων*αν τ�ν Eπ; ΕΗΒ τ�@ �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον τ�@ Eπ; ΗΘ∆ %σην κα0 τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ?ς Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ δυσ0ν
Aρθα�ς %σας.

ΕJ γ?ρ Zνισ	ς �στιν 6 Eπ; ΑΗΘ τ�@ Eπ; ΗΘ∆, µ*α α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων 6 Eπ;
ΑΗΘV κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΒΗΘV α= Zρα Eπ; ΑΗΘ, ΒΗΘ τ9ν Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ µε*ζον�ς
εJσιν. �λλ? α= Eπ; ΑΗΘ, ΒΗΘ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. [κα0] α= Zρα Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆
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δ8ο Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσιν. α= δ� �π( �λασσ	νων P δ8ο Aρθ9ν �κβαλλ	µεναι εJς Zπειρον
συµπ*πτουσινV α= Zρα ΑΒ, Γ∆ �κβαλλ	µεναι εJς Zπειρον συµπεσοIνταιV ο� συµπ*πτουσι δ�
δι? τ; παραλλ"λους α�τ?ς Eποκε�σθαιV ο�κ Zρα Zνισ	ς �στιν 6 Eπ; ΑΗΘ τ�@ Eπ; ΗΘ∆V %ση
Zρα. �λλ? 6 Eπ; ΑΗΘ τ�@ Eπ; ΕΗΒ �στιν %σηV κα0 6 Eπ; ΕΗΒ Zρα τ�@ Eπ; ΗΘ∆ �στιν %ση.
κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΒΗΘV α= Zρα Eπ; ΕΗΒ, ΒΗΘ τα�ς Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ %σαι εJσ*ν. �λλ?
α= Eπ; ΕΗΒ, ΒΗΘ δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*νV κα0 α= Eπ; ΒΗΘ, ΗΘ∆ Zρα δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

MΗ Zρα εJς τ?ς παραλλ"λους ε�θε*ας ε�θε�α �µπ*πτουσα τ-ς τε �ναλλ?$ γων*ας %σας
�λλ"λαις ποιε� κα0 τ�ν �κτ;ς τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον %σην κα0 τ?ς �ντ;ς κα0 �π0 τ? α�τ?
µ�ρη δυσ0ν Aρθα�ς %σαςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λ́
Α= τ�@ α�τ�@ ε�θε*αc παρ-λληλοι κα0 �λλ"λαις εJσ0 παρ-λληλοι.

RΕστω )κατ�ρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ τ�@ ΕΖ παρ-λληλοςV λ�γω, Dτι κα0 6 ΑΒ τ�@ Γ∆ �στι παρ-λληλος.
+Εµπιπτ�τω γ?ρ εJς α�τ?ς ε�θε�α 6 ΗΚ.

�

�

�

Α Β

Γ ∆
Ε Ζ

Η

Θ

Κ

Κα0 �πε0 εJς παραλλ"λους ε�θε*ας τ?ς ΑΒ, ΕΖ ε�θε�α �µπ�πτωκεν 6 ΗΚ, %ση Zρα 6 Eπ;
ΑΗΚ τ�@ Eπ; ΗΘΖ. π-λιν, �πε0 εJς παραλλ"λους ε�θε*ας τ?ς ΕΖ, Γ∆ ε�θε�α �µπ�πτωκεν 6
ΗΚ, %ση �στ0ν 6 Eπ; ΗΘΖ τ�@ Eπ; ΗΚ∆. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΑΗΚ τ�@ Eπ; ΗΘΖ %ση. κα0
6 Eπ; ΑΗΚ Zρα τ�@ Eπ; ΗΚ∆ �στιν %σηV κα* εJσιν �ναλλ-$. παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@
Γ∆.

[Α= Zρα τ�@ α�τ�@ ε�θε*αc παρ-λληλοι κα0 �λλ"λαις εJσ0 παρ-λληλοιV] Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λά
∆ι? τοI δοθ�ντος σηµε*ου τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc παρ-λληλον ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

�

�

Α

Β Γ
∆

Ε Ζ
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RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν σηµε�ον τ; Α, 6 δ� δοθε�σα ε�θε�α 6 ΒΓV δε� δ� δι? τοI Α σηµε*ου
τ�@ ΒΓ ε�θε*αc παρ-λληλον ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

ΕJλ"φθω �π0 τ�ς ΒΓ τυχ;ν σηµε�ον τ; ∆, κα0 �πεζε8χθω 6 Α∆V κα0 συνεστ-τω πρ;ς
τ�@ ∆Α ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ Eπ; Α∆Γ γων*αc %ση 6 Eπ; ∆ΑΕV κα0
�κβεβλ"σθω �π( ε�θε*ας τ�@ ΕΑ ε�θε�α 6 ΑΖ.

Κα0 �πε0 εJς δ8ο ε�θε*ας τ?ς ΒΓ, ΕΖ ε�θε�α �µπ*πτουσα 6 Α∆ τ?ς �ναλλ?$ γων*ας τ?ς
Eπ; ΕΑ∆, Α∆Γ %σας �λλ"λαις πεπο*ηκεν, παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΕΑΖ τ�@ ΒΓ.

∆ι? τοI δοθ�ντος Zρα σηµε*ου τοI Α τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΒΓ παρ-λληλος ε�θε�α γραµµ�
kκται 6 ΕΑΖV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .λβ́
Παντ;ς τριγSνου µιHς τ9ν πλευρ9ν προσεκβληθε*σης 6 �κτ;ς γων*α δυσ0 τα�ς �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον %ση �στ*ν, κα0 α= �ντ;ς τοI τριγSνου τρε�ς γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

Α

Β
Γ

∆

Ε

RΕστω τρ*γωνον τ; ΑΒΓ, κα0 προσεκβεβλ"σθω α�τοI µ*α πλευρ? 6 ΒΓ �π0 τ; ∆V λ�γω,
Dτι 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΑΓ∆ %ση �στ0 δυσ0 τα�ς �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον τα�ς Eπ; ΓΑΒ, ΑΒΓ,
κα0 α= �ντ;ς τοI τριγSνου τρε�ς γων*αι α= Eπ; ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

RΗχθω γ?ρ δι? τοI Γ σηµε*ου τ�@ ΑΒ ε�θε*αc παρ-λληλος 6 ΓΕ.
Κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΓΕ, κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν 6 ΑΓ, α= �ναλλ?$

γων*αι α= Eπ; ΒΑΓ, ΑΓΕ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. π-λιν, �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΓΕ,
κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν ε�θε�α 6 Β∆, 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΕΓ∆ %ση �στ0 τ�@ �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον τ�@ Eπ; ΑΒΓ. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΑΓΕ τ�@ Eπ; ΒΑΓ %σηV Dλη Zρα 6 Eπ; ΑΓ∆
γων*α %ση �στ0 δυσ0 τα�ς �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον τα�ς Eπ; ΒΑΓ, ΑΒΓ.

Κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΑΓΒV α= Zρα Eπ; ΑΓ∆, ΑΓΒ τρισ0 τα�ς Eπ; ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ
%σαι εJσ*ν. �λλ( α= Eπ; ΑΓ∆, ΑΓΒ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV κα0 α= Eπ; ΑΓΒ, ΓΒΑ, ΓΑΒ Zρα
δυσ*ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

Παντ;ς Zρα τριγSνου µιHς τ9ν πλευρ9ν προσεκβληθε*σης 6 �κτ;ς γων*α δυσ0 τα�ς �ντ;ς
κα0 �πεναντ*ον %ση �στ*ν, κα0 α= �ντ;ς τοI τριγSνου τρε�ς γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λγ́
Α= τ?ς %σας τε κα0 παραλλ"λους �π0 τ? α�τ? µ�ρη �πιζευγν8ουσαι ε�θε�αι κα0 α�τα0 %σαι τε
κα0 παρ-λληλο* εJσιν.
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Α
Β

Γ
∆

RΕστωσαν %σαι τε κα0 παρ-λληλοι α= ΑΒ, Γ∆, κα0 �πιζευγν8τωσαν α�τ?ς �π0 τ? α�τ? µ�ρη
ε�θε�αι α= ΑΓ, Β∆V λ�γω, Dτι κα0 α= ΑΓ, Β∆ %σαι τε κα0 παρ-λληλο* εJσιν.

+Επεζε8χθω 6 ΒΓ. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆, κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν 6
ΒΓ, α= �ναλλ?$ γων*αι α= Eπ; ΑΒΓ, ΒΓ∆ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@
Γ∆ κοιν� δ� 6 ΒΓ, δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΓ δ8ο τα�ς ΒΓ, Γ∆ %σαι εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΓ
γων*αc τ�@ Eπ; ΒΓ∆ %σηV β-σις Zρα 6 ΑΓ β-σει τ�@ Β∆ �στιν %ση, κα0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97
ΒΓ∆ τριγSνω7 %σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται )κατ�ρα
)κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα 6 Eπ; ΑΓΒ γων*α τ�@ Eπ; ΓΒ∆. κα0
�πε0 εJς δ8ο ε�θε*ας τ?ς ΑΓ, Β∆ ε�θε�α �µπ*πτουσα 6 ΒΓ τ?ς �ναλλ?$ γων*ας %σας �λλ"λαις
πεπο*ηκεν, παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ Β∆. �δε*χθη δ� α�τ�@ κα0 %ση.

Α= Zρα τ?ς %σας τε κα0 παραλλ"λους �π0 τ? α�τ? µ�ρη �πιζευγν8ουσαι ε�θε�αι κα0 α�τα0
%σαι τε κα0 παρ-λληλο* εJσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λδ́
Τ9ν παραλληλογρ-µµων χωρ*ων α= �πεναντ*ον πλευρα* τε κα0 γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν,
κα0 6 δι-µετρος α�τ? δ*χα τ�µνει.

Α Β

Γ ∆

RΕστω παραλληλ	γραµµον χωρ*ον τ; ΑΓ∆Β, δι-µετρος δ� α�τοI 6 ΒΓV λ�γω, Dτι τοI
ΑΓ∆Β παραλληλογρ-µµου α= �πεναντ*ον πλευρα* τε κα0 γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, κα0 6
ΒΓ δι-µετρος α�τ; δ*χα τ�µνει.
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+Επε0 γ?ρ παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆, κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν ε�θε�α 6 ΒΓ, α=
�ναλλ?$ γων*αι α= Eπ; ΑΒΓ, ΒΓ∆ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. π-λιν, �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΓ
τ�@ Β∆, κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν 6 ΒΓ, α= �ναλλ?$ γων*αι α= Eπ; ΑΓΒ, ΓΒ∆ %σαι �λλ"λαις
εJσ*ν. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ΑΒΓ, ΒΓ∆ τ?ς δ8ο γων*ας τ?ς Eπ; ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσ0 τα�ς
Eπ; ΒΓ∆, ΓΒ∆ %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην τ�ν πρ;ς
τα�ς %σαις γων*αις κοιν�ν α�τ9ν τ�ν ΒΓV κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς %σας i$ει
)κατ�ραν )κατ�ραc κα0 τ�ν λοιπ�ν γων*αν τ�@ λοιπ�@ γων*αcV %ση Zρα 6 µ�ν ΑΒ πλευρ? τ�@ Γ∆,
6 δ� ΑΓ τ�@ Β∆, κα0 1τι %ση �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�@ Eπ; Γ∆Β. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν
Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ΒΓ∆, 6 δ� Eπ; ΓΒ∆ τ�@ Eπ; ΑΓΒ, Dλη Zρα 6 Eπ; ΑΒ∆ Dλη@ τ�@ Eπ;
ΑΓ∆ �στιν %ση. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Γ∆Β %ση.

Τ9ν Zρα παραλληλογρ-µµων χωρ*ων α= �πεναντ*ον πλευρα* τε κα0 γων*αι %σαι �λλ"λαις
εJσ*ν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 6 δι-µετρος α�τ? δ*χα τ�µνει. �πε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆, κοιν�
δ� 6 ΒΓ, δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΓ δυσ0 τα�ς Γ∆, ΒΓ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ;
ΑΒΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΓ∆ %ση. κα0 β-σις Zρα 6 ΑΓ τ�@ ∆Β %ση. κα0 τ; ΑΒΓ [Zρα] τρ*γωνον
τ97 ΒΓ∆ τριγSνω7 %σον �στ*ν.

MΗ Zρα ΒΓ δι-µετρος δ*χα τ�µνει τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λέ
Τ? παραλληλ	γραµµα τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα
�λλ"λοις �στ*ν.

�
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Β Γ

∆ Ε Ζ

Η

RΕστω παραλληλ	γραµµα τ? ΑΒΓ∆, ΕΒΓΖ �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως τ�ς ΒΓ κα0 �ν τα�ς
α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ΑΖ, ΒΓV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒΓ∆ τ97 ΕΒΓΖ παραλληλογρ-µµω7.

+Επε0 γ?ρ παραλληλ	γραµµ	ν �στι τ; ΑΒΓ∆, %ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ΒΓ. δι? τ? α�τ? δ� κα0
6 ΕΖ τ�@ ΒΓ �στιν %σηV hστε κα0 6 Α∆ τ�@ ΕΖ �στιν %σηV κα0 κοιν� 6 ∆ΕV Dλη Zρα 6 ΑΕ Dλη@
τ�@ ∆Ζ �στιν %ση. 1στι δ� κα0 6 ΑΒ τ�@ ∆Γ %σηV δ8ο δ� α= ΕΑ, ΑΒ δ8ο τα�ς Ζ∆, ∆Γ %σαι
εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; Ζ∆Γ γων*αc τ�@ Eπ; ΕΑΒ �στιν %ση 6 �κτ;ς τ�@ �ντ	ςV
β-σις Zρα 6 ΕΒ β-σει τ�@ ΖΓ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΕΑΒ τρ*γωνον τ97 ∆ΖΓ τριγSνω7 %σον 1σταιV
κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; ∆ΗΕV λοιπ;ν Zρα τ; ΑΒΗ∆ τραπ�ζιον λοιπ97 τ97 ΕΗΓΖ τραπεζ*ω7 �στ0ν
%σονV κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΗΒΓ τρ*γωνονV Dλον Zρα τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον Dλω7 τ97
ΕΒΓΖ παραλληλογρ-µµω7 %σον �στ*ν.
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Τ? Zρα παραλληλ	γραµµα τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις
%σα �λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λ3́

Τ? παραλληλ	γραµµα τ? �π0 %σων β-σεων mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα �λλ"λοις
�στ*ν.

Α

Β Γ

∆ Ε

Ζ Η

Θ

RΕστω παραλληλ	γραµµα τ? ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ �π0 %σων β-σεων mντα τ9ν ΒΓ, ΖΗ κα0 �ν
τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ΑΘ, ΒΗV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον
τ97 ΕΖΗΘ.

+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΒΕ, ΓΘ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ΖΗ, �λλ? 6 ΖΗ τ�@ ΕΘ �στιν
%ση, κα0 6 ΒΓ Zρα τ�@ ΕΘ �στιν %ση. εJσ0 δ� κα0 παρ-λληλοι. κα0 �πιζευγν8ουσιν α�τ?ς α=
ΕΒ, ΘΓV α= δ� τ?ς %σας τε κα0 παραλλ"λους �π0 τ? α�τ? µ�ρη �πιζευγν8ουσαι %σαι τε κα0
παρ-λληλο* εJσιV [κα0 α= ΕΒ, ΘΓ Zρα %σαι τ� εJσι κα0 παρ-λληλοι]. παραλληλ	γραµµον Zρα
�στ0 τ; ΕΒΓΘ. κα* �στιν %σον τ97 ΑΒΓ∆V β-σιν τε γ?ρ α�τ97 τ�ν α�τ�ν 1χει τ�ν ΒΓ, κα0 �ν
τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις �στ0ν α�τ97 τα�ς ΒΓ, ΑΘ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ΕΖΗΘ τ97 α�τ97 τ97
ΕΒΓΘ �στιν %σονV hστε κα0 τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον τ97 ΕΖΗΘ �στιν %σον.

Τ? Zρα παραλληλ	γραµµα τ? �π0 %σων β-σεων mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα
�λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λζ́

Τ? τρ*γωνα τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα �λλ"λοις
�στ*ν.
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Α

Β Γ

∆
Ε Ζ

RΕστω τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΒΓ �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως τ�ς ΒΓ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις
τα�ς Α∆, ΒΓV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΒΓ τριγSνω7.

+Εκβεβλ"σθω 6 Α∆ �φ( )κ-τερα τ? µ�ρη �π0 τ? Ε, Ζ, κα0 δι? µ�ν τοI Β τ�@ ΓΑ παρ-λληλος
Fχθω 6 ΒΕ, δι? δ� τοI Γ τ�@ Β∆ παρ-λληλος Fχθω 6 ΓΖ. παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0ν
)κ-τερον τ9ν ΕΒΓΑ, ∆ΒΓΖV κα* εJσιν %σαV �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι τ�ς ΒΓ κα0
�ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ΒΓ, ΕΖV κα* �στι τοI µ�ν ΕΒΓΑ παραλληλογρ-µµου #µισυ
τ; ΑΒΓ τρ*γωνονV 6 γ?ρ ΑΒ δι-µετρος α�τ; δ*χα τ�µνειV τοI δ� ∆ΒΓΖ παραλληλογρ-µµου
#µισυ τ; ∆ΒΓ τρ*γωνονV 6 γ?ρ ∆Γ δι-µετρος α�τ; δ*χα τ�µνει. [τ? δ� τ9ν %σων 6µ*ση %σα
�λλ"λοις �στ*ν]. %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΒΓ τριγSνω7.

Τ? Zρα τρ*γωνα τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα �λλ"λοις
�στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λή
Τ? τρ*γωνα τ? �π0 %σων β-σεων mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα �λλ"λοις �στ*ν.

Α

Β Γ

∆

Ε Ζ

Η Θ

RΕστω τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ �π0 %σων β-σεων τ9ν ΒΓ, ΕΖ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις
τα�ς ΒΖ, Α∆V λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7.
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+Εκβεβλ"σθω γ?ρ 6 Α∆ �φ( )κ-τερα τ? µ�ρη �π0 τ? Η, Θ, κα0 δι? µ�ν τοI Β τ�@ ΓΑ
παρ-λληλος Fχθω 6 ΒΗ, δι? δ� τοI Ζ τ�@ ∆Ε παρ-λληλος Fχθω 6 ΖΘ. παραλληλ	γραµµον
Zρα �στ0ν )κ-τερον τ9ν ΗΒΓΑ, ∆ΕΖΘV κα0 %σον τ; ΗΒΓΑ τ97 ∆ΕΖΘV �π* τε γ?ρ %σων
β-σεSν εJσι τ9ν ΒΓ, ΕΖ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ΒΖ, ΗΘV κα* �στι τοI µ�ν
ΗΒΓΑ παραλληλογρ-µµου #µισυ τ; ΑΒΓ τρ*γωνον. 6 γ?ρ ΑΒ δι-µετρος α�τ; δ*χα τ�µνειV
τοI δ� ∆ΕΖΘ παραλληλογρ-µµου #µισυ τ; ΖΕ∆ τρ*γωνονV 6 γ?ρ ∆Ζ δι-µετρος α�τ; δ*χα
τ�µνειV [τ? δ� τ9ν %σων 6µ*ση %σα �λλ"λοις �στ*ν]. %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ
τριγSνω7.

Τ? Zρα τρ*γωνα τ? �π0 %σων β-σεων mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις %σα �λλ"λοις
�στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .λθ́
Τ? %σα τρ*γωνα τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη κα0 �ν τα�ς α�τα�ς
παραλλ"λοις �στ*ν.

RΕστω %σα τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΒΓ �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ�ς
ΒΓV λ�γω, Dτι κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις �στ*ν.

+Επεζε8χθω γ?ρ 6 Α∆V λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 Α∆ τ�@ ΒΓ.

�

Α

Β Γ

∆

Ε

ΕJ γ?ρ µ", Fχθω δι? τοI Α σηµε*ου τ�@ ΒΓ ε�θε*αc παρ-λληλος 6 ΑΕ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΕΓ.
%σον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΕΒΓ τριγSνω7V �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς �στιν α�τ97
τ�ς ΒΓ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις. �λλ? τ; ΑΒΓ τ97 ∆ΒΓ �στιν %σονV κα0 τ; ∆ΒΓ Zρα
τ97 ΕΒΓ %σον �στ0 τ; µε�ζον τ97 �λ-σσονιV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV ο�κ Zρα παρ-λληλ	ς �στιν
6 ΑΕ τ�@ ΒΓ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( Zλλη τις πλ�ν τ�ς Α∆V 6 Α∆ Zρα τ�@ ΒΓ �στι
παρ-λληλος.

Τ? Zρα %σα τρ*γωνα τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη κα0 �ν τα�ς α�τα�ς
παραλλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .µ́
Τ? %σα τρ*γωνα τ? �π0 %σων β-σεων mντα κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις
�στ*ν.
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RΕστω %σα τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, Γ∆Ε �π0 %σων β-σεων τ9ν ΒΓ, ΓΕ κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη.
λ�γω, Dτι κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις �στ*ν.

+Επεζε8χθω γ?ρ 6 Α∆V λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 Α∆ τ�@ ΒΕ.
ΕJ γ?ρ µ", Fχθω δι? τοI Α τ�@ ΒΕ παρ-λληλος 6 ΑΖ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΕ. %σον Zρα

�στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΖΓΕ τριγSνω7V �π* τε γ?ρ %σων β-σεSν εJσι τ9ν ΒΓ, ΓΕ κα0 �ν
τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ΒΕ, ΑΖ. �λλ? τ; ΑΒΓ τρ*γωνον %σον �στ0 τ97 ∆ΓΕ [τριγSνω7]V
κα0 τ; ∆ΓΕ Zρα [τρ*γωνον] %σον �στ0 τ97 ΖΓΕ τριγSνω7 τ; µε�ζον τ97 �λ-σσονιV Dπερ �στ0ν
�δ8νατονV ο�κ Zρα παρ-λληλος 6 ΑΖ τ�@ ΒΕ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( Zλλη τις πλ�ν τ�ς
Α∆V 6 Α∆ Zρα τ�@ ΒΕ �στι παρ-λληλος.

Τ? Zρα %σα τρ*γωνα τ? �π0 %σων β-σεων mντα κα0 �π0 τ? α�τ? µ�ρη κα0 �ν τα�ς α�τα�ς
παραλλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .µά
+Ε?ν παραλληλ	γραµµον τριγSνω7 β-σιν τε 1χη@ τ�ν α�τ�ν κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις k@,
διπλ-σι	ν �στι τ; παραλληλ	γραµµον τοI τριγSνου.

�Α

Β Γ

∆
Ε

Παραλληλ	γραµµον γ?ρ τ; ΑΒΓ∆ τριγSνω7 τ97 ΕΒΓ β-σιν τε �χ�τω τ�ν α�τ�ν τ�ν ΒΓ
κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις 1στω τα�ς ΒΓ, ΑΕV λ�γω, Dτι διπλ-σι	ν �στι τ; ΑΒΓ∆
παραλληλ	γραµµον τοI ΒΕΓ τριγSνου.

+Επεζε8χθω γ?ρ 6 ΑΓ. %σον δ" �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΕΒΓ τριγSνω7V �π* τε γ?ρ τ�ς
α�τ�ς β-σεSς �στιν α�τ97 τ�ς ΒΓ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ΒΓ, ΑΕ. �λλ? τ;
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ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον διπλ-σι	ν �στι τοI ΑΒΓ τριγSνουV 6 γ?ρ ΑΓ δι-µετρος α�τ;
δ*χα τ�µνειV hστε τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον κα0 τοI ΕΒΓ τριγSνου �στ0 διπλ-σιον.

+Ε?ν Zρα παραλληλ	γραµµον τριγSνω7 β-σιν τε 1χη@ τ�ν α�τ�ν κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παρ-
αλλ"λοις k@, διπλ-σι	ν �στι τ; παραλληλ	γραµµον τοI τριγSνουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .µβ́

Τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον συστ"σασθαι �ν τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7.
RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν τρ*γωνον τ; ΑΒΓ, 6 δ� δοθε�σα γων*α ε�θ8γραµµος 6 ∆V δε� δ� τ97

ΑΒΓ τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον συστ"σασθαι �ν τ�@ ∆ γων*αc ε�θυγρ-µµω7.
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Τετµ"σθω 6 ΒΓ δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΕ, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΕΓ ε�θε*αc
κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Ε τ�@ ∆ γων*αc %ση 6 Eπ; ΓΕΖ, κα0 δι? µ�ν τοI Α τ�@ ΕΓ
παρ-λληλος Fχθω 6 ΑΗ, δι? δ� τοI Γ τ�@ ΕΖ παρ-λληλος Fχθω 6 ΓΗV παραλληλ	γραµµον
Zρα �στ0 τ; ΖΕΓΗ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΕ τ�@ ΕΓ, %σον �στ0 κα0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΑΕΓ
τριγSνω7V �π* τε γ?ρ %σων β-σεSν εJσι τ9ν ΒΕ, ΕΓ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς
ΒΓ, ΑΗV διπλ-σιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τοI ΑΕΓ τριγSνου. 1στι δ� κα0 τ; ΖΕΓΗ
παραλληλ	γραµµον διπλ-σιον τοI ΑΕΓ τριγSνουV β-σιν τε γ?ρ α�τ97 τ�ν α�τ�ν 1χει κα0 �ν
τα�ς α�τα�ς �στιν α�τ97 παραλλ"λοιςV %σον Zρα �στ0 τ; ΖΕΓΗ παραλληλ	γραµµον τ97 ΑΒΓ
τριγSνω7. κα0 1χει τ�ν Eπ; ΓΕΖ γων*αν %σην τ�@ δοθε*ση@ τ�@ ∆.

Τ97 Zρα δοθ�ντι τριγSνω7 τ97 ΑΒΓ %σον παραλληλ	γραµµον συν�σταται τ; ΖΕΓΗ �ν γων*αc
τ�@ Eπ; ΓΕΖ, #τις �στ0ν %ση τ�@ ∆V Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .µγ́

Παντ;ς παραλληλογρ-µµου τ9ν περ0 τ�ν δι-µετρον παραλληλογρ-µµων τ? παραπληρSµατα
%σα �λλ"λοις �στ*ν.
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RΕστω παραλληλ	γραµµον τ; ΑΒΓ∆, δι-µετρος δ� α�τοI 6 ΑΓ, περ0 δ� τ�ν ΑΓ παρ-
αλληλ	γραµµα µ�ν 1στω τ? ΖΘ, ΖΗ, τ? δ� λεγ	µενα παραπληρSµατα τ? ΒΚ, Κ∆V λ�γω, Dτι
%σον �στ0 τ; ΒΚ παραπλ"ρωµα τ97 Κ∆ παραπληρSµατι.

+Επε0 γ?ρ παραλληλ	γραµµ	ν �στι τ; ΑΒΓ∆, δι-µετρος δ� α�τοI 6 ΑΓ, %σον �στ0 τ; ΑΒΓ
τρ*γωνον τ97 ΑΓ∆ τριγSνω7. π-λιν, �πε0 παραλληλ	γραµµ	ν �στι τ; ΕΘ, δι-µετρος δ� α�τοI
�στιν 6 ΑΚ, %σον �στ0 τ; ΑΕΚ τρ*γωνον τ97 ΑΘΚ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ΚΖΓ
τρ*γωνον τ97 ΚΗΓ �στιν %σον. �πε0 οYν τ; µ�ν ΑΕΚ τρ*γωνον τ97 ΑΘΚ τριγSνω7 �στ0ν %σον,
τ; δ� ΚΖΓ τ97 ΚΗΓ, τ; ΑΕΚ τρ*γωνον µετ? τοI ΚΗΓ %σον �στ0 τ97 ΑΘΚ τριγSνω7 µετ? τοI
ΚΖΓV 1στι δ� κα0 Dλον τ; ΑΒΓ τρ*γωνον Dλω7 τ97 Α∆Γ %σονV λοιπ;ν Zρα τ; ΒΚ παραπλ"ρωµα
λοιπ97 τ97 Κ∆ παραπληρSµατ* �στιν %σον.

Παντ;ς Zρα παραλληλογρ-µµου χωρ*ου τ9ν περ0 τ�ν δι-µετρον παραλληλογρ-µµων τ?
παραπληρSµατα %σα �λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .µδ́
Παρ? τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον παραβαλε�ν �ν τ�@
δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7.
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RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� δοθ�ν τρ*γω νον τ; Γ, 6 δ� δοθε�σα γων*α
ε�θ8γραµµος 6 ∆V δε� δ� παρ? τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τ�ν ΑΒ τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 τ97 Γ %σον
παραλληλ	γραµµον παραβαλε�ν �ν %ση@ τ�@ ∆ γων*αc.
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Συνεστ-τω τ97 Γ τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον τ; ΒΕΖΗ �ν γων*αc τ�@ Eπ; ΕΒΗ,
# �στιν %ση τ�@ ∆V κα0 κε*σθω hστε �π( ε�θε*ας ε ν̂αι τ�ν ΒΕ τ�@ ΑΒ, κα0 δι"χθω 6 ΖΗ
�π0 τ; Θ, κα0 δι? τοI Α bποτ�ραc τ9ν ΒΗ, ΕΖ παρ-λληλος Fχθω 6 ΑΘ, κα0 �πεζε8χθω 6
ΘΒ. κα0 �πε0 εJς παραλλ"λους τ?ς ΑΘ, ΕΖ ε�θε�α �ν�πεσεν 6 ΘΖ, α= Zρα Eπ; ΑΘΖ, ΘΖΕ
γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς εJσιν %σαι. α= Zρα Eπ; ΒΘΗ, ΗΖΕ δ8ο Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσινV α=
δ� �π; �λασσ	νων P δ8ο Aρθ9ν εJς Zπειρον �κβαλλ	µεναι συµπ*πτουσινV α= ΘΒ, ΖΕ Zρα
�κβαλλ	µεναι συµπεσοIνται. �κβεβλ"σθωσαν κα0 συµπιπτ�τωσαν κατ? τ; Κ, κα0 δι? τοI Κ
σηµε*ου bποτ�ραc τ9ν ΕΑ, ΖΘ παρ-λληλος Fχθω 6 ΚΛ, κα0 �κβεβλ"σθωσαν α= ΘΑ, ΗΒ �π0
τ? Λ, Μ σηµε�α. παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0 τ; ΘΛΚΖ, δι-µετρος δ� α�τοI 6 ΘΚ, περ0
δ� τ�ν ΘΚ παραλληλ	γραµµα µ�ν τ? ΑΗ, ΜΕ, τ? δ� λεγ	µενα παραπληρSµατα τ? ΛΒ, ΒΖV
%σον Zρα �στ0 τ; ΛΒ τ97 ΒΖ. �λλ? τ; ΒΖ τ97 Γ τριγSνω7 �στ0ν %σονV κα0 τ; ΛΒ Zρα τ97 Γ �στιν
%σον. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ΗΒΕ γων*α τ�@ Eπ; ΑΒΜ, �λλ? 6 Eπ; ΗΒΕ τ�@ ∆ �στιν %ση,
κα0 6 Eπ; ΑΒΜ Zρα τ�@ ∆ γων*αc �στ0ν %ση.

Παρ? τ�ν δοθε�σαν Zρα ε�θε�αν τ�ν ΑΒ τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 τ97 Γ %σον παραλληλ	γραµµον
παραβ�βληται τ; ΛΒ �ν γων*αc τ�@ Eπ; ΑΒΜ, # �στιν %ση τ�@ ∆V Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .µέ
Τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 %σον παραλληλ	γραµµον συστ"σασθαι �ν τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7.
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RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν ε�θ8γραµµον τ; ΑΒΓ∆, 6 δ� δοθε�σα γων*α ε�θ8γραµµος 6 ΕV δε�
δ� τ97 ΑΒΓ∆ ε�θυγρ-µµω7 %σον παραλληλ	γραµµον συστ"σασθαι �ν τ�@ δοθε*ση@ γων*αc τ�@ Ε.

+Επεζε8χθω 6 ∆Β, κα0 συνεστ-τω τ97 ΑΒ∆ τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον τ; ΖΘ �ν
τ�@ Eπ; ΘΚΖ γων*αc, # �στιν %ση τ�@ ΕV κα0 παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ΗΘ ε�θε�αν τ97 ∆ΒΓ
τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον τ; ΗΜ �ν τ�@ Eπ; ΗΘΜ γων*αc, # �στιν %ση τ�@ Ε. κα0 �πε0
6 Ε γων*α )κατ�ραc τ9ν Eπ; ΘΚΖ, ΗΘΜ �στιν %ση, κα0 6 Eπ; ΘΚΖ Zρα τ�@ Eπ; ΗΘΜ �στιν
%ση. κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΚΘΗV α= Zρα Eπ; ΖΚΘ, ΚΘΗ τα�ς Eπ; ΚΘΗ, ΗΘΜ %σαι εJσ*ν.
�λλ( α= Eπ; ΖΚΘ, ΚΘΗ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV κα0 α= Eπ; ΚΘΗ, ΗΘΜ Zρα δ8ο Aρθα�ς
%σαι εJσ*ν. πρ;ς δ" τινι ε�θε*αc τ�@ ΗΘ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Θ δ8ο ε�θε�αι α= ΚΘ,
ΘΜ µ� �π0 τ? α�τ? µ�ρη κε*µεναι τ?ς �φε$�ς γων*ας δ8ο Aρθα�ς %σας ποιοIσινV �π( ε�θε*ας
Zρα �στ0ν 6 ΚΘ τ�@ ΘΜV κα0 �πε0 εJς παραλλ"λους τ?ς ΚΜ, ΖΗ ε�θε�α �ν�πεσεν 6 ΘΗ, α=
�ναλλ?$ γων*αι α= Eπ; ΜΘΗ, ΘΗΖ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΘΗΛV α=
Zρα Eπ; ΜΘΗ, ΘΗΛ τα�ς Eπ; ΘΗΖ, ΘΗΛ %σαι εJσ*ν. �λλ( α= Eπ; ΜΘΗ, ΘΗΛ δ8ο Aρθα�ς
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%σαι εJσ*νV κα0 α= Eπ; ΘΗΖ, ΘΗΛ Zρα δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*νV �π( ε�θε*ας Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@
ΗΛ. κα0 �πε0 6 ΖΚ τ�@ ΘΗ %ση τε κα0 παρ-λληλ	ς �στιν, �λλ? κα0 6 ΘΗ τ�@ ΜΛ, κα0 6 ΚΖ
Zρα τ�@ ΜΛ %ση τε κα0 παρ-λληλ	ς �στινV κα0 �πιζευγν8ουσιν α�τ?ς ε�θε�αι α= ΚΜ, ΖΛV κα0
α= ΚΜ, ΖΛ Zρα %σαι τε κα0 παρ-λληλο* εJσινV παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0 τ; ΚΖΛΜ. κα0
�πε0 %σον �στ0 τ; µ�ν ΑΒ∆ τρ*γωνον τ97 ΖΘ παραλληλογρ-µµω7, τ; δ� ∆ΒΓ τ97 ΗΜ, Dλον
Zρα τ; ΑΒΓ∆ ε�θ8γραµµον Dλω7 τ97 ΚΖΛΜ παραλληλογρ-µµω7 �στ0ν %σον.

Τ97 Zρα δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 ΑΒΓ∆ %σον παραλληλ	γραµµον συν�σταται τ; ΚΖΛΜ
�ν γων*αc τ�@ Eπ; ΖΚΜ, # �στιν %ση τ�@ δοθε*ση@ τ�@ ΕV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Ά .µ3́
+Απ; τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας τετρ-γωνον �ναγρ-ψαι.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒV δε� δ� �π; τ�ς ΑΒ ε�θε*ας τετρ-γωνον �ναγρ-ψαι.
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RΗχθω τ�@ ΑΒ ε�θε*αc �π; τοI πρ;ς α�τ�@ σηµε*ου τοI Α πρ;ς Aρθ?ς 6 ΑΓ, κα0 κε*σθω τ�@
ΑΒ %ση 6 Α∆V κα0 δι? µ�ν τοI ∆ σηµε*ου τ�@ ΑΒ παρ-λληλος Fχθω 6 ∆Ε, δι? δ� τοI Β
σηµε*ου τ�@ Α∆ παρ-λληλος Fχθω 6 ΒΕ. Παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0 τ; Α∆ΕΒV %ση Zρα
�στ0ν 6 µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Ε, 6 δ� Α∆ τ�@ ΒΕ. �λλ? 6 ΑΒ τ�@ Α∆ �στιν %σηV α= τ�σσαρες Zρα α= ΒΑ,
Α∆, ∆Ε, ΕΒ %σαι �λλ"λαις εJσ*νV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; Α∆ΕΒ παραλληλ	γραµµον. λ�γω
δ", Dτι κα0 AρθογSνιον. �πε0 γ?ρ εJς παραλλ"λους τ?ς ΑΒ, ∆Ε ε�θε�α �ν�πεσεν 6 Α∆, α=
Zρα Eπ; ΒΑ∆, Α∆Ε γων*αι δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. Aρθ� δ� 6 Eπ; ΒΑ∆V Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ;
Α∆Ε. τ9ν δ� παραλληλογρ-µµων χωρ*ων α= �πεναντ*ον πλευρα* τε κα0 γων*αι %σαι �λλ"λαις
εJσ*νV Aρθ� Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν �πεναντ*ον τ9ν Eπ; ΑΒΕ, ΒΕ∆ γωνι9νV AρθογSνιον Zρα
�στ0 τ; Α∆ΕΒ. �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρον.

Τετρ-γωνον Zρα �στ*νV κα* �στιν �π; τ�ς ΑΒ ε�θε*ας �ναγεγραµµ�νονV Dπερ 1δει ποι�σαι.
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Ά .µζ́
+Εν το�ς Aρθογων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν Aρθ�ν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς τετρ-γωνον
%σον �στ0 το�ς �π; τ9ν τ�ν Aρθ�ν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν τετραγSνοις.

RΕστω τρ*γωνον AρθογSνιον τ; ΑΒΓ Aρθ�ν 1χον τ�ν Eπ; ΒΑΓ γων*ανV λ�γω, Dτι τ; �π;
τ�ς ΒΓ τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ τετραγSνοις.
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+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; µ�ν τ�ς ΒΓ τετρ-γωνον τ; Β∆ΕΓ, �π; δ� τ9ν ΒΑ, ΑΓ τ? ΗΒ,
ΘΓ, κα0 δι? τοI Α bποτ�ραc τ9ν Β∆, ΓΕ παρ-λληλος Fχθω 6 ΑΛV κα0 �πεζε8χθωσαν α=
Α∆, ΖΓ. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΒΑΓ, ΒΑΗ γωνι9ν, πρ;ς δ" τινι ε�θε*αc τ�@
ΒΑ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α δ8ο ε�θε�αι α= ΑΓ, ΑΗ µ� �π0 τ? α�τ? µ�ρη κε*µεναι
τ?ς �φε$�ς γων*ας δυσ0ν Aρθα�ς %σας ποιοIσινV �π( ε�θε*ας Zρα �στ0ν 6 ΓΑ τ�@ ΑΗ. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 6 ΒΑ τ�@ ΑΘ �στιν �π( ε�θε*ας. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ∆ΒΓ γων*α τ�@ Eπ;
ΖΒΑV Aρθ� γ?ρ )κατ�ραV κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΑΒΓV Dλη Zρα 6 Eπ; ∆ΒΑ Dλη@ τ�@ Eπ;
ΖΒΓ �στιν %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ∆Β τ�@ ΒΓ, 6 δ� ΖΒ τ�@ ΒΑ, δ8ο δ� α= ∆Β, ΒΑ
δ8ο τα�ς ΖΒ, ΒΓ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ∆ΒΑ γων*αc τ�@ Eπ; ΖΒΓ
%σηV β-σις Zρα 6 Α∆ β-σει τ�@ ΖΓ [�στιν] %ση, κα0 τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον τ97 ΖΒΓ τριγSνω7 �στ0ν
%σονV κα0 [�στ0] τοI µ�ν ΑΒ∆ τριγSνου διπλ-σιον τ; ΒΛ παραλληλ	γραµµονV β-σιν τε γ?ρ
τ�ν α�τ�ν 1χουσι τ�ν Β∆ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς εJσι παραλλ"λοις τα�ς Β∆, ΑΛV τοI δ� ΖΒΓ
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τριγSνου διπλ-σιον τ; ΗΒ τετρ-γωνονV β-σιν τε γ?ρ π-λιν τ�ν α�τ�ν 1χουσι τ�ν ΖΒ κα0 �ν
τα�ς α�τα�ς εJσι παραλλ"λοις τα�ς ΖΒ, ΗΓ. [τ? δ� τ9ν %σων διπλ-σια %σα �λλ"λοις �στ*νV]
%σον Zρα �στ0 κα0 τ; ΒΛ παραλληλ	γραµµον τ97 ΗΒ τετραγSνω7. bµο*ως δ� �πιζευγνυµ�νων
τ9ν ΑΕ, ΒΚ δειχθ"σεται κα0 τ; ΓΛ παραλληλ	γραµµον %σον τ97 ΘΓ τετραγSνω7V Dλον Zρα
τ; Β∆ΕΓ τετρ-γωνον δυσ0 το�ς ΗΒ, ΘΓ τετραγSνοις %σον �στ*ν. κα* �στι τ; µ�ν Β∆ΕΓ
τετρ-γωνον �π; τ�ς ΒΓ �ναγραφ�ν, τ? δ� ΗΒ, ΘΓ �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ. τ; Zρα �π; τ�ς ΒΓ
πλευρHς τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ πλευρ9ν τετραγSνοις.

+Εν Zρα το�ς Aρθογων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν Aρθ�ν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς
τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν τ�ν Aρθ�ν [γων*αν] περιεχουσ9ν πλευρ9ν τετραγSνοιςV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ά .µή
+Ε?ν τριγSνου τ; �π; µιHς τ9ν πλευρ9ν τετρ-γωνον %σον k@ το�ς �π; τ9ν λοιπ9ν τοI τριγSνου
δ8ο πλευρ9ν τετραγSνοις, 6 περιεχοµ�νη γων*α Eπ; τ9ν λοιπ9ν τοI τριγSνου δ8ο πλευρ9ν
Aρθ" �στιν.

ΤριγSνου γ?ρ τοI ΑΒΓ τ; �π; µιHς τ�ς ΒΓ πλευρHς τετρ-γωνον %σον 1στω το�ς �π; τ9ν
ΒΑ, ΑΓ πλευρ9ν τετραγSνοιςV λ�γω, Dτι Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α.

Α
Β

Γ

∆

RΗχθω γ?ρ �π; τοI Α σηµε*ου τ�@ ΑΓ ε�θε*αc πρ;ς Aρθ?ς 6 Α∆ κα0 κε*σθω τ�@ ΒΑ %ση
6 Α∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Γ. �πε0 %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ΑΒ, %σον �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ∆Α
τετρ-γωνον τ97 �π; τ�ς ΑΒ τετραγSνω7. κοιν;ν προσκε*σθω τ; �π; τ�ς ΑΓ τετρ-γωνονV τ?
Zρα �π; τ9ν ∆Α, ΑΓ τετρ-γωνα %σα �στ0 το�ς �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ τετραγSνοις. �λλ? το�ς µ�ν
�π; τ9ν ∆Α, ΑΓ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ∆ΓV Aρθ� γ-ρ �στιν 6 Eπ; ∆ΑΓ γων*αV το�ς δ� �π;
τ9ν ΒΑ, ΑΓ %σον �στ0 τ; �π; ΒΓV Eπ	κειται γ-ρV τ; Zρα �π; τ�ς ∆Γ τετρ-γωνον %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς ΒΓ τετραγSνω7V hστε κα0 πλευρ? 6 ∆Γ τ�@ ΒΓ �στιν %σηV κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ∆Α
τ�@ ΑΒ, κοιν� δ� 6 ΑΓ, δ8ο δ� α= ∆Α, ΑΓ δ8ο τα�ς ΒΑ, ΑΓ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις 6 ∆Γ β-σει
τ�@ ΒΓ %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΑΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΑΓ [�στιν] %ση. Aρθ� δ� 6 Eπ; ∆ΑΓV Aρθ�
Zρα κα0 6 Eπ; ΒΑΓ.
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+Ε?ν Zρα τριγSνου τ; �π; µιHς τ9ν πλευρ9ν τετρ-γωνον %σον k@ το�ς �π; τ9ν λοιπ9ν τοI
τριγSνου δ8ο πλευρ9ν τετραγSνοις, 6 περιεχοµ�νη γων*α Eπ; τ9ν λοιπ9ν τοI τριγSνου δ8ο
πλευρ9ν Aρθ" �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.
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BIBΛION

B′

ΟΡΟΙ

ά . ΠHν παραλληλ	γραµµον AρθογSνιον περι�χεσθαι λ�γεται Eπ; δ8ο τ9ν τ�ν Aρθ�ν γων*αν
περιεχουσ9ν ε�θει9ν.

β́ . Παντ;ς δ� παραλληλογρ-µµου χωρ*ου τ9ν περ0 τ�ν δι-µετρον α�τοI παραλληλογρ-µµων
oν bποιονοIν σpν το�ς δυσ0 παραπληρSµασι γνSµων καλε*σθω.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Β́ .ά
+Ε?ν >σι δ8ο ε�θε�αι, τµηθ�@ δ� 6 )τ�ρα α�τ9ν εJς bσαδηποτοIν τµ"µατα, τ; περιεχ	µενον
AρθογSνιον Eπ; τ9ν δ8ο ε�θει9ν %σον �στ0 το�ς Eπ	 τε τ�ς �τµ"του κα0 )κ-στου τ9ν
τµηµ-των περιεχοµ�νοις Aρθογων*οις.

RΕστωσαν δ8ο ε�θε�αι α= Α, ΒΓ, κα0 τετµ"σθω 6 ΒΓ, jς 1τυχεν, κατ? τ? ∆, Ε σηµε�αV
λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν Α, ΒΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 τε Eπ; τ9ν Α, Β∆
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 Eπ; τ9ν Α, ∆Ε κα0 1τι τ97 Eπ; τ9ν Α, ΕΓ.

� �� �

� �� �

Α

Β Γ
∆ Ε

Ζ

Η Θ
Κ Λ

RΗχθω γ?ρ �π; τοI Β τ�@ ΒΓ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΒΖ, κα0 κε*σθω τ�@ Α %ση 6 ΒΗ, κα0 δι? µ�ν
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τοI Η τ�@ ΒΓ παρ-λληλος Fχθω 6 ΗΘ, δι? δ� τ9ν ∆, Ε, Γ τ�@ ΒΗ παρ-λληλοι Fχθωσαν α=
∆Κ, ΕΛ, ΓΘ.

RΙσον δ" �στι τ; ΒΘ το�ς ΒΚ, ∆Λ, ΕΘ. κα* �στι τ; µ�ν ΒΘ τ; Eπ; τ9ν Α, ΒΓV περι�χεται
µ�ν γ?ρ Eπ; τ9ν ΗΒ, ΒΓ, %ση δ� 6 ΒΗ τ�@ ΑV τ; δ� ΒΚ τ; Eπ; τ9ν Α, Β∆V περι�χεται µ�ν
γ?ρ Eπ; τ9ν ΗΒ, Β∆, %ση δ� 6 ΒΗ τ�@ Α. τ; δ� ∆Λ τ; Eπ; τ9ν Α, ∆ΕV %ση γ?ρ 6 ∆Κ,
τουτ�στιν 6 ΒΗ, τ�@ Α. κα0 1τι bµο*ως τ; ΕΘ τ; Eπ; τ9ν Α, ΕΓV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α, ΒΓ %σον
�στ0 τ97 τε Eπ; Α, Β∆ κα0 τ97 Eπ; Α, ∆Ε κα0 1τι τ97 Eπ; Α, ΕΓ.

+Ε?ν Zρα >σι δ8ο ε�θε�αι, τµηθ�@ δ� 6 )τ�ρα α�τ9ν εJς bσαδηποτοIν τµ"µατα, τ; περιεχ	µενον
AρθογSνιον Eπ; τ9ν δ8ο ε�θει9ν %σον �στ0 το�ς Eπ	 τε τ�ς �τµ"του κα0 )κ-στου τ9ν
τµηµ-των περιεχοµ�νοις Aρθογων*οιςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .β́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; Eπ; τ�ς Dλης κα0 )κατ�ρου τ9ν τµηµ-των περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Dλης τετραγSνω7.

Ε�θε�α γ?ρ 6 ΑΒ τετµ"σθω, jς 1τυχεν, κατ? τ; Γ σηµε�ονV λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI Eπ; ΒΑ, ΑΓ περιεχοµ�νου Aρθογων*ου %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς ΑΒ τετραγSνω7.

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆ΕΒ, κα0 Fχθω δι? τοI Γ bποτ�ραc τ9ν
Α∆, ΒΕ παρ-λληλος 6 ΓΖ.

� ��

� ��

Α ΒΓ

∆ ΕΖ

RΙσον δ" �στι τ; ΑΕ το�ς ΑΖ, ΓΕ. κα* �στι τ; µ�ν ΑΕ τ; �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον, τ;
δ� ΑΖ τ; Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ περιεχ	µενον AρθογSνιονV περι�χεται µ�ν γ?ρ Eπ; τ9ν ∆Α, ΑΓ,
%ση δ� 6 Α∆ τ�@ ΑΒV τ; δ� ΓΕ τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV %ση γ?ρ 6 ΒΕ τ�@ ΑΒ. τ; Zρα Eπ; τ9ν
ΒΑ, ΑΓ µετ? τοI Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ τετραγSνω7.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; Eπ; τ�ς Dλης κα0 )κατ�ρου τ9ν τµηµ-των
περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Dλης τετραγSνω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .γ́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; Eπ; τ�ς Dλης κα0 )ν;ς τ9ν τµηµ-των περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 τε Eπ; τ9ν τµηµ-των περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τοI
προειρηµ�νου τµ"µατος τετραγSνω7.
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Ε�θε�α γ?ρ 6 ΑΒ τετµ"σθω, jς 1τυχεν, κατ? τ; ΓV λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ
περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 τε Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 µετ?
τοI �π; τ�ς ΒΓ τετραγSνου.

� ��

� ��

Α Β
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∆
ΕΖ

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΓΒ τετρ-γωνον τ; Γ∆ΕΒ, κα0 δι"χθω 6 Ε∆ �π0 τ; Ζ, κα0 δι?
τοI Α bποτ�ραc τ9ν Γ∆, ΒΕ παρ-λληλος Fχθω 6 ΑΖ. %σον δ" �στι τ; ΑΕ το�ς Α∆, ΓΕV κα*
�στι τ; µ�ν ΑΕ τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχ	µενον AρθογSνιονV περι�χεται µ�ν γ?ρ Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΕ, %ση δ� 6 ΒΕ τ�@ ΒΓV τ; δ� Α∆ τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV %ση γ?ρ 6 ∆Γ τ�@ ΓΒV τ; δ� ∆Β
τ; �π; τ�ς ΓΒ τετρ-γωνονV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97
Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 µετ? τοI �π; τ�ς ΒΓ τετραγSνου.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; Eπ; τ�ς Dλης κα0 )ν;ς τ9ν τµηµ-των
περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 τε Eπ; τ9ν τµηµ-των περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0
τ97 �π; τοI προειρηµ�νου τµ"µατος τετραγSνω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .δ́

+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; �π; τ�ς Dλης τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς τε �π;
τ9ν τµηµ-των τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν τµηµ-των περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

Ε�θε�α γ?ρ γραµµ� 6 ΑΒ τετµ"σθω, jς 1τυχεν, κατ? τ; Γ. λ�γω, Dτι τ; �π; τ�ς ΑΒ
τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς τε �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.
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+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆ΕΒ, κα0 �πεζε8χθω 6 Β∆, κα0 δι? µ�ν
τοI Γ bποτ�ραc τ9ν Α∆, ΕΒ παρ-λληλος Fχθω 6 ΓΖ, δι? δ� τοI Η bποτ�ραc τ9ν ΑΒ, ∆Ε
παρ-λληλος Fχθω 6 ΘΚ. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΓΖ τ�@ Α∆, κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν
6 Β∆, 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΓΗΒ %ση �στ0 τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον τ�@ Eπ; Α∆Β. �λλ( 6 Eπ;
Α∆Β τ�@ Eπ; ΑΒ∆ �στιν %ση, �πε0 κα0 πλευρ? 6 ΒΑ τ�@ Α∆ �στιν %σηV κα0 6 Eπ; ΓΗΒ Zρα
γων*α τ�@ Eπ; ΗΒΓ �στιν %σηV hστε κα0 πλευρ? 6 ΒΓ πλευρHc τ�@ ΓΗ �στιν %σηV �λλ( 6 µ�ν
ΓΒ τ�@ ΗΚ �στιν %ση, 6 δ� ΓΗ τ�@ ΚΒV κα0 6 ΗΚ Zρα τ�@ ΚΒ �στιν %σηV Jσ	πλευρον Zρα �στ0
τ; ΓΗΚΒ. λ�γω δ", Dτι κα0 AρθογSνιον. �πε0 γ?ρ παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΓΗ τ�@ ΒΚ [κα0 εJς
α�τ?ς �µπ�πτωκεν ε�θε�α 6 ΓΒ], α= Zρα Eπ; ΚΒΓ, ΗΓΒ γων*αι δ8ο Aρθα�ς εJσιν %σαι. Aρθ�
δ� 6 Eπ; ΚΒΓV Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; ΒΓΗV hστε κα0 α= �πεναντ*ον α= Eπ; ΓΗΚ, ΗΚΒ Aρθα*
εJσιν. AρθογSνιον Zρα �στ0 τ; ΓΗΚΒV �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρονV τετρ-γωνον Zρα �στ*νV
κα* �στιν �π; τ�ς ΓΒ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ΘΖ τετρ-γων	ν �στινV κα* �στιν �π; τ�ς ΘΗ,
τουτ�στιν [�π;] τ�ς ΑΓV τ? Zρα ΘΖ, ΚΓ τετρ-γωνα �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ εJσιν. κα0 �πε0 %σον
�στ0 τ; ΑΗ τ97 ΗΕ, κα* �στι τ; ΑΗ τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV %ση γ?ρ 6 ΗΓ τ�@ ΓΒV κα0 τ; ΗΕ
Zρα %σον �στ0 τ97 Eπ; ΑΓ, ΓΒV τ? Zρα ΑΗ, ΗΕ %σα �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. 1στι δ� κα0
τ? ΘΖ, ΓΚ τετρ-γωνα �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒV τ? Zρα τ�σσαρα τ? ΘΖ, ΓΚ, ΑΗ, ΗΕ %σα �στ0 το�ς
τε �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7. �λλ?
τ? ΘΖ, ΓΚ, ΑΗ, ΗΕ Dλον �στ0 τ; Α∆ΕΒ, D �στιν �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνονV τ; Zρα �π; τ�ς
ΑΒ τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς τε �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; �π; τ�ς Dλης τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς τε
�π; τ9ν τµηµ-των τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν τµηµ-των περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7V Dπερ
1δει δε�$αι.

[

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �ν το�ς τετραγSνοις χωρ*οις τ? περ0 τ�ν δι-µετρον παρ-
αλληλ	γραµµα τετρ-γων- �στιν].
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Β́ .έ
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ εJς %σα κα0 Zνισα, τ; Eπ; τ9ν �ν*σων τ�ς Dλης τµηµ-των περιεχ	µενον
AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς µετα$p τ9ν τοµ9ν τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς 6µισε*ας
τετραγSνω7.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τετµ"σθω εJς µ�ν %σα κατ? τ; Γ, εJς δ� Zνισα κατ? τ; ∆V λ�γω, Dτι
τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς Γ∆ τετραγSνου %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς ΓΒ τετραγSνω7.
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Γ ∆
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+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΓΒ τετρ-γωνον τ; ΓΕΖΒ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΒΕ, κα0 δι? µ�ν
τοI ∆ bποτ�ραc τ9ν ΓΕ, ΒΖ παρ-λληλος Fχθω 6 ∆Η, δι? δ� τοI Θ bποτ�ραc τ9ν ΑΒ, ΕΖ
παρ-λληλος π-λιν Fχθω 6 ΚΜ, κα0 π-λιν δι? τοI Α bποτ�ραc τ9ν ΓΛ, ΒΜ παρ-λληλος Fχθω
6 ΑΚ. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΓΘ παραπλ"ρωµα τ97 ΘΖ παραπληρSµατι, κοιν;ν προσκε*σθω
τ; ∆ΜV Dλον Zρα τ; ΓΜ Dλω7 τ97 ∆Ζ %σον �στ*ν. �λλ? τ; ΓΜ τ97 ΑΛ %σον �στ*ν, �πε0 κα0
6 ΑΓ τ�@ ΓΒ �στιν %σηV κα0 τ; ΑΛ Zρα τ97 ∆Ζ %σον �στ*ν. κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΓΘV Dλον
Zρα τ; ΑΘ τ97 ΝqΟ γνSµονι %σον �στ*ν. �λλ? τ; ΑΘ τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β �στινV %ση γ?ρ 6
∆Θ τ�@ ∆ΒV κα0 b ΝqΟ Zρα γνSµων %σος �στ0 τ97 Eπ; Α∆, ∆Β. κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΛΗ,
D �στιν %σον τ97 �π; τ�ς Γ∆V b Zρα ΝqΟ γνSµων κα0 τ; ΛΗ %σα �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τ�ς Γ∆ τετραγSνω7. �λλ? b ΝqΟ γνSµων κα0 τ; ΛΗ
Dλον �στ0 τ; ΓΕΖΒ τετρ-γωνον, D �στιν �π; τ�ς ΓΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β περιεχ	µενον
AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς Γ∆ τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΓΒ τετραγSνω7.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ εJς %σα κα0 Zνισα, τ; Eπ; τ9ν �ν*σων τ�ς Dλης τµηµ-των
περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς µετα$p τ9ν τοµ9ν τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π;
τ�ς 6µισε*ας τετραγSνω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .3́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ δ*χα, προστεθ�@ δ� τις α�τ�@ ε�θε�α �π( ε�θε*ας, τ; Eπ; τ�ς Dλης σpν
τ�@ προσκειµ�νη@ κα0 τ�ς προσκειµ�νης περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς 6µισε*ας
τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς συγκειµ�νης 1κ τε τ�ς 6µισε*ας κα0 τ�ς προσκειµ�νης
τετραγSνω7.
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Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τετµ"σθω δ*χα κατ? τ; Γ σηµε�ον, προσκε*σθω δ� τις α�τ�@ ε�θε�α
�π( ε�θε*ας 6 Β∆V λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π;
τ�ς ΓΒ τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Γ∆ τετραγSνω7.

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς Γ∆ τετρ-γωνον τ; ΓΕΖ∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Ε, κα0 δι? µ�ν
τοI Β σηµε*ου bποτ�ραc τ9ν ΕΓ, ∆Ζ παρ-λληλος Fχθω 6 ΒΗ, δι? δ� τοI Θ σηµε*ου bποτ�ραc
τ9ν ΑΒ, ΕΖ παρ-λληλος Fχθω 6 ΚΜ, κα0 1τι δι? τοI Α bποτ�ραc τ9ν ΓΛ, ∆Μ παρ-λληλος
Fχθω 6 ΑΚ.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ, %σον �στ0 κα0 τ; ΑΛ τ97 ΓΘ. �λλ? τ; ΓΘ τ97 ΘΖ %σον
�στ*ν. κα0 τ; ΑΛ Zρα τ97 ΘΖ �στιν %σον. κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΓΜV Dλον Zρα τ; ΑΜ τ97
ΝqΟ γνSµον* �στιν %σον. �λλ? τ; ΑΜ �στι τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆ΒV %ση γ-ρ �στιν 6 ∆Μ
τ�@ ∆ΒV κα0 b ΝqΟ Zρα γνSµων %σος �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β [περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7].
κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΛΗ, D �στιν %σον τ97 �π; τ�ς ΒΓ τετραγSνω7V τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β
περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς ΓΒ τετραγSνου %σον �στ0 τ97 ΝqΟ γνSµονι κα0
τ97 ΛΗ. �λλ? b ΝqΟ γνSµων κα0 τ; ΛΗ Dλον �στ0 τ; ΓΕΖ∆ τετρ-γωνον, D �στιν �π; τ�ς
Γ∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς ΓΒ τετραγSνου
%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Γ∆ τετραγSνω7.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ δ*χα, προστεθ�@ δ� τις α�τ�@ ε�θε�α �π( ε�θε*ας, τ; Eπ;
τ�ς Dλης σpν τ�@ προσκειµ�νη@ κα0 τ�ς προσκειµ�νης περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π;
τ�ς 6µισε*ας τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς συγκειµ�νης 1κ τε τ�ς 6µισε*ας κα0 τ�ς
προσκειµ�νης τετραγSνω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .ζ́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; �π; τ�ς Dλης κα0 τ; �φ( )ν;ς τ9ν τµηµ-των
τ? συναµφ	τερα τετρ-γωνα %σα �στ0 τ97 τε δ0ς Eπ; τ�ς Dλης κα0 τοI εJρηµ�νου τµ"µατος
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τοI λοιποI τµ"µατος τετραγSνω7.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τετµ"σθω, jς 1τυχεν, κατ? τ; Γ σηµε�ονV λ�γω, Dτι τ? �π; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ τετρ-γωνα %σα �στ0 τ97 τε δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τ�ς
ΓΑ τετραγSνω7.

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆ΕΒV κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα.
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+Επε0 οYν %σον �στ0 τ; ΑΗ τ97 ΗΕ, κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΓΖV Dλον Zρα τ; ΑΖ Dλω7 τ97
ΓΕ %σον �στ*νV τ? Zρα ΑΖ, ΓΕ διπλ-σι- �στι τοI ΑΖ. �λλ? τ? ΑΖ, ΓΕ b ΚΛΜ �στι γνSµων
κα0 τ; ΓΖ τετρ-γωνονV b ΚΛΜ Zρα γνSµων κα0 τ; ΓΖ διπλ-σι- �στι τοI ΑΖ. 1στι δ� τοI
ΑΖ διπλ-σιον κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV %ση γ?ρ 6 ΒΖ τ�@ ΒΓV b Zρα ΚΛΜ γνSµων κα0
τ; ΓΖ τετρ-γωνον %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. κοιν;ν προσκε*σθω τ; ∆Η, D �στιν
�π; τ�ς ΑΓ τετρ-γωνονV b Zρα ΚΛΜ γνSµων κα0 τ? ΒΗ, Η∆ τετρ-γωνα %σα �στ0 τ97 τε
δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ τετραγSνω7. �λλ? b ΚΛΜ
γνSµων κα0 τ? ΒΗ, Η∆ τετρ-γωνα Dλον �στ0 τ; Α∆ΕΒ κα0 τ; ΓΖ, r �στιν �π; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ τετρ-γωναV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνα %σα �στ0 τ97 [τε] δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 µετ? τοI �π; τ�ς ΑΓ τετραγSνου.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; �π; τ�ς Dλης κα0 τ; �φ( )ν;ς τ9ν τµηµ-των
τ? συναµφ	τερα τετρ-γωνα %σα �στ0 τ97 τε δ0ς Eπ; τ�ς Dλης κα0 τοI εJρηµ�νου τµ"µατος
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τοI λοιποI τµ"µατος τετραγSνω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .ή

+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; τετρ-κις Eπ; τ�ς Dλης κα0 )ν;ς τ9ν τµηµ-των
περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τοI λοιποI τµ"µατος τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π	
τε τ�ς Dλης κα0 τοI εJρηµ�νου τµ"µατος jς �π; µιHς �ναγραφ�ντι τετραγSνω7.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τετµ"σθω, jς 1τυχεν, κατ? τ; Γ σηµε�ονV λ�γω, Dτι τ; τετρ-κις
Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς ΑΓ τετραγSνου %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς ΑΒ, ΒΓ jς �π; µιHς �ναγραφ�ντι τετραγSνω7.
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+Εκβεβλ"σθω γ?ρ �π( ε�θε*ας [τ�@ ΑΒ ε�θε�α] 6 Β∆, κα0 κε*σθω τ�@ ΓΒ %ση 6 Β∆, κα0
�ναγεγρ-φθω �π; τ�ς Α∆ τετρ-γωνον τ; ΑΕΖ∆, κα0 καταγεγρ-φθω διπλοIν τ; σχ�µα.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ΓΒ τ�@ Β∆, �λλ? 6 µ�ν ΓΒ τ�@ ΗΚ �στιν %ση, 6 δ� Β∆ τ�@ ΚΝ, κα0 6
ΗΚ Zρα τ�@ ΚΝ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΠΡ τ�@ ΡΟ �στιν %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΓ
τ�@ Β∆, 6 δ� ΗΚ τ�@ ΚΝ, %σον Zρα �στ0 κα0 τ; µ�ν ΓΚ τ97 Κ∆, τ; δ� ΗΡ τ97 ΡΝ. �λλ? τ;
ΓΚ τ97 ΡΝ �στιν %σονV παραπληρSµατα γ?ρ τοI ΓΟ παραλληλογρ-µµουV κα0 τ; Κ∆ Zρα τ97
ΗΡ %σον �στ*νV τ? τ�σσαρα Zρα τ? ∆Κ, ΓΚ, ΗΡ, ΡΝ %σα �λλ"λοις �στ*ν. τ? τ�σσαρα Zρα
τετραπλ-σι- �στι τοI ΓΚ. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΓΒ τ�@ Β∆, �λλ? 6 µ�ν Β∆ τ�@ ΒΚ, τουτ�στι
τ�@ ΓΗ %ση, 6 δ� ΓΒ τ�@ ΗΚ, τουτ�στι τ�@ ΗΠ, �στιν %ση, κα0 6 ΓΗ Zρα τ�@ ΗΠ %ση �στ*ν. κα0
�πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ΓΗ τ�@ ΗΠ, 6 δ� ΠΡ τ�@ ΡΟ, %σον �στ0 κα0 τ; µ�ν ΑΗ τ97 ΜΠ, τ; δ� ΠΛ
τ97 ΡΖ. �λλ? τ; ΜΠ τ97 ΠΛ �στιν %σονV παραπληρSµατα γ?ρ τοI ΜΛ παραλληλογρ-µµουV κα0
τ; ΑΗ Zρα τ97 ΡΖ %σον �στ*νV τ? τ�σσαρα Zρα τ? ΑΗ, ΜΠ, ΠΛ, ΡΖ %σα �λλ"λοις �στ*νV τ?
τ�σσαρα Zρα τοI ΑΗ �στι τετραπλ-σια. �δε*χθη δ� κα0 τ? τ�σσαρα τ? ΓΚ, Κ∆, ΗΡ, ΡΝ τοI
ΓΚ τετραπλ-σιαV τ? Zρα AκτS, _ περι�χει τ;ν ΣΤΥ γνSµονα, τετραπλ-σι- �στι τοI ΑΚ. κα0
�πε0 τ; ΑΚ τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Β∆ �στινV %ση γ?ρ 6 ΒΚ τ�@ Β∆V τ; Zρα τετρ-κις Eπ; τ9ν ΑΒ,
Β∆ τετραπλ-σι	ν �στι τοI ΑΚ. �δε*χθη δ� τοI ΑΚ τετραπλ-σιος κα0 b ΣΤΥ γνSµωνV τ; Zρα
τετρ-κις Eπ; τ9ν ΑΒ, Β∆ %σον �στ0 τ97 ΣΤΥ γνSµονι. κοιν;ν προσκε*σθω τ; qΘ, D �στιν
%σον τ97 �π; τ�ς ΑΓ τετραγSνω7V τ; Zρα τετρ-κις Eπ; τ9ν ΑΒ, Β∆ περιεχ	µενον AρθογSνιον
µετ? τοI �π; ΑΓ τετραγSνου %σον �στ0 τ97 ΣΤΥ γνSµονι κα0 τ97 qΘ. �λλ? b ΣΤΥ γνSµων
κα0 τ; qΘ Dλον �στ0 τ; ΑΕΖ∆ τετρ-γωνον, D �στιν �π; τ�ς Α∆V τ; Zρα τετρ-κις Eπ; τ9ν
ΑΒ, Β∆ µετ? τοI �π; ΑΓ %σον �στ0 τ97 �π; Α∆ τετραγSνω7V %ση δ� 6 Β∆ τ�@ ΒΓ. τ; Zρα
τετρ-κις Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; ΑΓ τετραγSνου %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς Α∆, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς ΑΒ κα0 ΒΓ jς �π; µιHς �ναγραφ�ντι τετραγSνω7.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@, jς 1τυχεν, τ; τετρ-κις Eπ; τ�ς Dλης κα0 )ν;ς τ9ν
τµηµ-των περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τοI λοιποI τµ"µατος τετραγSνου %σον
�στ0 τ97 �π	 τε τ�ς Dλης κα0 τοI εJρηµ�νου τµ"µατος jς �π; µιHς �ναγραφ�ντι τετραγSνω7V
Dπερ 1δει δε�$αι.
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Β́ .θ́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ εJς %σα κα0 Zνισα, τ? �π; τ9ν �ν*σων τ�ς Dλης τµηµ-των τετρ-γωνα
διπλ-σι- �στι τοI τε �π; τ�ς 6µισε*ας κα0 τοI �π; τ�ς µετα$p τ9ν τοµ9ν τετραγSνου.
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Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τετµ"σθω εJς µ�ν %σα κατ? τ; Γ, εJς δ� Zνισα κατ? τ; ∆V λ�γω, Dτι
τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, Γ∆ τετραγSνων.

RΗχθω γ?ρ �π; τοI Γ τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΓΕ, κα0 κε*σθω %ση )κατ�ραc τ9ν ΑΓ, ΓΒ, κα0
�πεζε8χθωσαν α= ΕΑ, ΕΒ, κα0 δι? µ�ν τοI ∆ τ�@ ΕΓ παρ-λληλος Fχθω 6 ∆Ζ, δι? δ� τοI Ζ
τ�@ ΑΒ 6 ΖΗ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΖ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΕ, %ση �στ0 κα0 6 Eπ; ΕΑΓ
γων*α τ�@ Eπ; ΑΕΓ. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν 6 πρ;ς τ97 Γ, λοιπα0 Zρα α= Eπ; ΕΑΓ, ΑΕΓ µιHc Aρθ�@
%σαι εJσ*νV κα* εJσιν %σαιV 6µ*σεια Zρα Aρθ�ς �στιν )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΓΕΑ, ΓΑΕ. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΓΕΒ, ΕΒΓ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ςV Dλη Zρα 6 Eπ; ΑΕΒ Aρθ" �στιν.
κα0 �πε0 6 Eπ; ΗΕΖ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ς, Aρθ� δ� 6 Eπ; ΕΗΖV %ση γ-ρ �στι τ�@ �ντ;ς κα0
�πεναντ*ον τ�@ Eπ; ΕΓΒV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΕΖΗ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ςV %ση Zρα [�στ0ν] 6 Eπ;
ΗΕΖ γων*α τ�@ Eπ; ΕΖΗV hστε κα0 πλευρ? 6 ΕΗ τ�@ ΗΖ �στιν %ση. π-λιν �πε0 6 πρ;ς τ97 Β
γων*α 6µ*σει- �στιν Aρθ�ς, Aρθ� δ� 6 Eπ; Ζ∆ΒV %ση γ?ρ π-λιν �στ0 τ�@ �ντ;ς κα0 �πεναντ*ον
τ�@ Eπ; ΕΓΒV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΒΖ∆ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ςV %ση Zρα 6 πρ;ς τ97 Β γων*α τ�@ Eπ;
∆ΖΒV hστε κα0 πλευρ? 6 Ζ∆ πλευρHc τ�@ ∆Β �στιν %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΕ, %σον
�στ0 κα0 τ; �π; ΑΓ τ97 �π; ΓΕV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΓ, ΓΕ τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τοI �π;
ΑΓ. το�ς δ� �π; τ9ν ΑΓ, ΓΕ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΕΑ τετρ-γωνονV Aρθ� γ?ρ 6 Eπ; ΑΓΕ
γων*αV τ; Zρα �π; τ�ς ΕΑ διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΑΓ. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΕΗ τ�@
ΗΖ, %σον κα0 τ; �π; τ�ς ΕΗ τ97 �π; τ�ς ΗΖV τ? Zρα �π; τ9ν ΕΗ, ΗΖ τετρ-γωνα διπλ-σι-
�στι τοI �π; τ�ς ΗΖ τετραγSνου. το�ς δ� �π; τ9ν ΕΗ, ΗΖ τετραγSνοις %σον �στ0 τ; �π;
τ�ς ΕΖ τετρ-γωνονV τ; Zρα �π; τ�ς ΕΖ τετρ-γωνον διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΗΖ. %ση δ�
6 ΗΖ τ�@ Γ∆V τ; Zρα �π; τ�ς ΕΖ διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς Γ∆. 1στι δ� κα0 τ; �π; τ�ς ΕΑ
διπλ-σιον τοI �π; τ�ς ΑΓV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΕ, ΕΖ τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τ9ν �π; τ9ν
ΑΓ, Γ∆ τετραγSνων. το�ς δ� �π; τ9ν ΑΕ, ΕΖ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΖ τετρ-γωνονV Aρθ�
γ-ρ �στιν 6 Eπ; ΑΕΖ γων*αV τ; Zρα �π; τ�ς ΑΖ τετρ-γωνον διπλ-σι	ν �στι τ9ν �π; τ9ν
ΑΓ, Γ∆. τ97 δ� �π; τ�ς ΑΖ %σα τ? �π; τ9ν Α∆, ∆ΖV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97 ∆ γων*αV τ? Zρα
�π; τ9ν Α∆, ∆Ζ διπλ-σι- �στι τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, Γ∆ τετραγSνων. %ση δ� 6 ∆Ζ τ�@ ∆ΒV τ?
Zρα �π; τ9ν Α∆, ∆Β τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, Γ∆ τετραγSνων.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ εJς %σα κα0 Zνισα, τ? �π; τ9ν �ν*σων τ�ς Dλης τµηµ-των
τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τοI τε �π; τ�ς 6µισε*ας κα0 τοI �π; τ�ς µετα$p τ9ν τοµ9ν
τετραγSνουV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Β́ .ί
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ δ*χα, προστεθ�@ δ� τις α�τ�@ ε�θε�α �π( ε�θε*ας, τ; �π; τ�ς Dλης σpν
τ�@ προσκειµ�νη@ κα0 τ; �π; τ�ς προσκειµ�νης τ? συναµφ	τερα τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τοI
τε �π; τ�ς 6µισε*ας κα0 τοI �π; τ�ς συγκειµ�νης 1κ τε τ�ς 6µισε*ας κα0 τ�ς προσκειµ�νης
jς �π; µιHς �ναγραφ�ντος τετραγSνου.

Α
Β

Γ ∆

Ε Ζ

Η

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τετµ"σθω δ*χα κατ? τ; Γ, προσκε*σθω δ� τις α�τ�@ ε�θε�α �π(
ε�θε*ας 6 Β∆V λ�γω, Dτι τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τ9ν �π; τ9ν ΑΓ,
Γ∆ τετραγSνων.

RΗχθω γ?ρ �π; τοI Γ σηµε*ου τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΓΕ, κα0 κε*σθω %ση )κατ�ραc, τ9ν ΑΓ,
ΓΒ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΑ, ΕΒV κα0 δι? µ�ν τοI Ε τ�@ Α∆ παρ-λληλος Fχθω 6 ΕΖ, δι? δ�
τοI ∆ τ�@ ΓΕ παρ-λληλος Fχθω 6 Ζ∆. κα0 �πε0 εJς παραλλ"λους ε�θε*ας τ?ς ΕΓ, Ζ∆ ε�θε�-
τις �ν�πεσεν 6 ΕΖ, α= Eπ; ΓΕΖ, ΕΖ∆ Zρα δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV α= Zρα Eπ; ΖΕΒ, ΕΖ∆ δ8ο
Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσινV α= δ� �π( �λασσ	νων P δ8ο Aρθ9ν �κβαλλ	µεναι συµπ*πτουσινV α= Zρα
ΕΒ, Ζ∆ �κβαλλ	µεναι �π0 τ? Β, ∆ µ�ρη συµπεσοIνται. �κβεβλ"σθωσαν κα0 συµπιπτ�τωσαν
κατ? τ; Η, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΗ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΕ, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ;
ΕΑΓ τ�@ Eπ; ΑΕΓV κα0 Aρθ� 6 πρ;ς τ97 ΓV 6µ*σεια Zρα Aρθ�ς [�στιν] )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΕΑΓ,
ΑΕΓ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΓΕΒ, ΕΒΓ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ςV Aρθ� Zρα �στ0ν
6 Eπ; ΑΕΒ. κα0 �πε0 6µ*σεια Aρθ�ς �στιν 6 Eπ; ΕΒΓ, 6µ*σεια Zρα Aρθ�ς κα0 6 Eπ; ∆ΒΗ.
1στι δ� κα0 6 Eπ; Β∆Η Aρθ"V %ση γ-ρ �στι τ�@ Eπ; ∆ΓΕV �ναλλ?$ γ-ρV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ∆ΗΒ
6µ*σει- �στιν Aρθ�ςV 6 Zρα Eπ; ∆ΗΒ τ�@ Eπ; ∆ΒΗ �στιν %σηV hστε κα0 πλευρ? 6 Β∆ πλευρHc
τ�@ Η∆ �στιν %ση. π-λιν, �πε0 6 Eπ; ΕΗΖ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ς, Aρθ� δ� 6 πρ;ς τ97 ΖV %ση γ-ρ
�στι τ�@ �πεναντ*ον τ�@ πρ;ς τ97 ΓV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΖΕΗ 6µ*σει- �στιν Aρθ�ςV %ση Zρα 6 Eπ;
ΕΗΖ γων*α τ�@ Eπ; ΖΕΗV hστε κα0 πλευρ? 6 ΗΖ πλευρHc τ�@ ΕΖ �στιν %ση. κα0 �πε0 [%ση �στ0ν
6 ΕΓ τ�@ ΓΑ,] %σον �στ0 [κα0] τ; �π; τ�ς ΕΓ τετρ-γωνον τ97 �π; τ�ς ΓΑ τετραγSνω7V τ? Zρα
�π; τ9ν ΕΓ, ΓΑ τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΓΑ τετραγSνου. το�ς δ� �π; τ9ν
ΕΓ, ΓΑ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΕΑV τ; Zρα �π; τ�ς ΕΑ τετρ-γωνον διπλ-σι	ν �στι τοI �π;
τ�ς ΑΓ τετραγSνου. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ ΕΖ, %σον �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΖΗ τ97 �π;
τ�ς ΖΕV τ? Zρα �π; τ9ν ΗΖ, ΖΕ διπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΕΖ. το�ς δ� �π; τ9ν ΗΖ, ΖΕ
%σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΕΗV τ; Zρα �π; τ�ς ΕΗ διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΕΖ. %ση δ� 6 ΕΖ τ�@
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Γ∆V τ; Zρα �π; τ�ς ΕΗ τετρ-γωνον διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς Γ∆. �δε*χθη δ� κα0 τ; �π;
τ�ς ΕΑ διπλ-σιον τοI �π; τ�ς ΑΓV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΕ, ΕΗ τετρ-γωνα διπλ-σι- �στι τ9ν
�π; τ9ν ΑΓ, Γ∆ τετραγSνων. το�ς δ� �π; τ9ν ΑΕ, ΕΗ τετραγSνοις %σον �στ0 τ; �π; τ�ς
ΑΗ τετρ-γωνονV τ; Zρα �π; τ�ς ΑΗ διπλ-σι	ν �στι τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, Γ∆. τ97 δ� �π; τ�ς
ΑΗ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆ΗV τ? Zρα �π; τ9ν Α∆, ∆Η [τετρ-γωνα] διπλ-σι- �στι τ9ν
�π; τ9ν ΑΓ, Γ∆ [τετραγSνων]. %ση δ� 6 ∆Η τ�@ ∆ΒV τ? Zρα �π; τ9ν Α∆, ∆Β [τετρ-γωνα]
διπλ-σι- �στι τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, Γ∆ τετραγSνων.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ δ*χα, προστεθ�@ δ� τις α�τ�@ ε�θε�α �π( ε�θε*ας, τ; �π; τ�ς
Dλης σpν τ�@ προσκειµ�νη@ κα0 τ; �π; τ�ς προσκειµ�νης τ? συναµφ	τερα τετρ-γωνα διπλ-σι-
�στι τοI τε �π; τ�ς 6µισε*ας κα0 τοI �π; τ�ς συγκειµ�νης 1κ τε τ�ς 6µισε*ας κα0 τ�ς
προσκειµ�νης jς �π; µιHς �ναγραφ�ντος τετραγSνουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .ιά
Τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τεµε�ν hστε τ; Eπ; τ�ς Dλης κα0 τοI )τ�ρου τ9ν τµηµ-των περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον ε ν̂αι τ97 �π; τοI λοιποI τµ"µατος τετραγSνω7.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒV δε� δ� τ�ν ΑΒ τεµε�ν hστε τ; Eπ; τ�ς Dλης κα0 τοI )τ�ρου
τ9ν τµηµ-των περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον ε ν̂αι τ97 �π; τοI λοιποI τµ"µατος τετραγSνω7.

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ Η

Θ

Κ

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; ΑΒ∆Γ, κα0 τετµ"σθω 6 ΑΓ δ*χα κατ? τ;
Ε σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθω 6 ΒΕ, κα0 δι"χθω 6 ΓΑ �π0 τ; Ζ, κα0 κε*σθω τ�@ ΒΕ %ση 6 ΕΖ, κα0
�ναγεγρ-φθω �π; τ�ς ΑΖ τετρ-γωνον τ; ΖΘ, κα0 δι"χθω 6 ΗΘ �π0 τ; ΚV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ
τ�τµηται κατ? τ; Θ, hστε τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΘ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον ποιε�ν τ97 �π;
τ�ς ΑΘ τετραγSνω7.
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+Επε0 γ?ρ ε�θε�α 6 ΑΓ τ�τµηται δ*χα κατ? τ; Ε, πρ	σκειται δ� α�τ�@ 6 ΖΑ, τ; Zρα Eπ; τ9ν
ΓΖ, ΖΑ περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς ΑΕ τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς
ΕΖ τετραγSνω7. %ση δ� 6 ΕΖ τ�@ ΕΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΓΖ, ΖΑ µετ? τοI �π; τ�ς ΑΕ %σον �στ0
τ97 �π; ΕΒ. �λλ? τ97 �π; ΕΒ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΒΑ, ΑΕV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97 Α γων*αV τ;
Zρα Eπ; τ9ν ΓΖ, ΖΑ µετ? τοI �π; τ�ς ΑΕ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΒΑ, ΑΕ. κοιν;ν �φη@ρ"σθω
τ; �π; τ�ς ΑΕV λοιπ;ν Zρα τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, ΖΑ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 �π;
τ�ς ΑΒ τετραγSνω7. κα* �στι τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΓΖ, ΖΑ τ; ΖΚV %ση γ?ρ 6 ΑΖ τ�@ ΖΗV τ; δ�
�π; τ�ς ΑΒ τ; Α∆V τ; Zρα ΖΚ %σον �στ0 τ97 Α∆. κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; ΑΚV λοιπ;ν Zρα τ;
ΖΘ τ97 Θ∆ %σον �στ*ν. κα* �στι τ; µ�ν Θ∆ τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΘV %ση γ?ρ 6 ΑΒ τ�@ Β∆V τ;
δ� ΖΘ τ; �π; τ�ς ΑΘV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΘ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 �π;
ΘΑ τετραγSνω7.

MΗ Zρα δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ τ�τµηται κατ? τ; Θ hστε τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΘ περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον ποιε�ν τ97 �π; τ�ς ΘΑ τετραγSνω7V Dπερ 1δει ποι�σαι.

Β́ .ιβ́
+Εν το�ς �µβλυγων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν �µβλε�αν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς
τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στι τ9ν �π; τ9ν τ�ν �µβλε�αν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν τετραγSνων
τ97 περιεχοµ�νω7 δ0ς Eπ	 τε µιHς τ9ν περ0 τ�ν �µβλε�αν γων*αν, �φ( Bν 6 κ-θετος π*πτει, κα0
τ�ς �πολαµβανοµ�νης �κτ;ς Eπ; τ�ς καθ�του πρ;ς τ�@ �µβλε*αc γων*αc.

RΕστω �µβλυγSνιον τρ*γωνον τ; ΑΒΓ �µβλε�αν 1χον τ�ν Eπ; ΒΑΓ, κα0 Fχθω �π; τοI Β
σηµε*ου �π0 τ�ν ΓΑ �κβληθε�σαν κ-θετος 6 Β∆. λ�γω, Dτι τ; �π; τ�ς ΒΓ τετρ-γωνον µε�ζ	ν
�στι τ9ν �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ τετραγSνων τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΑ, Α∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

Α

Β

Γ∆

+Επε0 γ?ρ ε�θε�α 6 ΓΑ τ�τµηται, jς 1τυχεν, κατ? τ; Α σηµε�ον, τ; Zρα �π; τ�ς ∆Γ %σον
�στ0 το�ς �π; τ9ν ΓΑ, Α∆ τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΑ, Α∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.
κοιν;ν προσκε*σθω τ; �π; τ�ς ∆ΒV τ? Zρα �π; τ9ν Γ∆, ∆Β %σα �στ0 το�ς τε �π; τ9ν ΓΑ,
Α∆, ∆Β τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΑ, Α∆ [περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7]. �λλ? το�ς µ�ν
�π; τ9ν Γ∆, ∆Β %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΓΒV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97 ∆ γων*αV το�ς δ� �π; τ9ν
Α∆, ∆Β %σον τ; �π; τ�ς ΑΒV τ; Zρα �π; τ�ς ΓΒ τετρ-γωνον %σον �στ0 το�ς τε �π; τ9ν
ΓΑ, ΑΒ τετραγSνοις κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΑ, Α∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7V hστε τ; �π;
τ�ς ΓΒ τετρ-γωνον τ9ν �π; τ9ν ΓΑ, ΑΒ τετραγSνων µε�ζ	ν �στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΑ, Α∆
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.
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+Εν Zρα το�ς �µβλυγων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν �µβλε�αν γων*αν Eποτεινο8σης
πλευρHς τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στι τ9ν �π; τ9ν τ�ν �µβλε�αν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν
τετραγSνων τ97 περιεχοµ�νω7 δ0ς Eπ	 τε µιHς τ9ν περ0 τ�ν �µβλε�αν γων*αν, �φ( Bν 6 κ-θετος
π*πτει, κα0 τ�ς �πολαµβανοµ�νης �κτ;ς Eπ; τ�ς καθ�του πρ;ς τ�@ �µβλε*αc γων*αcV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Β́ .ιγ́
+Εν το�ς A$υγων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν A$ε�αν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς τετρ-γωνον
1λαττ	ν �στι τ9ν �π; τ9ν τ�ν A$ε�αν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν τετραγSνων τ97 περιεχοµ�νω7
δ0ς Eπ	 τε µιHς τ9ν περ0 τ�ν A$ε�αν γων*αν, �φ( Bν 6 κ-θετος π*πτει, κα0 τ�ς �πολαµβανοµ�νης
�ντ;ς Eπ; τ�ς καθ�του πρ;ς τ�@ A$ε*αc γων*αc.

Α

Β Γ
∆

RΕστω A$υγSνιον τρ*γωνον τ; ΑΒΓ A$ε�αν 1χον τ�ν πρ;ς τ97 Β γων*αν, κα0 Fχθω �π; τοI
Α σηµε*ου �π0 τ�ν ΒΓ κ-θετος 6 Α∆V λ�γω, Dτι τ; �π; τ�ς ΑΓ τετρ-γωνον 1λαττ	ν �στι
τ9ν �π; τ9ν ΓΒ, ΒΑ τετραγSνων τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΒ, Β∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

+Επε0 γ?ρ ε�θε�α 6 ΓΒ τ�τµηται, jς 1τυχεν, κατ? τ; ∆, τ? Zρα �π; τ9ν ΓΒ, Β∆ τετρ-γωνα
%σα �στ0 τ97 τε δ0ς Eπ; τ9ν ΓΒ, Β∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 τ97 �π; τ�ς ∆Γ τετραγSνω7.
κοιν;ν προσκε*σθω τ; �π; τ�ς ∆Α τετρ-γωνονV τ? Zρα �π; τ9ν ΓΒ, Β∆, ∆Α τετρ-γωνα
%σα �στ0 τ97 τε δ0ς Eπ; τ9ν ΓΒ, Β∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7 κα0 το�ς �π; τ9ν Α∆, ∆Γ
τετραγSνοις. �λλ? το�ς µ�ν �π; τ9ν Β∆, ∆Α %σον τ; �π; τ�ς ΑΒV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97 ∆
γων*αcV το�ς δ� �π; τ9ν Α∆, ∆Γ %σον τ; �π; τ�ς ΑΓV τ? Zρα �π; τ9ν ΓΒ, ΒΑ %σα �στ0 τ97
τε �π; τ�ς ΑΓ κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΒ, Β∆V hστε µ	νον τ; �π; τ�ς ΑΓ 1λαττ	ν �στι τ9ν
�π; τ9ν ΓΒ, ΒΑ τετραγSνων τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΒ, Β∆ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

+Εν Zρα το�ς A$υγων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν A$ε�αν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς
τετρ-γωνον 1λαττ	ν �στι τ9ν �π; τ9ν τ�ν A$ε�αν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν τετραγSνων
τ97 περιεχοµ�νω7 δ0ς Eπ	 τε µιHς τ9ν περ0 τ�ν A$ε�αν γων*αν, �φ( Bν 6 κ-θετος π*πτει, κα0
τ�ς �πολαµβανοµ�νης �ντ;ς Eπ; τ�ς καθ�του πρ;ς τ�@ A$ε*αc γων*αcV Dπερ 1δει δε�$αι.

Β́ .ιδ́
Τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 %σον τετρ-γωνον συστ"σασθαι.

RΕστω τ; δοθ�ν ε�θ8γραµµον τ; ΑV δε� δ� τ97 Α ε�θυγρ-µµω7 %σον τετρ-γωνον συστ"σασθαι.
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Α Β

Γ ∆

Ε Ζ
Η

Θ

Συνεστ-τω γ?ρ τ97 Α ε�θυγρ-µµω7 %σον παραλληλ	γραµµον AρθογSνιον τ; Β∆V εJ µ�ν
οYν %ση �στ0ν 6 ΒΕ τ�@ Ε∆, γεγον;ς lν ε%η τ; �πιταχθ�ν. συν�σταται γ?ρ τ97 Α ε�θυγρ-µµω7
%σον τετρ-γωνον τ; Β∆V εJ δ� οU, µ*α τ9ν ΒΕ, Ε∆ µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων 6 ΒΕ, κα0
�κβεβλ"σθω �π0 τ; Ζ, κα0 κε*σθω τ�@ Ε∆ %ση 6 ΕΖ, κα0 τετµ"σθω 6 ΒΖ δ*χα κατ? τ; Η, κα0
κ�ντρω7 τ97 Η, διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν ΗΒ, ΗΖ 6µικ8κλιον γεγρ-φθω τ; ΒΘΖ, κα0 �κβεβλ"σθω
6 ∆Ε �π0 τ; Θ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΗΘ.

+Επε0 οYν ε�θε�α 6 ΒΖ τ�τµηται εJς µ�ν %σα κατ? τ; Η, εJς δ� Zνισα κατ? τ; Ε, τ; Zρα
Eπ; τ9ν ΒΕ, ΕΖ περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς ΕΗ τετραγSνου %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς ΗΖ τετραγSνω7. %ση δ� 6 ΗΖ τ�@ ΗΘV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΒΕ, ΕΖ µετ? τοI �π; τ�ς ΗΕ
%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΗΘ. τ97 δ� �π; τ�ς ΗΘ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΘΕ, ΕΗ τετρ-γωναV τ;
Zρα Eπ; τ9ν ΒΕ, ΕΖ µετ? τοI �π; ΗΕ %σα �στ0 το�ς �π; τ9ν ΘΕ, ΕΗ. κοιν;ν �φη@ρ"σθω
τ; �π; τ�ς ΗΕ τετρ-γωνονV λοιπ;ν Zρα τ; Eπ; τ9ν ΒΕ, ΕΖ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον
�στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΘ τετραγSνω7. �λλ? τ; Eπ; τ9ν ΒΕ, ΕΖ τ; Β∆ �στινV %ση γ?ρ 6 ΕΖ τ�@
Ε∆V τ; Zρα Β∆ παραλληλ	γραµµον %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΘΕ τετραγSνω7. %σον δ� τ; Β∆
τ97 Α ε�θυγρ-µµω7. κα0 τ; Α Zρα ε�θ8γραµµον %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΘ �ναγραφησοµ�νω7
τετραγSνω7.

Τ97 Zρα δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 Α %σον τετρ-γωνον συν�σταται τ; �π; τ�ς ΕΘ �ναγραφησ	µενονV
Dπερ 1δει ποι�σαι.



BIBΛION

Γ′

ΟΡΟΙ

ά . RΙσοι κ8κλοι εJσ*ν, gν α= δι-µετροι %σαι εJσ*ν, P gν α= �κ τ9ν κ�ντρων %σαι εJσ*ν.

β́ . Ε�θε�α κ8κλου �φ-πτεσθαι λ�γεται, #τις :πτοµ�νη τοI κ8κλου κα0 �κβαλλοµ�νη ο� τ�µνει
τ;ν κ8κλον.

γ́ . Κ8κλοι �φ-πτεσθαι �λλ"λων λ�γονται οXτινες :πτ	µενοι �λλ"λων ο� τ�µνουσιν �λλ"λους.

δ́ . +Εν κ8κλω7 %σον �π�χειν �π; τοI κ�ντρου ε�θε�αι λ�γονται, Dταν α= �π; τοI κ�ντρου �π(
α�τ?ς κ-θετοι �γ	µεναι %σαι >σιν.

έ . Με�ζον δ� �π�χειν λ�γεται, �φ( Bν 6 µε*ζων κ-θετος π*πτει.

3́ . Τµ�µα κ8κλου �στ0 τ; περιεχ	µενον σχ�µα Eπ	 τε ε�θε*ας κα0 κ8κλου περιφερε*ας.

ζ́ . Τµ"µατος δ� γων*α �στ0ν 6 περιεχοµ�νη Eπ	 τε ε�θε*ας κα0 κ8κλου περιφερε*ας.

ή . +Εν τµ"µατι δ� γων*α �στ*ν, Dταν �π0 τ�ς περιφερε*ας τοI τµ"µατος ληφθ�@ τι σηµε�ον κα0
�π( α�τοI �π0 τ? π�ρατα τ�ς ε�θε*ας, # �στι β-σις τοI τµ"µατος, �πιζευχθ9σιν ε�θε�αι, 6
περιεχοµ�νη γων*α Eπ; τ9ν �πιζευχθεισ9ν ε�θει9ν.

θ́ . <Οταν δ� α= περι�χουσαι τ�ν γων*αν ε�θε�αι �πολαµβ-νωσ* τινα περιφ�ρειαν, �π( �κε*νης
λ�γεται βεβηκ�ναι 6 γων*α.

ί . Τοµεpς δ� κ8κλου �στ*ν, Dταν πρ;ς τ97 κ�ντρω7 τοI κ8κλου συσταθ�@ γων*α, τ; περιεχ	µενον
σχ�µα Eπ	 τε τ9ν τ�ν γων*αν περιεχουσ9ν ε�θει9ν κα0 τ�ς �πολαµβανοµ�νης Eπ( α�τ9ν περ-
ιφερε*ας.

ιά . <Οµοια τµ"µατα κ8κλων �στ0 τ? δεχ	µενα γων*ας %σας, P �ν οtς α= γων*αι %σαι �λλ"λαις
εJσ*ν.

57
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ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Γ́ .ά
ΤοI δοθ�ντος κ8κλου τ; κ�ντρον εEρε�ν.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓV δε� δ� τοI ΑΒΓ κ8κλου τ; κ�ντρον εEρε�ν.
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∆ι"χθω τις εJς α�τ	ν, jς 1τυχεν, ε�θε�α 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω δ*χα κατ? τ; ∆ σηµε�ον,
κα0 �π; τοI ∆ τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ∆Γ κα0 δι"χθω �π0 τ; Ε, κα0 τετµ"σθω 6 ΓΕ δ*χα
κατ? τ; ΖV λ�γω, Dτι τ; Ζ κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ [κ8κλου].

Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, 1στω τ; Η, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΗΑ, Η∆, ΗΒ. κα0 �πε0 %ση
�στ0ν 6 Α∆ τ�@ ∆Β, κοιν� δ� 6 ∆Η, δ8ο δ� α= Α∆, ∆Η δ8ο τα�ς Η∆, ∆Β %σαι εJσ0ν )κατ�ρα
)κατ�ραcV κα0 β-σις 6 ΗΑ β-σει τ�@ ΗΒ �στιν %σηV �κ κ�ντρου γ-ρV γων*α Zρα 6 Eπ; Α∆Η
γων*αc τ�@ Eπ; Η∆Β %ση �στ*ν. Dταν δ� ε�θε�α �π( ε�θε�αν σταθε�σα τ?ς �φε$�ς γων*ας %σας
�λλ"λαις ποι�@, Aρθ� )κατ�ρα τ9ν %σων γωνι9ν �στινV Aρθ� Zρα �στ0ν 6 Eπ; Η∆Β. �στ0 δ�
κα0 6 Eπ; Ζ∆Β Aρθ"V %ση Zρα 6 Eπ; Ζ∆Β τ�@ Eπ; Η∆Β, 6 µε*ζων τ�@ �λ-ττονιV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα τ; Η κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( Zλλο
τι πλ�ν τοI Ζ.

Τ; Ζ Zρα σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ [κ8κλου].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν �ν κ8κλω7 ε�θε�- τις ε�θε�-ν τινα δ*χα κα0 πρ;ς Aρθ?ς
τ�µνη@, �π0 τ�ς τεµνο8σης �στ0 τ; κ�ντρον τοI κ8κλουV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Γ́ .β́
+Ε?ν κ8κλου �π0 τ�ς περιφερε*ας ληφθ�@ δ8ο τυχ	ντα σηµε�α, 6 �π0 τ? σηµε�α �πιζευγνυµ�νη
ε�θε�α �ντ;ς πεσε�ται τοI κ8κλου.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, κα0 �π0 τ�ς περιφερε*ας α�τοI εJλ"φθω δ8ο τυχ	ντα σηµε�α τ? Α,
ΒV λ�γω, Dτι 6 �π; τοI Α �π0 τ; Β �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ντ;ς πεσε�ται τοI κ8κλου.
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Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, πιπτ�τω �κτ;ς jς 6 ΑΕΒ, κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ
κ8κλου, κα0 1στω τ; ∆, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ∆Α, ∆Β, κα0 δι"χθω 6 ∆ΖΕ.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ∆Β, %ση Zρα κα0 γων*α 6 Eπ; ∆ΑΕ τ�@ Eπ; ∆ΒΕV κα0 �πε0
τριγSνου τοI ∆ΑΕ µ*α πλευρ? προσεκβ�βληται 6 ΑΕΒ, µε*ζων Zρα 6 Eπ; ∆ΕΒ γων*α τ�ς
Eπ; ∆ΑΕ. %ση δ� 6 Eπ; ∆ΑΕ τ�@ Eπ; ∆ΒΕV µε*ζων Zρα 6 Eπ; ∆ΕΒ τ�ς Eπ; ∆ΒΕ. Eπ; δ�
τ�ν µε*ζονα γων*αν 6 µε*ζων πλευρ? Eποτε*νειV µε*ζων Zρα 6 ∆Β τ�ς ∆Ε. %ση δ� 6 ∆Β τ�@
∆Ζ. µε*ζων Zρα 6 ∆Ζ τ�ς ∆Ε 6 �λ-ττων τ�ς µε*ζονοςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 �π;
τοI Α �π0 τ; Β �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �κτ;ς πεσε�ται τοI κ8κλου. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι
ο�δ� �π( α�τ�ς τ�ς περιφερε*αςV �ντ;ς Zρα.

+Ε?ν Zρα κ8κλου �π0 τ�ς περιφερε*ας ληφθ�@ δ8ο τυχ	ντα σηµε�α, 6 �π0 τ? σηµε�α �πιζευγνυµ�νη
ε�θε�α �ντ;ς πεσε�ται τοI κ8κλουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .γ́

+Ε?ν �ν κ8κλω7 ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου ε�θε�-ν τινα µ� δι? τοI κ�ντρου δ*χα τ�µνη@, κα0
πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν τ�µνειV κα0 �?ν πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν τ�µνη@, κα0 δ*χα α�τ�ν τ�µνει.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, κα0 �ν α�τ97 ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου 6 Γ∆ ε�θε�-ν τινα µ�
δι? τοI κ�ντρου τ�ν ΑΒ δ*χα τεµν�τω κατ? τ; Ζ σηµε�ονV λ�γω, Dτι κα0 πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν
τ�µνει.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου, κα0 1στω τ; Ε, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΑ, ΕΒ.
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Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ, κοιν� δ� 6 ΖΕ, δ8ο δυσ0ν %σαι [εJσ*ν]. κα0 β-σις 6 ΕΑ
β-σει τ�@ ΕΒ %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ΑΖΕ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΖΕ %ση �στ*ν. Dταν δ� ε�θε�α �π(
ε�θε�αν σταθε�σα τ?ς �φε$�ς γων*ας %σας �λλ"λαις ποι�@, Aρθ� )κατ�ρα τ9ν %σων γωνι9ν
�στινV )κατ�ρα Zρα τ9ν Eπ; ΑΖΕ, ΒΖΕ Aρθ" �στιν. 6 Γ∆ Zρα δι? τοI κ�ντρου οYσα τ�ν ΑΒ
µ� δι? τοI κ�ντρου οYσαν δ*χα τ�µνουσα κα0 πρ;ς Aρθ?ς τ�µνει.

+Αλλ? δ� 6 Γ∆ τ�ν ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς τεµν�τωV λ�γω, Dτι κα0 δ*χα α�τ�ν τ�µνει, τουτ�στιν,
Dτι %ση �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΕΑ τ�@ ΕΒ, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ;
ΕΑΖ τ�@ Eπ; ΕΒΖ. �στ0 δ� κα0 Aρθ� 6 Eπ; ΑΖΕ Aρθ�@ τ�@ Eπ; ΒΖΕ %σηV δ8ο Zρα τρ*γων- �στι
τ? ΕΑΖ, ΕΖΒ τ?ς δ8ο γων*ας δυσ0 γων*αις %σας 1χοντα κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην
κοιν�ν α�τ9ν τ�ν ΕΖ Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν %σων γωνι9νV κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς
τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ειV %ση Zρα 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ.

+Ε?ν Zρα �ν κ8κλω7 ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου ε�θε�-ν τινα µ� δι? τοI κ�ντρου δ*χα τ�µνη@,
κα0 πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν τ�µνειV κα0 �?ν πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν τ�µνη@, κα0 δ*χα α�τ�ν τ�µνειV Dπερ
1δει δε�$αι.

Γ́ .δ́

+Ε?ν �ν κ8κλω7 δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας µ� δι? τοI κ�ντρου οYσαι, ο� τ�µνουσιν �λλ"λας
δ*χα.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, κα0 �ν α�τ97 δ8ο ε�θε�αι α= ΑΓ, Β∆ τεµν�τωσαν �λλ"λας κατ?
τ; Ε µ� δι? τοI κ�ντρου οYσαιV λ�γω, Dτι ο� τ�µνουσιν �λλ"λας δ*χα.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, τεµν�τωσαν �λλ"λας δ*χα hστε %σην ε ν̂αι τ�ν µ�ν ΑΕ τ�@ ΕΓ, τ�ν δ� ΒΕ
τ�@ Ε∆V κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου, κα0 1στω τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΕ.

+Επε0 οYν ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου 6 ΖΕ ε�θε�-ν τινα µ� δι? τοI κ�ντρου τ�ν ΑΓ δ*χα
τ�µνει, κα0 πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν τ�µνειV Aρθ� Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΖΕΑV π-λιν, �πε0 ε�θε�- τις 6 ΖΕ
ε�θε�-ν τινα τ�ν Β∆ δ*χα τ�µνει, κα0 πρ;ς Aρθ?ς α�τ�ν τ�µνειV Aρθ� Zρα 6 Eπ; ΖΕΒ. �δε*χθη
δ� κα0 6 Eπ; ΖΕΑ Aρθ"V %ση Zρα 6 Eπ; ΖΕΑ τ�@ Eπ; ΖΕΒ 6 �λ-ττων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα α= ΑΓ, Β∆ τ�µνουσιν �λλ"λας δ*χα.

+Ε?ν Zρα �ν κ8κλω7 δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας µ� δι? τοI κ�ντρου οYσαι, ο� τ�µνουσιν
�λλ"λας δ*χαV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .έ

+Ε?ν δ8ο κ8κλοι τ�µνωσιν �λλ"λους, ο�κ 1σται α�τ9ν τ; α�τ; κ�ντρον.

∆8ο γ?ρ κ8κλοι ο= ΑΒΓ, Γ∆Η τεµν�τωσαν �λλ"λους κατ? τ? Β, Γ σηµε�α. λ�γω, Dτι
ο�κ 1σται α�τ9ν τ; α�τ; κ�ντρον.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω τ; Ε, κα0 �πεζε8χθω 6 ΕΓ, κα0 δι"χθω 6 ΕΖΗ, jς 1τυχεν. κα0 �πε0
τ; Ε σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΕΓ τ�@ ΕΖ. π-λιν, �πε0 τ; Ε σηµε�ον
κ�ντρον �στ0 τοI Γ∆Η

κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΕΓ τ�@ ΕΗV �δε*χθη δ� 6 ΕΓ κα0 τ�@ ΕΖ %σηV κα0 6 ΕΖ Zρα τ�@ ΕΗ �στιν
%ση 6 �λ-σσων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τ; Ε σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τ9ν
ΑΒΓ, Γ∆Η κ8κλων.

+Ε?ν Zρα δ8ο κ8κλοι τ�µνωσιν �λλ"λους, ο�κ 1στιν α�τ9ν τ; α�τ; κ�ντρονV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Γ́ .3́

+Ε?ν δ8ο κ8κλοι �φ-πτωνται �λλ"λων, ο�κ 1σται α�τ9ν τ; α�τ; κ�ντρον.

∆8ο γ?ρ κ8κλοι ο= ΑΒΓ, Γ∆Ε �φαπτ�σθωσαν �λλ"λων κατ? τ; Γ σηµε�ονV λ�γω, Dτι
ο�κ 1σται α�τ9ν τ; α�τ; κ�ντρον.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΓ, κα0 δι"χθω, jς 1τυχεν, 6 ΖΕΒ.
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+Επε0 οYν τ; Ζ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΖΓ τ�@ ΖΒ. π-λιν, �πε0
τ; Ζ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI Γ∆Ε κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΖΓ τ�@ ΖΕ. �δε*χθη δ� 6 ΖΓ τ�@ ΖΒ
%σηV κα0 6 ΖΕ Zρα τ�@ ΖΒ �στιν %ση, 6 �λ-ττων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τ;
Ζ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τ9ν ΑΒΓ, Γ∆Ε κ8κλων.

+Ε?ν Zρα δ8ο κ8κλοι �φ-πτωνται �λλ"λων, ο�κ 1σται α�τ9ν τ; α�τ; κ�ντρονV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Γ́ .ζ́

+Ε?ν κ8κλου �π0 τ�ς διαµ�τρου ληφθ�@ τι σηµε�ον, / µ" �στι κ�ντρον τοI κ8κλου, �π; δ� τοI
σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσιν ε�θε�α* τινες, µεγ*στη µ�ν 1σται, �φ( uς τ; κ�ντρον,
�λαχ*στη δ� 6 λοιπ", τ9ν δ� Zλλων �ε0 6 1γγιον τ�ς δι? τοI κ�ντρου τ�ς �πSτερον µε*ζων
�στ*ν, δ8ο δ� µ	νον %σαι �π; τοI σηµε*ου προσπεσοIνται πρ;ς τ;ν κ8κλον �φ( )κ-τερα τ�ς
�λαχ*στης.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, δι-µετρος δ� α�τοI 1στω 6 Α∆, κα0 �π0 τ�ς Α∆ εJλ"φθω τι
σηµε�ον τ; Ζ, / µ" �στι κ�ντρον τοI κ8κλου, κ�ντρον δ� τοI κ8κλου 1στω τ; Ε, κα0 �π; τοI
Ζ πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον προσπιπτ�τωσαν ε�θε�α* τινες α= ΖΒ, ΖΓ, ΖΗV λ�γω, Dτι µεγ*στη
µ�ν �στιν 6 ΖΑ, �λαχ*στη δ� 6 Ζ∆, τ9ν δ� Zλλων 6 µ�ν ΖΒ τ�ς ΖΓ µε*ζων, 6 δ� ΖΓ τ�ς ΖΗ.

+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΒΕ, ΓΕ, ΗΕ. κα0 �πε0 παντ;ς τριγSνου α= δ8ο πλευρα0 τ�ς λοιπ�ς
µε*ζον�ς εJσιν, α= Zρα ΕΒ, ΕΖ τ�ς ΒΖ µε*ζον�ς εJσιν. %ση δ� 6 ΑΕ τ�@ ΒΕ [α= Zρα ΒΕ, ΕΖ
%σαι εJσ0 τ�@ ΑΖ]V µε*ζων Zρα 6 ΑΖ τ�ς ΒΖ. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΕ τ�@ ΓΕ, κοιν� δ� 6 ΖΕ,
δ8ο δ� α= ΒΕ, ΕΖ δυσ0 τα�ς ΓΕ, ΕΖ %σαι εJσ*ν. �λλ? κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΕΖ γων*ας τ�ς Eπ;
ΓΕΖ µε*ζων. β-σις Zρα 6 ΒΖ β-σεως τ�ς ΓΖ µε*ζων �στ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΓΖ τ�ς ΖΗ
µε*ζων �στ*ν.

Π-λιν, �πε0 α= ΗΖ, ΖΕ τ�ς ΕΗ µε*ζον�ς εJσιν, %ση δ� 6 ΕΗ τ�@ Ε∆, α= Zρα ΗΖ, ΖΕ τ�ς Ε∆
µε*ζον�ς εJσιν. κοιν� �φη@ρ"σθω 6 ΕΖV λοιπ� Zρα 6 ΗΖ λοιπ�ς τ�ς Ζ∆ µε*ζων �στ*ν. µεγ*στη
µ�ν Zρα 6 ΖΑ, �λαχ*στη δ� 6 Ζ∆, µε*ζων δ� 6 µ�ν ΖΒ τ�ς ΖΓ, 6 δ� ΖΓ τ�ς ΖΗ.

Λ�γω, Dτι κα0 �π; τοI Ζ σηµε*ου δ8ο µ	νον %σαι προσπεσοIνται πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον
�φ( )κ-τερα τ�ς Ζ∆ �λαχ*στης. συνεστ-τω γ?ρ πρ;ς τ�@ ΕΖ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7
τ97 Ε τ�@ Eπ; ΗΕΖ γων*αc %ση 6 Eπ; ΖΕΘ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΘ. �πε0 οYν %ση �στ0ν 6 ΗΕ τ�@
ΕΘ, κοιν� δ� 6 ΕΖ, δ8ο δ� α= ΗΕ, ΕΖ δυσ0 τα�ς ΘΕ, ΕΖ %σαι εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΗΕΖ
γων*αc τ�@ Eπ; ΘΕΖ %σηV β-σις Zρα 6 ΖΗ β-σει τ�@ ΖΘ %ση �στ*ν. λ�γω δ", Dτι τ�@ ΖΗ Zλλη %ση
ο� προσπεσε�ται πρ;ς τ;ν κ8κλον �π; τοI Ζ σηµε*ου. εJ γ?ρ δυνατ	ν, προσπιπτ�τω 6 ΖΚ.
κα0 �πε0 6 ΖΚ τ�@ ΖΗ %ση �στ*ν, �λλ? 6 ΖΘ τ�@ ΖΗ [%ση �στ*ν], κα0 6 ΖΚ Zρα τ�@ ΖΘ �στιν %ση,
6 1γγιον τ�ς δι? τοI κ�ντρου τ�@ �πSτερον %σηV Dπερ �δ8νατον. ο�κ Zρα �π; τοI Ζ σηµε*ου
)τ�ρα τις προσπεσε�ται πρ;ς τ;ν κ8κλον %ση τ�@ ΗΖV µ*α Zρα µ	νη.

+Ε?ν Zρα κ8κλου �π0 τ�ς διαµ�τρου ληφθ�@ τι σηµε�ον, / µ" �στι κ�ντρον τοI κ8κλου, �π;
δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσιν ε�θε�α* τινες, µεγ*στη µ�ν 1σται, �φ( uς τ;
κ�ντρον, �λαχ*στη δ� 6 λοιπ", τ9ν δ� Zλλων �ε0 6 1γγιον τ�ς δι? τοI κ�ντρου τ�ς �πSτερον
µε*ζων �στ*ν, δ8ο δ� µ	νον %σαι �π; τοI α�τοI σηµε*ου προσπεσοIνται πρ;ς τ;ν κ8κλον �φ(
)κ-τερα τ�ς �λαχ*στηςV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Γ́ .ή
+Ε?ν κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �κτ	ς, �π; δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον διαχθ9σιν ε�θε�α*
τινες, gν µ*α µ�ν δι? τοI κ�ντρου, α= δ� λοιπα*, jς 1τυχεν, τ9ν µ�ν πρ;ς τ�ν κο*λην
περιφ�ρειαν προσπιπτουσ9ν ε�θει9ν µεγ*στη µ�ν �στιν 6 δι? τοI κ�ντρου, τ9ν δ� Zλλων �ε0 6
1γγιον τ�ς δι? τοI κ�ντρου τ�ς �πSτερον µε*ζων �στ*ν, τ9ν δ� πρ;ς τ�ν κυρτ�ν περιφ�ρειαν
προσπιπτουσ9ν ε�θει9ν �λαχ*στη µ�ν �στιν 6 µετα$p τοI τε σηµε*ου κα0 τ�ς διαµ�τρου, τ9ν
δ� Zλλων �ε0 6 1γγιον τ�ς �λαχ*στης τ�ς �πSτερ	ν �στιν �λ-ττων, δ8ο δ� µ	νον %σαι �π; τοI
σηµε*ου προσπεσοIνται πρ;ς τ;ν κ8κλον �φ( )κ-τερα τ�ς �λαχ*στης.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, κα0 τοI ΑΒΓ εJλ"φθω τι σηµε�ον �κτ;ς τ; ∆, κα0 �π( α�τοI
δι"χθωσαν ε�θε�α* τινες α= ∆Α, ∆Ε, ∆Ζ, ∆Γ, 1στω δ� 6 ∆Α δι? τοI κ�ντρου. λ�γω, Dτι
τ9ν µ�ν πρ;ς τ�ν ΑΕΖΓ κο*λην περιφ�ρειαν προσπιπτουσ9ν ε�θει9ν µεγ*στη µ�ν �στιν 6 δι?
τοI κ�ντρου 6 ∆Α, µε*ζων δ� 6 µ�ν ∆Ε τ�ς ∆Ζ 6 δ� ∆Ζ τ�ς ∆Γ, τ9ν δ� πρ;ς τ�ν ΘΛΚΗ
κυρτ�ν περιφ�ρειαν προσπιπτουσ9ν ε�θει9ν �λαχ*στη µ�ν �στιν 6 ∆Η 6 µετα$p τοI σηµε*ου
κα0 τ�ς διαµ�τρου τ�ς ΑΗ, �ε0 δ� 6 1γγιον τ�ς ∆Η �λαχ*στης �λ-ττων �στ0 τ�ς �πSτερον,
6 µ�ν ∆Κ τ�ς ∆Λ, 6 δ� ∆Λ τ�ς ∆Θ.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου κα0 1στω τ; ΜV κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΜΕ,
ΜΖ, ΜΓ, ΜΚ, ΜΛ, ΜΘ.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΜ τ�@ ΕΜ, κοιν� προσκε*σθω 6 Μ∆V 6 Zρα Α∆ %ση �στ0 τα�ς ΕΜ,
Μ∆. �λλ( α= ΕΜ, Μ∆ τ�ς Ε∆ µε*ζον�ς εJσινV κα0 6 Α∆ Zρα τ�ς Ε∆ µε*ζων �στ*ν. π-λιν,
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�πε0 %ση �στ0ν 6 ΜΕ τ�@ ΜΖ, κοιν� δ� 6 Μ∆, α= ΕΜ, Μ∆ Zρα τα�ς ΖΜ, Μ∆ %σαι εJσ*νV κα0
γων*α 6 Eπ; ΕΜ∆ γων*ας τ�ς Eπ; ΖΜ∆ µε*ζων �στ*ν. β-σις Zρα 6 Ε∆ β-σεως τ�ς Ζ∆
µε*ζων �στ*ν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 Ζ∆ τ�ς Γ∆ µε*ζων �στ*νV µεγ*στη µ�ν Zρα 6
∆Α, µε*ζων δ� 6 µ�ν ∆Ε τ�ς ∆Ζ, 6 δ� ∆Ζ τ�ς ∆Γ.

Κα0 �πε0 α= ΜΚ, Κ∆ τ�ς Μ∆ µε*ζον�ς εJσιν, %ση δ� 6 ΜΗ τ�@ ΜΚ, λοιπ� Zρα 6 Κ∆ λοιπ�ς
τ�ς Η∆ µε*ζων �στ*νV hστε 6 Η∆ τ�ς Κ∆ �λ-ττων �στ*νV κα0 �πε0 τριγSνου τοI ΜΛ∆ �π0
µιHς τ9ν πλευρ9ν τ�ς Μ∆ δ8ο ε�θε�αι �ντ;ς συνεστ-θησαν α= ΜΚ, Κ∆, α= Zρα ΜΚ, Κ∆
τ9ν ΜΛ, Λ∆ �λ-ττον�ς εJσινV %ση δ� 6 ΜΚ τ�@ ΜΛV λοιπ� Zρα 6 ∆Κ λοιπ�ς τ�ς ∆Λ �λ-ττων
�στ*ν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 ∆Λ τ�ς ∆Θ �λ-ττων �στ*νV �λαχ*στη µ�ν Zρα 6 ∆Η,
�λ-ττων δ� 6 µ�ν ∆Κ τ�ς ∆Λ 6 δ� ∆Λ τ�ς ∆Θ.

Λ�γω, Dτι κα0 δ8ο µ	νον %σαι �π; τοI ∆ σηµε*ου προσπεσοIνται πρ;ς τ;ν κ8κλον �φ(
)κ-τερα τ�ς ∆Η �λαχ*στηςV συνεστ-τω πρ;ς τ�@ Μ∆ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Μ
τ�@ Eπ; ΚΜ∆ γων*αc %ση γων*α 6 Eπ; ∆ΜΒ κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Β. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΜΚ
τ�@ ΜΒ, κοιν� δ� 6 Μ∆, δ8ο δ� α= ΚΜ, Μ∆ δ8ο τα�ς ΒΜ, Μ∆ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV
κα0 γων*α 6 Eπ; ΚΜ∆ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΜ∆ %σηV β-σις Zρα 6 ∆Κ β-σει τ�@ ∆Β %ση �στ*ν.
λ�γω [δ"], Dτι τ�@ ∆Κ ε�θε*αc Zλλη %ση ο� προσπεσε�ται πρ;ς τ;ν κ8κλον �π; τοI ∆ σηµε*ου.
εJ γ?ρ δυνατ	ν, προσπιπτ�τω κα0 1στω 6 ∆Ν. �πε0 οYν 6 ∆Κ τ�@ ∆Ν �στιν %ση, �λλ( 6 ∆Κ
τ�@ ∆Β �στιν %ση, κα0 6 ∆Β Zρα τ�@ ∆Ν �στιν %ση, 6 1γγιον τ�ς ∆Η �λαχ*στης τ�@ �πSτερον
[�στιν] %σηV Dπερ �δ8νατον �δε*χθη. ο�κ Zρα πλε*ους P δ8ο %σαι πρ;ς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον �π;
τοI ∆ σηµε*ου �φ( )κ-τερα τ�ς ∆Η �λαχ*στης προσπεσοIνται.

+Ε?ν Zρα κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �κτ	ς, �π; δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον διαχθ9σιν
ε�θε�α* τινες, gν µ*α µ�ν δι? τοI κ�ντρου α= δ� λοιπα*, jς 1τυχεν, τ9ν µ�ν πρ;ς τ�ν κο*λην
περιφ�ρειαν προσπιπτουσ9ν ε�θει9ν µεγ*στη µ�ν �στιν 6 δι? τοI κ�ντρου, τ9ν δ� Zλλων �ε0 6
1γγιον τ�ς δι? τοI κ�ντρου τ�ς �πSτερον µε*ζων �στ*ν, τ9ν δ� πρ;ς τ�ν κυρτ�ν περιφ�ρειαν
προσπιπτουσ9ν ε�θει9ν �λαχ*στη µ�ν �στιν 6 µετα$p τοI τε σηµε*ου κα0 τ�ς διαµ�τρου, τ9ν
δ� Zλλων �ε0 6 1γγιον τ�ς �λαχ*στης τ�ς �πSτερ	ν �στιν �λ-ττων, δ8ο δ� µ	νον %σαι �π; τοI
σηµε*ου προσπεσοIνται πρ;ς τ;ν κ8κλον �φ( )κ-τερα τ�ς �λαχ*στηςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .θ́

+Ε?ν κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �ντ	ς, �π; δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσι
πλε*ους P δ8ο %σαι ε�θε�αι, τ; ληφθ�ν σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI κ8κλου.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, �ντ;ς δ� α�τοI σηµε�ον τ; ∆, κα0 �π; τοI ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον
προσπιπτ�τωσαν πλε*ους P δ8ο %σαι ε�θε�αι α= ∆Α, ∆Β, ∆ΓV λ�γω, Dτι τ; ∆ σηµε�ον κ�ντρον
�στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου.

+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΑΒ, ΒΓ κα0 τετµ"σθωσαν δ*χα κατ? τ? Ε, Ζ σηµε�α, κα0 �πιζευχθε�σαι
α= Ε∆, Ζ∆ δι"χθωσαν �π0 τ? Η, Κ, Θ, Λ σηµε�α.

+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ ΕΒ, κοιν� δ� 6 Ε∆, δ8ο δ� α= ΑΕ, Ε∆ δ8ο τα�ς ΒΕ, Ε∆ %σαι
εJσ*νV κα0 β-σις 6 ∆Α β-σει τ�@ ∆Β %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ΑΕ∆ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΕ∆ %ση �στ*νV
Aρθ� Zρα )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΑΕ∆, ΒΕ∆ γωνι9νV 6 ΗΚ Zρα τ�ν ΑΒ τ�µνει δ*χα κα0 πρ;ς
Aρθ-ς. κα0 �πε*, �?ν �ν κ8κλω7 ε�θε�- τις ε�θε�-ν τινα δ*χα τε κα0 πρ;ς Aρθ?ς τ�µνη@, �π0 τ�ς
τεµνο8σης �στ0 τ; κ�ντρον τοI κ8κλου, �π0 τ�ς ΗΚ Zρα �στ0 τ; κ�ντρον τοI κ8κλου. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 �π0 τ�ς ΘΛ �στι τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου. κα0 ο�δ�ν iτερον κοιν;ν 1χουσιν
α= ΗΚ, ΘΛ ε�θε�αι P τ; ∆ σηµε�ονV τ; ∆ Zρα σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου.

+Ε?ν Zρα κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �ντ	ς, �π; δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσι
πλε*ους P δ8ο %σαι ε�θε�αι, τ; ληφθ�ν σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI κ8κλουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ί

Κ8κλος κ8κλον ο� τ�µνει κατ? πλε*ονα σηµε�α P δ8ο.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, κ8κλος b ΑΒΓ κ8κλον τ;ν ∆ΕΖ τεµν�τω κατ? πλε*ονα σηµε�α P δ8ο τ?
Β, Η, Ζ, Θ, κα0 �πιζευχθε�σαι α= ΒΘ, ΒΗ δ*χα τεµν�σθωσαν κατ? τ? Κ, Λ σηµε�αV κα0 �π;
τ9ν Κ, Λ τα�ς ΒΘ, ΒΗ πρ;ς Aρθ?ς �χθε�σαι α= ΚΓ, ΛΜ δι"χθωσαν �π0 τ? Α, Ε σηµε�α.
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+Επε0 οYν �ν κ8κλω7 τ97 ΑΒΓ ε�θε�- τις 6 ΑΓ ε�θε�-ν τινα τ�ν ΒΘ δ*χα κα0 πρ;ς Aρθ?ς
τ�µνει, �π0 τ�ς ΑΓ Zρα �στ0 τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου. π-λιν, �πε0 �ν κ8κλω7 τ97 α�τ97 τ97
ΑΒΓ ε�θε�- τις 6 Νq ε�θε�-ν τινα τ�ν ΒΗ δ*χα κα0 πρ;ς Aρθ?ς τ�µνει, �π0 τ�ς Νq Zρα �στ0
τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου. �δε*χθη δ� κα0 �π0 τ�ς ΑΓ, κα0 κατ( ο�δ�ν συµβ-λλουσιν α=
ΑΓ, Νq ε�θε�αι P κατ? τ; ΟV τ; Ο Zρα σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου. bµο*ως δ�
δε*$οµεν, Dτι κα0 τοI ∆ΕΖ κ8κλου κ�ντρον �στ0 τ; ΟV δ8ο Zρα κ8κλων τεµν	ντων �λλ"λους
τ9ν ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ; α�τ	 �στι κ�ντρον τ; ΟV Dπερ �στ0ν �δ8νατον.

Ο�κ Zρα κ8κλος κ8κλον τ�µνει κατ? πλε*ονα σηµε�α P δ8οV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιά

+Ε?ν δ8ο κ8κλοι �φ-πτωνται �λλ"λων �ντ	ς, κα0 ληφθ�@ α�τ9ν τ? κ�ντρα, 6 �π0 τ? κ�ντρα
α�τ9ν �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α κα0 �κβαλλοµ�νη �π0 τ�ν συναφ�ν πεσε�ται τ9ν κ8κλων.

∆8ο γ?ρ κ8κλοι ο= ΑΒΓ, Α∆Ε �φαπτ�σθωσαν �λλ"λων �ντ;ς κατ? τ; Α σηµε�ον, κα0
εJλ"φθω τοI µ�ν ΑΒΓ κ8κλου κ�ντρον τ; Ζ, τοI δ� Α∆Ε τ; ΗV λ�γω, Dτι 6 �π; τοI Η �π0
τ; Ζ �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �κβαλλοµ�νη �π0 τ; Α πεσε�ται.

Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, πιπτ�τω jς 6 ΖΗΘ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΖ, ΑΗ.
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+Επε0 οYν α= ΑΗ, ΗΖ τ�ς ΖΑ, τουτ�στι τ�ς ΖΘ, µε*ζον�ς εJσιν, κοιν� �φη@ρ"σθω 6 ΖΗV
λοιπ� Zρα 6 ΑΗ λοιπ�ς τ�ς ΗΘ µε*ζων �στ*ν. %ση δ� 6 ΑΗ τ�@ Η∆V κα0 6 Η∆ Zρα τ�ς ΗΘ
µε*ζων �στ0ν 6 �λ-ττων τ�ς µε*ζονοςV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV ο�κ Zρα 6 �π; τοI Ζ �π0 τ; Η
�πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �κτ;ς πεσε�ταιV κατ? τ; Α Zρα �π0 τ�ς συναφ�ς πεσε�ται.

+Ε?ν Zρα δ8ο κ8κλοι �φ-πτωνται �λλ"λων �ντ	ς, [κα0 ληφθ�@ α�τ9ν τ? κ�ντρα], 6 �π0
τ? κ�ντρα α�τ9ν �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α [κα0 �κβαλλοµ�νη] �π0 τ�ν συναφ�ν πεσε�ται τ9ν
κ8κλωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιβ́

+Ε?ν δ8ο κ8κλοι �φ-πτωνται �λλ"λων �κτ	ς, 6 �π0 τ? κ�ντρα α�τ9ν �πιζευγνυµ�νη δι? τ�ς
�παφ�ς �λε8σεται.

∆8ο γ?ρ κ8κλοι ο= ΑΒΓ, Α∆Ε �φαπτ�σθωσαν �λλ"λων �κτ;ς κατ? τ; Α σηµε�ον, κα0
εJλ"φθω τοI µ�ν ΑΒΓ κ�ντρον τ; Ζ, τοI δ� Α∆Ε τ; ΗV λ�γω, Dτι 6 �π; τοI Ζ �π0 τ; Η
�πιζευγνυµ�νη ε�θε�α δι? τ�ς κατ? τ; Α �παφ�ς �λε8σεται.

Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, �ρχ�σθω jς 6 ΖΓ∆Η, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΖ, ΑΗ.
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+Επε0 οYν τ; Ζ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΖΑ τ�@ ΖΓ. π-λιν, �πε0
τ; Η σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI Α∆Ε κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΗΑ τ�@ Η∆. �δε*χθη δ� κα0 6 ΖΑ
τ�@ ΖΓ %σηV α= Zρα ΖΑ, ΑΗ τα�ς ΖΓ, Η∆ %σαι εJσ*νV hστε Dλη 6 ΖΗ τ9ν ΖΑ, ΑΗ µε*ζων
�στ*νV �λλ? κα0 �λ-ττωνV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 �π; τοI Ζ �π0 τ; Η �πιζευγνυµ�νη
ε�θε�α δι? τ�ς κατ? τ; Α �παφ�ς ο�κ �λε8σεταιV δ* α�τ�ς Zρα.

+Ε?ν Zρα δ8ο κ8κλοι �φ-πτωνται �λλ"λων �κτ	ς, 6 �π0 τ? κ�ντρα α�τ9ν �πιζευγνυµ�νη
[ε�θε�α] δι? τ�ς �παφ�ς �λε8σεταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιγ́

Κ8κλος κ8κλου ο�κ �φ-πτεται κατ? πλε*ονα σηµε�α P καθ( iν, �-ν τε �ντ;ς �-ν τε �κτ;ς
�φ-πτηται.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, κ8κλος b ΑΒΓ∆ κ8κλου τοI ΕΒΖ∆ �φαπτ�σθω πρ	τερον �ντ;ς κατ?
πλε*ονα σηµε�α P oν τ? ∆, Β.

Κα0 εJλ"φθω τοI µ�ν ΑΒΓ∆ κ8κλου κ�ντρον τ; Η, τοI δ� ΕΒΖ∆ τ; Θ.
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MΗ Zρα �π; τοI Η �π0 τ; Θ �πιζευγνυµ�νη �π0 τ? Β, ∆ πεσε�ται. πιπτ�τω jς 6 ΒΗΘ∆.
κα0 �πε0 τ; Η σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ Η∆V µε*ζων Zρα
6 ΒΗ τ�ς Θ∆V πολλ97 Zρα µε*ζων 6 ΒΘ τ�ς Θ∆. π-λιν, �πε0 τ; Θ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI
ΕΒΖ∆ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΒΘ τ�@ Θ∆V �δε*χθη δ� α�τ�ς κα0 πολλ97 µε*ζωνV Dπερ �δ8νατονV
ο�κ Zρα κ8κλος κ8κλου �φ-πτεται �ντ;ς κατ? πλε*ονα σηµε�α P iν.

Λ�γω δ", Dτι ο�δ� �κτ	ς.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, κ8κλος b ΑΓΚ κ8κλου τοI ΑΒΓ∆ �φαπτ�σθω �κτ;ς κατ? πλε*ονα σηµε�α
P oν τ? Α, Γ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΓ.

+Επε0 οYν κ8κλων τ9ν ΑΒΓ∆, ΑΓΚ ε%ληπται �π0 τ�ς περιφερε*ας )κατ�ρου δ8ο τυχ	ντα
σηµε�α τ? Α, Γ, 6 �π0 τ? σηµε�α �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ντ;ς )κατ�ρου πεσε�ταιV �λλ? τοI µ�ν
ΑΒΓ∆ �ντ;ς 1πεσεν, τοI δ� ΑΓΚ �κτ	ςV Dπερ ZτοπονV ο�κ Zρα κ8κλος κ8κλου �φ-πτεται
�κτ;ς κατ? πλε*ονα σηµε�α P iν. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� �ντ	ς.

Κ8κλος Zρα κ8κλου ο�κ �φ-πτεται κατ? πλε*ονα σηµε�α P [καθ(] iν, �-ν τε �ντ;ς �-ν τε
�κτ;ς �φ-πτηταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιδ́

+Εν κ8κλω7 α= %σαι ε�θε�αι %σον �π�χουσιν �π; τοI κ�ντρου, κα0 α= %σον �π�χουσαι �π; τοI
κ�ντρου %σαι �λλ"λαις εJσ*ν.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, κα0 �ν α�τ97 %σαι ε�θε�αι 1στωσαν α= ΑΒ, Γ∆V λ�γω, Dτι α= ΑΒ,
Γ∆ %σον �π�χουσιν �π; τοI κ�ντρου.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου κα0 1στω τ; Ε, κα0 �π; τοI Ε �π0 τ?ς ΑΒ,
Γ∆ κ-θετοι Fχθωσαν α= ΕΖ, ΕΗ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΕ, ΕΓ.



72 BIBΛION. Γ′

�

�

�

�

�

�

�

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

+Επε0 οYν ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου 6 ΕΖ ε�θε�-ν τινα µ� δι? τοI κ�ντρου τ�ν ΑΒ πρ;ς
Aρθ?ς τ�µνει, κα0 δ*χα α�τ�ν τ�µνει. %ση Zρα 6 ΑΖ τ�@ ΖΒV διπλ� Zρα 6 ΑΒ τ�ς ΑΖ. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 6 Γ∆ τ�ς ΓΗ �στι διπλ�V κα* �στιν %ση 6 ΑΒ τ�@ Γ∆V %ση Zρα κα0 6 ΑΖ τ�@ ΓΗ.
κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ ΕΓ, %σον κα0 τ; �π; τ�ς ΑΕ τ97 �π; τ�ς ΕΓ. �λλ? τ97 µ�ν �π;
τ�ς ΑΕ %σα τ? �π; τ9ν ΑΖ, ΕΖV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97 Ζ γων*αV τ97 δ� �π; τ�ς ΕΓ %σα τ? �π;
τ9ν ΕΗ, ΗΓV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97 Η γων*αV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΖ, ΖΕ %σα �στ0 το�ς �π; τ9ν
ΓΗ, ΗΕ, gν τ; �π; τ�ς ΑΖ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΓΗV %ση γ-ρ �στιν 6 ΑΖ τ�@ ΓΗV λοιπ;ν Zρα
τ; �π; τ�ς ΖΕ τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον �στ*νV %ση Zρα 6 ΕΖ τ�@ ΕΗ. �ν δ� κ8κλω7 %σον �π�χειν
�π; τοI κ�ντρου ε�θε�αι λ�γονται, Dταν α= �π; τοI κ�ντρου �π( α�τ?ς κ-θετοι �γ	µεναι %σαι
>σινV α= Zρα ΑΒ, Γ∆ %σον �π�χουσιν �π; τοI κ�ντρου.

+Αλλ? δ� α= ΑΒ, Γ∆ ε�θε�αι %σον �πεχ�τωσαν �π; τοI κ�ντρου, τουτ�στιν %ση 1στω 6 ΕΖ
τ�@ ΕΗ. λ�γω, Dτι %ση �στ0 κα0 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι διπλ� �στιν 6 µ�ν ΑΒ τ�ς ΑΖ,
6 δ� Γ∆ τ�ς ΓΗV κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ ΓΕ, %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΕ τ97 �π; τ�ς ΓΕV
�λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΕ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΕΖ, ΖΑ, τ97 δ� �π; τ�ς ΓΕ %σα τ? �π; τ9ν
ΕΗ, ΗΓ. τ? Zρα �π; τ9ν ΕΖ, ΖΑ %σα �στ0 το�ς �π; τ9ν ΕΗ, ΗΓV gν τ; �π; τ�ς ΕΖ τ97 �π;
τ�ς ΕΗ �στιν %σονV %ση γ?ρ 6 ΕΖ τ�@ ΕΗV λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΑΖ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς
ΓΗV %ση Zρα 6 ΑΖ τ�@ ΓΗV κα* �στι τ�ς µ�ν ΑΖ διπλ� 6 ΑΒ, τ�ς δ� ΓΗ διπλ� 6 Γ∆V %ση Zρα
6 ΑΒ τ�@ Γ∆.

+Εν κ8κλω7 Zρα α= %σαι ε�θε�αι %σον �π�χουσιν �π; τοI κ�ντρου, κα0 α= %σον �π�χουσαι
�π; τοI κ�ντρου %σαι �λλ"λαις εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιέ
+Εν κ8κλω7 µεγ*στη µ�ν 6 δι-µετρος τ9ν δ� Zλλων �ε0 6 1γγιον τοI κ�ντρου τ�ς �πSτερον
µε*ζων �στ*ν.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, δι-µετρος δ� α�τοI 1στω 6 Α∆, κ�ντρον δ� τ; Ε, κα0 1γγιον
µ�ν τ�ς Α∆ διαµ�τρου 1στω 6 ΒΓ, �πSτερον δ� 6 ΖΗV λ�γω, Dτι µεγ*στη µ�ν �στιν 6 Α∆,
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µε*ζων δ� 6 ΒΓ τ�ς ΖΗ.

RΗχθωσαν γ?ρ �π; τοI Ε κ�ντρου �π0 τ?ς ΒΓ, ΖΗ κ-θετοι α= ΕΘ, ΕΚ. κα0 �πε0 1γγιον
µ�ν τοI κ�ντρου �στ0ν 6 ΒΓ, �πSτερον δ� 6 ΖΗ, µε*ζων Zρα 6 ΕΚ τ�ς ΕΘ. κε*σθω τ�@ ΕΘ %ση
6 ΕΛ, κα0 δι? τοI Λ τ�@ ΕΚ πρ;ς Aρθ?ς �χθε�σα 6 ΛΜ δι"χθω �π0 τ; Ν, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΜΕ, ΕΝ, ΖΕ, ΕΗ.
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Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΕΘ τ�@ ΕΛ, %ση �στ0 κα0 6 ΒΓ τ�@ ΜΝ. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν
ΑΕ τ�@ ΕΜ, 6 δ� Ε∆ τ�@ ΕΝ, 6 Zρα Α∆ τα�ς ΜΕ, ΕΝ %ση �στ*ν. �λλ( α= µ�ν ΜΕ, ΕΝ τ�ς
ΜΝ µε*ζον�ς εJσιν [κα0 6 Α∆ τ�ς ΜΝ µε*ζων �στ*ν, %ση δ� 6 ΜΝ τ�@ ΒΓV 6 Α∆ Zρα τ�ς ΒΓ
µε*ζων �στ*ν. κα0 �πε0 δ8ο α= ΜΕ, ΕΝ δ8ο τα�ς ΖΕ, ΕΗ %σαι εJσ*ν, κα0 γων*α 6 Eπ; ΜΕΝ
γων*ας τ�ς Eπ; ΖΕΗ µε*ζων [�στ*ν], β-σις Zρα 6 ΜΝ β-σεως τ�ς ΖΗ µε*ζων �στ*ν. �λλ? 6
ΜΝ τ�@ ΒΓ �δε*χθη %ση [κα0 6 ΒΓ τ�ς ΖΗ µε*ζων �στ*ν]. µεγ*στη µ�ν Zρα 6 Α∆ δι-µετρος,
µε*ζων δ� 6 ΒΓ τ�ς ΖΗ.

+Εν κ8κλω7 Zρα µεγ*στη µ�ν �στιν 6 δι-µετρος, τ9ν δ� Zλλων �ε0 6 1γγιον τοI κ�ντρου
τ�ς �πSτερον µε*ζων �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ι3́

MΗ τ�@ διαµ�τρω7 τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π( Zκρας �γοµ�νη �κτ;ς πεσε�ται τοI κ8κλου, κα0
εJς τ;ν µετα$p τ	πον τ�ς τε ε�θε*ας κα0 τ�ς περιφερε*ας )τ�ρα ε�θε�α ο� παρεµπεσε�ται, κα0
6 µ�ν τοI 6µικυκλ*ου γων*α :π-σης γων*ας A$ε*ας ε�θυγρ-µµου µε*ζων �στ*ν, 6 δ� λοιπ�
�λ-ττων.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ περ0 κ�ντρον τ; ∆ κα0 δι-µετρον τ�ν ΑΒV λ�γω, Dτι 6 �π; τοI Α
τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς �π( Zκρας �γοµ�νη �κτ;ς πεσε�ται τοI κ8κλου.

Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, πιπτ�τω �ντ;ς jς 6 ΓΑ, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Γ.
+Επε0 %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ∆Γ, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ∆ΑΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΑΓ∆. Aρθ� δ�

6 Eπ; ∆ΑΓV Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; ΑΓ∆V τριγSνου δ� τοI ΑΓ∆ α= δ8ο γων*αι α= Eπ; ∆ΑΓ,
ΑΓ∆ δ8ο Aρθα�ς %σαι εJσ*νV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 �π; τοI Α σηµε*ου τ�@ ΒΑ πρ;ς
Aρθ?ς �γοµ�νη �ντ;ς πεσε�ται τοI κ8κλου. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( �π0 τ�ς περιφερε*αςV
�κτ;ς Zρα.

Πιπτ�τω jς 6 ΑΕV λ�γω δ", Dτι εJς τ;ν µετα$p τ	πον τ�ς τε ΑΕ ε�θε*ας κα0 τ�ς ΓΘΑ
περιφερε*ας )τ�ρα ε�θε�α ο� παρεµπεσε�ται.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, παρεµπιπτ�τω jς 6 ΖΑ, κα0 Fχθω �π; τοI ∆ σηµε*ου �π0 τ�ν ΖΑ κ-θετος
6 ∆Η. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΑΗ∆, �λ-ττων δ� Aρθ�ς 6 Eπ; ∆ΑΗ, µε*ζων Zρα 6 Α∆ τ�ς
∆Η. %ση δ� 6 ∆Α τ�@ ∆ΘV µε*ζων Zρα 6 ∆Θ τ�ς ∆Η, 6 �λ-ττων τ�ς µε*ζονοςV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα εJς τ;ν µετα$p τ	πον τ�ς τε ε�θε*ας κα0 τ�ς περιφερε*ας )τ�ρα ε�θε�α
παρεµπεσε�ται.

Λ�γω, Dτι κα0 6 µ�ν τοI 6µικυκλ*ου γων*α 6 περιεχοµ�νη Eπ	 τε τ�ς ΒΑ ε�θε*ας κα0 τ�ς
ΓΘΑ περιφερε*ας :π-σης γων*ας A$ε*ας ε�θυγρ-µµου µε*ζων �στ*ν, 6 δ� λοιπ� 6 περιεχοµ�νη
Eπ	 τε τ�ς ΓΘΑ περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΕ ε�θε*ας :π-σης γων*ας A$ε*ας ε�θυγρ-µµου �λ-ττων
�στ*ν.

ΕJ γ?ρ �στ* τις γων*α ε�θ8γραµµος µε*ζων µ�ν τ�ς περιεχοµ�νης Eπ	 τε τ�ς ΒΑ ε�θε*ας
κα0 τ�ς ΓΘΑ περιφερε*ας, �λ-ττων δ� τ�ς περιεχοµ�νης Eπ	 τε τ�ς ΓΘΑ περιφερε*ας κα0
τ�ς ΑΕ ε�θε*ας, εJς τ;ν µετα$p τ	πον τ�ς τε ΓΘΑ περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΕ ε�θε*ας ε�θε�α
περεµπεσε�ται, #τις ποι"σει µε*ζονα µ�ν τ�ς περιεχοµ�νης Eπ	 τε τ�ς ΒΑ ε�θε*ας κα0 τ�ς
ΓΘΑ περιφερε*ας Eπ; ε�θει9ν περιεχοµ�νην, �λ-ττονα δ� τ�ς περιεχοµ�νης Eπ	 τε τ�ς ΓΘΑ
περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΕ ε�θε*ας. ο� παρεµπ*πτει δ�V ο�κ Zρα τ�ς περιεχοµ�νης γων*ας Eπ	
τε τ�ς ΒΑ ε�θε*ας κα0 τ�ς ΓΘΑ περιφερε*ας 1σται µε*ζων A$ε�α Eπ; ε�θει9ν περιεχοµ�νη,
ο�δ� µ�ν �λ-ττων τ�ς περιεχοµ�νης Eπ	 τε τ�ς ΓΘΑ περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΕ ε�θε*ας.
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Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι 6 τ�@ διαµ�τρω7 τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π( Zκρας �γοµ�νη
�φ-πτεται τοI κ8κλου [κα0 Dτι ε�θε�α κ8κλου καθ( oν µ	νον �φ-πτεται σηµε�ον, �πειδ"περ
κα0 6 κατ? δ8ο α�τ97 συµβ-λλουσα �ντ;ς α�τοI π*πτουσα �δε*χθη]. Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιζ́
+Απ; τοI δοθ�ντος σηµε*ου τοI δοθ�ντος κ8κλου �φαπτοµ�νην ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν σηµε�ον τ; Α, b δ� δοθε0ς κ8κλος b ΒΓ∆V δε� δ� �π; τοI Α σηµε*ου
τοI ΒΓ∆ κ8κλου �φαπτοµ�νην ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI κ8κλου τ; Ε, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΕ, κα0 κ�ντρω7 µ�ν τ97 Ε
διαστ"µατι δ� τ97 ΕΑ κ8κλος γεγρ-φθω b ΑΖΗ, κα0 �π; τοI ∆ τ�@ ΕΑ πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ∆Ζ,
κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΖ, ΑΒV λ�γω, Dτι �π; τοI Α σηµε*ου τοI ΒΓ∆ κ8κλου �φαπτοµ�νη
kκται 6 ΑΒ.
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+Επε0 γ?ρ τ; Ε κ�ντρον �στ0 τ9ν ΒΓ∆, ΑΖΗ κ8κλων, %ση Zρα �στ0ν 6 µ�ν ΕΑ τ�@ ΕΖ, 6 δ�
Ε∆ τ�@ ΕΒV δ8ο δ� α= ΑΕ, ΕΒ δ8ο τα�ς ΖΕ, Ε∆ %σαι εJσ*νV κα0 γων*αν κοιν�ν περι�χουσι τ�ν
πρ;ς τ97 ΕV β-σις Zρα 6 ∆Ζ β-σει τ�@ ΑΒ %ση �στ*ν, κα0 τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον τ97 ΕΒΑ τριγSνω7
%σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αιςV %ση Zρα 6 Eπ; Ε∆Ζ τ�@ Eπ; ΕΒΑ. Aρθ�
δ� 6 Eπ; Ε∆ΖV Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; ΕΒΑ. κα* �στιν 6 ΕΒ �κ τοI κ�ντρουV 6 δ� τ�@ διαµ�τρω7
τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π( Zκρας �γοµ�νη �φ-πτεται τοI κ8κλουV 6 ΑΒ Zρα �φ-πτεται τοI
ΒΓ∆ κ8κλου.

+Απ; τοI Zρα δοθ�ντος σηµε*ου τοI Α τοI δοθ�ντος κ8κλου τοI ΒΓ∆ �φαπτοµ�νη ε�θε�α
γραµµ� kκται 6 ΑΒV Dπερ 1δει ποι�σαι.
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Γ́ .ιή
+Ε?ν κ8κλου �φ-πτητα* τις ε�θε�α, �π; δ� τοI κ�ντρου �π0 τ�ν :φ�ν �πιζευχθ�@ τις ε�θε�α, 6
�πιζευχθε�σα κ-θετος 1σται �π0 τ�ν �φαπτοµ�νην.

Κ8κλου γ?ρ τοI ΑΒΓ �φαπτ�σθω τις ε�θε�α 6 ∆Ε κατ? τ; Γ σηµε�ον, κα0 εJλ"φθω τ;
κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου τ; Ζ, κα0 �π; τοI Ζ �π0 τ; Γ �πεζε8χθω 6 ΖΓV λ�γω, Dτι 6 ΖΓ
κ-θετ	ς �στιν �π0 τ�ν ∆Ε.

ΕJ γ?ρ µ", Fχθω �π; τοI Ζ �π0 τ�ν ∆Ε κ-θετος 6 ΖΗ.
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+Επε0 οYν 6 Eπ; ΖΗΓ γων*α Aρθ" �στιν, A$ε�α Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΖΓΗV Eπ; δ� τ�ν µε*ζονα
γων*αν 6 µε*ζων πλευρ? Eποτε*νειV µε*ζων Zρα 6 ΖΓ τ�ς ΖΗV %ση δ� 6 ΖΓ τ�@ ΖΒV µε*ζων Zρα
κα0 6 ΖΒ τ�ς ΖΗ 6 �λ-ττων τ�ς µε*ζονοςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 ΖΗ κ-θετ	ς �στιν
�π0 τ�ν ∆Ε. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( Zλλη τις πλ�ν τ�ς ΖΓV 6 ΖΓ Zρα κ-θετ	ς �στιν �π0
τ�ν ∆Ε.

+Ε?ν Zρα κ8κλου �φ-πτητα* τις ε�θε�α, �π; δ� τοI κ�ντρου �π0 τ�ν :φ�ν �πιζευχθ�@ τις
ε�θε�α, 6 �πιζευχθε�σα κ-θετος 1σται �π0 τ�ν �φαπτοµ�νηνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .ιθ́
+Ε?ν κ8κλου �φ-πτητα* τις ε�θε�α, �π; δ� τ�ς :φ�ς τ�@ �φαπτοµ�νη@ πρ;ς Aρθ?ς [γων*ας]
ε�θε�α γραµµ� �χθ�@, �π0 τ�ς �χθε*σης 1σται τ; κ�ντρον τοI κ8κλου.

Κ8κλου γ?ρ τοI ΑΒΓ �φαπτ�σθω τις ε�θε�α 6 ∆Ε κατ? τ; Γ σηµε�ον, κα0 �π; τοI Γ τ�@
∆Ε πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ΓΑV λ�γω, Dτι �π0 τ�ς ΑΓ �στι τ; κ�ντρον τοI κ8κλου.

Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, 1στω τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΓΖ.
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+Επε0 [οYν] κ8κλου τοI ΑΒΓ �φ-πτετα* τις ε�θε�α 6 ∆Ε, �π; δ� τοI κ�ντρου �π0 τ�ν :φ�ν
�π�ζευκται 6 ΖΓ, 6 ΖΓ Zρα κ-θετ	ς �στιν �π0 τ�ν ∆ΕV Aρθ� Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΖΓΕ. �στ0 δ�
κα0 6 Eπ; ΑΓΕ Aρθ"V %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΖΓΕ τ�@ Eπ; ΑΓΕ 6 �λ-ττων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα τ; Ζ κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ κ8κλου. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( Zλλο
τι πλ�ν �π0 τ�ς ΑΓ.

+Ε?ν Zρα κ8κλου �φ-πτητα* τις ε�θε�α, �π; δ� τ�ς :φ�ς τ�@ �φαπτοµ�νη@ πρ;ς Aρθ?ς ε�θε�α
γραµµ� �χθ�@, �π0 τ�ς �χθε*σης 1σται τ; κ�ντρον τοI κ8κλουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κ́

+Εν κ8κλω7 6 πρ;ς τ97 κ�ντρω7 γων*α διπλασ*ων �στ0 τ�ς πρ;ς τ�@ περιφερε*αc, Dταν τ�ν α�τ�ν
περιφ�ρειαν β-σιν 1χωσιν α= γων*αι.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, κα0 πρ;ς µ�ν τ97 κ�ντρω7 α�τοI γων*α 1στω 6 Eπ; ΒΕΓ, πρ;ς
δ� τ�@ περιφερε*αc 6 Eπ; ΒΑΓ, �χ�τωσαν δ� τ�ν α�τ�ν περιφ�ρειαν β-σιν τ�ν ΒΓV λ�γω, Dτι
διπλασ*ων �στ0ν 6 Eπ; ΒΕΓ γων*α τ�ς Eπ; ΒΑΓ.

+Επιζευχθε�σα γ?ρ 6 ΑΕ δι"χθω �π0 τ; Ζ.
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+Επε0 οYν %ση �στ0ν 6 ΕΑ τ�@ ΕΒ, %ση κα0 γων*α 6 Eπ; ΕΑΒ τ�@ Eπ; ΕΒΑV α= Zρα Eπ; ΕΑΒ,
ΕΒΑ γων*αι τ�ς Eπ; ΕΑΒ διπλασ*ους εJσ*ν. %ση δ� 6 Eπ; ΒΕΖ τα�ς Eπ; ΕΑΒ, ΕΒΑV κα0 6
Eπ; ΒΕΖ Zρα τ�ς Eπ; ΕΑΒ �στι διπλ�. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ΖΕΓ τ�ς Eπ; ΕΑΓ �στι
διπλ�. Dλη Zρα 6 Eπ; ΒΕΓ Dλης τ�ς Eπ; ΒΑΓ �στι διπλ�.

Κεκλ-σθω δ� π-λιν, κα0 1στω )τ�ρα γων*α 6 Eπ; Β∆Γ, κα0 �πιζευχθε�σα 6 ∆Ε �κβεβλ"σθω
�π0 τ; Η. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι διπλ� �στιν 6 Eπ; ΗΕΓ γων*α τ�ς Eπ; Ε∆Γ, gν 6 Eπ;
ΗΕΒ διπλ� �στι τ�ς Eπ; Ε∆ΒV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΒΕΓ διπλ� �στι τ�ς Eπ; Β∆Γ.

+Εν κ8κλω7 Zρα 6 πρ;ς τ97 κ�ντρω7 γων*α διπλασ*ων �στ0 τ�ς πρ;ς τ�@ περιφερε*αc, Dταν τ�ν
α�τ�ν περιφ�ρειαν β-σιν 1χωσιν [α= γων*αι]V Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κά

+Εν κ8κλω7 α= �ν τ97 α�τ97 τµ"µατι γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, κα0 �ν τ97 α�τ97 τµ"µατι τ97 ΒΑΕ∆ γων*αι 1στωσαν α= Eπ; ΒΑ∆,
ΒΕ∆V λ�γω, Dτι α= Eπ; ΒΑ∆, ΒΕ∆ γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου τ; κ�ντρον, κα0 1στω τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΒΖ,
Ζ∆.

Κα0 �πε0 6 µ�ν Eπ; ΒΖ∆ γων*α πρ;ς τ97 κ�ντρω7 �στ*ν, 6 δ� Eπ; ΒΑ∆ πρ;ς τ�@ περιφερε*αc,
κα0 1χουσι τ�ν α�τ�ν περιφ�ρειαν β-σιν τ�ν ΒΓ∆, 6 Zρα Eπ; ΒΖ∆ γων*α διπλασ*ων �στ0 τ�ς
Eπ; ΒΑ∆. δι? τ? α�τ? δ� 6 Eπ; ΒΖ∆ κα0 τ�ς Eπ; ΒΕ∆ �στι διπλασ*ωνV %ση Zρα 6 Eπ; ΒΑ∆
τ�@ Eπ; ΒΕ∆.

+Εν κ8κλω7 Zρα α= �ν τ97 α�τ97 τµ"µατι γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κβ́

Τ9ν �ν το�ς κ8κλοις τετραπλε8ρων α= �πεναντ*ον γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, κα0 �ν α�τ97 τετρ-πλευρον 1στω τ; ΑΒΓ∆V λ�γω, Dτι α= �πεναντ*ον
γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

+Επεζε8χθωσαν α= ΑΓ, Β∆.
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+Επε0 οYν παντ;ς τριγSνου α= τρε�ς γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν, τοI ΑΒΓ Zρα τριγSνου
α= τρε�ς γων*αι α= Eπ; ΓΑΒ, ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. %ση δ� 6 µ�ν Eπ; ΓΑΒ τ�@
Eπ; Β∆ΓV �ν γ?ρ τ97 α�τ97 τµ"µατ* εJσι τ97 ΒΑ∆ΓV 6 δ� Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; Α∆ΒV �ν γ?ρ τ97
α�τ97 τµ"µατ* εJσι τ97 Α∆ΓΒV Dλη Zρα 6 Eπ; Α∆Γ τα�ς Eπ; ΒΑΓ, ΑΓΒ %ση �στ*ν. κοιν�
προσκε*σθω 6 Eπ; ΑΒΓV α= Zρα Eπ; ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ τα�ς Eπ; ΑΒΓ, Α∆Γ %σαι εJσ*ν. �λλ(
α= Eπ; ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. κα0 α= Eπ; ΑΒΓ, Α∆Γ Zρα δυσ0ν Aρθα�ς
%σαι εJσ*ν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 α= Eπ; ΒΑ∆, ∆ΓΒ γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.

Τ9ν Zρα �ν το�ς κ8κλοις τετραπλε8ρων α= �πεναντ*ον γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV Dπερ
1δει δε�$αι.

Γ́ .κγ́
+Επ0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας δ8ο τµ"µατα κ8κλων Dµοια κα0 Zνισα ο� συσταθ"σεται �π0 τ? α�τ?
µ�ρη.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, �π0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας τ�ς ΑΒ δ8ο τµ"µατα κ8κλων Dµοια κα0 Zνισα
συνεστ-τω �π0 τ? α�τ? µ�ρη τ? ΑΓΒ, Α∆Β, κα0 δι"χθω 6 ΑΓ∆, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΓΒ,
∆Β.

+Επε0 οYν Dµοι	ν �στι τ; ΑΓΒ τµ�µα τ97 Α∆Β τµ"µατι, Dµοια δ� τµ"µατα κ8κλων �στ0
τ? δεχ	µενα γων*ας %σας, %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΑΓΒ γων*α τ�@ Eπ; Α∆Β 6 �κτ;ς τ�@ �ντ	ςV
Dπερ �στ0ν �δ8νατον.
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Ο�κ Zρα �π0 τ�ς α�τ�ς ε�θε*ας δ8ο τµ"µατα κ8κλων Dµοια κα0 Zνισα συσταθ"σεται �π0
τ? α�τ? µ�ρηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κδ́
Τ? �π0 %σων ε�θει9ν Dµοια τµ"µατα κ8κλων %σα �λλ"λοις �στ*ν.

RΕστωσαν γ?ρ �π0 %σων ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, Γ∆ Dµοια τµ"µατα κ8κλων τ? ΑΕΒ, ΓΖ∆V λ�γω,
Dτι %σον �στ0 τ; ΑΕΒ τµ�µα τ97 ΓΖ∆ τµ"µατι.
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+Εφαρµοζοµ�νου γ?ρ τοI ΑΕΒ τµ"µατος �π0 τ; ΓΖ∆ κα0 τιθεµ�νου τοI µ�ν Α σηµε*ου
�π0 τ; Γ τ�ς δ� ΑΒ ε�θε*ας �π0 τ�ν Γ∆, �φαρµ	σει κα0 τ; Β σηµε�ον �π0 τ; ∆ σηµε�ον δι? τ;
%σην ε ν̂αι τ�ν ΑΒ τ�@ Γ∆V τ�ς δ� ΑΒ �π0 τ�ν Γ∆ �φαρµοσ-σης �φαρµ	σει κα0 τ; ΑΕΒ τµ�µα
�π0 τ; ΓΖ∆. εJ γ?ρ 6 ΑΒ ε�θε�α �π0 τ�ν Γ∆ �φαρµ	σει, τ; δ� ΑΕΒ τµ�µα �π0 τ; ΓΖ∆ µ�
�φαρµ	σει, Fτοι �ντ;ς α�τοI πεσε�ται P �κτ;ς P παραλλ-$ει jς τ; ΓΗ∆, κα0 κ8κλος κ8κλον
τ�µνει κατ? πλε*ονα σηµε�α P δ8οV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα �φαρµοζοµ�νης τ�ς ΑΒ
ε�θε*ας �π0 τ�ν Γ∆ ο�κ �φαρµ	σει κα0 τ; ΑΕΒ τµ�µα �π0 τ; ΓΖ∆V �φαρµ	σει Zρα, κα0 %σον
α�τ97 1σται.

Τ? Zρα �π0 %σων ε�θει9ν Dµοια τµ"µατα κ8κλων %σα �λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κέ
Κ8κλου τµ"µατος δοθ�ντος προσαναγρ-ψαι τ;ν κ8κλον, ο�π�ρ �στι τµ�µα.

RΕστω τ; δοθ�ν τµ�µα κ8κλου τ; ΑΒΓV δε� δ� τοI ΑΒΓ τµ"µατος προσαναγρ-ψαι τ;ν
κ8κλον, ο�π�ρ �στι τµ�µα.

Τετµ"σθω γ?ρ 6 ΑΓ δ*χα κατ? τ; ∆, κα0 Fχθω �π; τοI ∆ σηµε*ου τ�@ ΑΓ πρ;ς Aρθ?ς 6
∆Β, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΒV 6 Eπ; ΑΒ∆ γων*α Zρα τ�ς Eπ; ΒΑ∆ Fτοι µε*ζων �στ0ν P %ση P
�λ-ττων.
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RΕστω πρ	τερον µε*ζων, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΒΑ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7
τ97 Α τ�@ Eπ; ΑΒ∆ γων*αc %ση 6 Eπ; ΒΑΕ, κα0 δι"χθω 6 ∆Β �π0 τ; Ε, κα0 �πεζε8χθω 6
ΕΓ. �πε0 οYν %ση �στ0ν 6 Eπ; ΑΒΕ γων*α τ�@ Eπ; ΒΑΕ, %ση Zρα �στ0 κα0 6 ΕΒ ε�θε�α τ�@
ΕΑ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ∆Γ, κοιν� δ� 6 ∆Ε, δ8ο δ� α= Α∆, ∆Ε δ8ο τα�ς Γ∆, ∆Ε
%σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; Α∆Ε γων*αc τ�@ Eπ; Γ∆Ε �στιν %σηV Aρθ� γ?ρ
)κατ�ραV β-σις Zρα 6 ΑΕ β-σει τ�@ ΓΕ �στιν %ση. �λλ? 6 ΑΕ τ�@ ΒΕ �δε*χθη %σηV κα0 6 ΒΕ
Zρα τ�@ ΓΕ �στιν %σηV α= τρε�ς Zρα α= ΑΕ, ΕΒ, ΕΓ %σαι �λλ"λαις εJσ*νV b Zρα κ�ντρω7 τ97 Ε
διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν ΑΕ, ΕΒ, ΕΓ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν σηµε*ων κα0
1σται προσαναγεγραµµ�νος. κ8κλου Zρα τµ"µατος δοθ�ντος προσαναγ�γραπται b κ8κλος.
κα0 δ�λον, jς τ; ΑΒΓ τµ�µα 1λαττ	ν �στιν 6µικυκλ*ου δι? τ; τ; Ε κ�ντρον �κτ;ς α�τοI
τυγχ-νειν.

MΟµο*ως [δ�] κlν k@ 6 Eπ; ΑΒ∆ γων*α %ση τ�@ Eπ; ΒΑ∆, τ�ς Α∆ %σης γενοµ�νης )κατ�ραc
τ9ν Β∆, ∆Γ α= τρε�ς α= ∆Α, ∆Β, ∆Γ %σαι �λλ"λαις 1σονται, κα0 1σται τ; ∆ κ�ντρον τοI
προσαναπεπληρωµ�νου κ8κλου, κα0 δηλαδ� 1σται τ; ΑΒΓ 6µικ8κλιον.

+Ε?ν δ� 6 Eπ; ΑΒ∆ �λ-ττων k@

�

�

�

��

Α

Β

Γ

∆
Ε

τ�ς Eπ; ΒΑ∆, κα0 συστησSµεθα πρ;ς τ�@ ΒΑ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@
Eπ; ΑΒ∆ γων*αc %σην, �ντ;ς τοI ΑΒΓ τµ"µατος πεσε�ται τ; κ�ντρον �π0 τ�ς ∆Β, κα0 1σται
δηλαδ� τ; ΑΒΓ τµ�µα µε�ζον 6µικυκλ*ου.

Κ8κλου Zρα τµ"µατος δοθ�ντος προσαναγ�γραπται b κ8κλοςV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Γ́ .κ3́
+Εν το�ς %σοις κ8κλοις α= %σαι γων*αι �π0 %σων περιφερει9ν βεβ"κασιν, �-ν τε πρ;ς το�ς
κ�ντροις �-ν τε πρ;ς τα�ς περιφερε*αις >σι βεβηκυ�αι.

RΕστωσαν %σοι κ8κλοι ο= ΑΒΓ, ∆ΕΖ κα0 �ν α�το�ς %σαι γων*αι 1στωσαν πρ;ς µ�ν το�ς
κ�ντροις α= Eπ; ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρ;ς δ� τα�ς περιφερε*αις α= Eπ; ΒΑΓ, Ε∆ΖV λ�γω, Dτι %ση �στ0ν
6 ΒΚΓ περιφ�ρεια τ�@ ΕΛΖ περιφερε*αc.
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+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΒΓ, ΕΖ.
Κα0 �πε0 %σοι εJσ0ν ο= ΑΒΓ, ∆ΕΖ κ8κλοι, %σαι εJσ0ν α= �κ τ9ν κ�ντρωνV δ8ο δ� α= ΒΗ,

ΗΓ δ8ο τα�ς ΕΘ, ΘΖ %σαιV κα0 γων*α 6 πρ;ς τ97 Η γων*αc τ�@ πρ;ς τ97 Θ %σηV β-σις Zρα 6 ΒΓ
β-σει τ�@ ΕΖ �στιν %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 πρ;ς τ97 Α γων*α τ�@ πρ;ς τ97 ∆, Dµοιον Zρα �στ0
τ; ΒΑΓ τµ�µα τ97 Ε∆Ζ τµ"µατιV κα* εJσιν �π0 %σων ε�θει9ν [τ9ν ΒΓ, ΕΖ]V τ? δ� �π0 %σων
ε�θει9ν Dµοια τµ"µατα κ8κλων %σα �λλ"λοις �στ*νV %σον Zρα τ; ΒΑΓ τµ�µα τ97 Ε∆Ζ. 1στι
δ� κα0 Dλος b ΑΒΓ κ8κλος Dλω7 τ97 ∆ΕΖ κ8κλω7 %σοςV λοιπ� Zρα 6 ΒΚΓ περιφ�ρεια τ�@ ΕΛΖ
περιφερε*αc �στ0ν %ση.

+Εν Zρα το�ς %σοις κ8κλοις α= %σαι γων*αι �π0 %σων περιφερει9ν βεβ"κασιν, �-ν τε πρ;ς
το�ς κ�ντροις �-ν τε πρ;ς τα�ς περιφερε*αις >σι βεβηκυ�αιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κζ́
+Εν το�ς %σοις κ8κλοις α= �π0 %σων περιφερει9ν βεβηκυ�αι γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, �-ν τε
πρ;ς το�ς κ�ντροις �-ν τε πρ;ς τα�ς περιφερε*αις >σι βεβηκυ�αι.
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+Εν γ?ρ %σοις κ8κλοις το�ς ΑΒΓ, ∆ΕΖ �π0 %σων περιφερει9ν τ9ν ΒΓ, ΕΖ πρ;ς µ�ν το�ς Η,
Θ κ�ντροις γων*αι βεβηκ�τωσαν α= Eπ; ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρ;ς δ� τα�ς περιφερε*αις α= Eπ; ΒΑΓ,
Ε∆ΖV λ�γω, Dτι 6 µ�ν Eπ; ΒΗΓ γων*α τ�@ Eπ; ΕΘΖ �στιν %ση, 6 δ� Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Ε∆Ζ
�στιν %ση.
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ΕJ γ?ρ Zνισ	ς �στιν 6 Eπ; ΒΗΓ τ�@ Eπ; ΕΘΖ, µ*α α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων 6 Eπ;
ΒΗΓ, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΒΗ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Η τ�@ Eπ; ΕΘΖ γων*αc
%ση 6 Eπ; ΒΗΚV α= δ� %σαι γων*αι �π0 %σων περιφερει9ν βεβ"κασιν, Dταν πρ;ς το�ς κ�ντροις
>σινV %ση Zρα 6 ΒΚ περιφ�ρεια τ�@ ΕΖ περιφερε*αc. �λλ? 6 ΕΖ τ�@ ΒΓ �στιν %σηV κα0 6 ΒΚ
Zρα τ�@ ΒΓ �στιν %ση 6 �λ-ττων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα Zνισ	ς �στιν 6 Eπ;
ΒΗΓ γων*α τ�@ Eπ; ΕΘΖV %ση Zρα. κα* �στι τ�ς µ�ν Eπ; ΒΗΓ 6µ*σεια 6 πρ;ς τ97 Α, τ�ς δ�
Eπ; ΕΘΖ 6µ*σεια 6 πρ;ς τ97 ∆V %ση Zρα κα0 6 πρ;ς τ97 Α γων*α τ�@ πρ;ς τ97 ∆.

+Εν Zρα το�ς %σοις κ8κλοις α= �π0 %σων περιφερει9ν βεβηκυ�αι γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν,
�-ν τε πρ;ς το�ς κ�ντροις �-ν τε πρ;ς τα�ς περιφερε*αις >σι βεβηκυ�αιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κή
+Εν το�ς %σοις κ8κλοις α= %σαι ε�θε�αι %σας περιφερε*ας �φαιροIσι τ�ν µ�ν µε*ζονα τ�@ µε*ζονι
τ�ν δ� �λ-ττονα τ�@ �λ-ττονι.

RΕστωσαν %σοι κ8κλοι ο= ΑΒΓ, ∆ΕΖ, κα0 �ν το�ς κ8κλοις %σαι ε�θε�αι 1στωσαν α= ΑΒ,
∆Ε τ?ς µ�ν ΑΓΒ, ∆ΖΕ περιφερε*ας µε*ζονας �φαιροIσαι τ?ς δ� ΑΗΒ, ∆ΘΕ �λ-ττοναςV
λ�γω, Dτι 6 µ�ν ΑΓΒ µε*ζων περιφ�ρεια %ση �στ0 τ�@ ∆ΖΕ µε*ζονι περιφερε*αc, 6 δ� ΑΗΒ
�λ-ττων περιφ�ρεια τ�@ ∆ΘΕ.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τ? κ�ντρα τ9ν κ8κλων τ? Κ, Λ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΚ, ΚΒ, ∆Λ, ΛΕ.
Κα0 �πε0 %σοι κ8κλοι εJσ*ν, %σαι εJσ0 κα0 α= �κ τ9ν κ�ντρωνV δ8ο δ� α= ΑΚ, ΚΒ δυσ0 τα�ς

∆Λ, ΛΕ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις 6 ΑΒ β-σει τ�@ ∆Ε %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ΑΚΒ γων*αc τ�@ Eπ;
∆ΛΕ %ση �στ*ν. α= δ� %σαι γων*αι �π0 %σων περιφερει9ν βεβ"κασιν, Dταν πρ;ς το�ς κ�ντροις
>σινV %ση Zρα 6 ΑΗΒ περιφ�ρεια τ�@ ∆ΘΕ. �στ0 δ� κα0 Dλος b ΑΒΓ κ8κλος Dλω7 τ97 ∆ΕΖ
κ8κλω7 %σοςV κα0 λοιπ� Zρα 6 ΑΓΒ περιφ�ρεια λοιπ�@ τ�@ ∆ΖΕ περιφερε*αc %ση �στ*ν.

+Εν Zρα το�ς %σοις κ8κλοις α= %σαι ε�θε�αι %σας περιφερε*ας �φαιροIσι τ�ν µ�ν µε*ζονα τ�@
µε*ζονι τ�ν δ� �λ-ττονα τ�@ �λ-ττονιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .κθ́
+Εν το�ς %σοις κ8κλοις τ?ς %σας περιφερε*ας %σαι ε�θε�αι Eποτε*νουσιν.

RΕστωσαν %σοι κ8κλοι ο= ΑΒΓ, ∆ΕΖ, κα0 �ν α�το�ς %σαι περιφ�ρειαι �πειλ"φθωσαν α=
ΒΗΓ, ΕΘΖ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΒΓ, ΕΖ ε�θε�αιV λ�γω, Dτι %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ΕΖ.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τ? κ�ντρα τ9ν κ8κλων, κα0 1στω τ? Κ, Λ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΒΚ, ΚΓ,
ΕΛ, ΛΖ.
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Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΗΓ περιφ�ρεια τ�@ ΕΘΖ περιφερε*αc, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΚΓ
τ�@ Eπ; ΕΛΖ. κα0 �πε0 %σοι εJσ0ν ο= ΑΒΓ, ∆ΕΖ κ8κλοι, %σαι εJσ0 κα0 α= �κ τ9ν κ�ντρωνV δ8ο
δ� α= ΒΚ, ΚΓ δυσ0 τα�ς ΕΛ, ΛΖ %σαι εJσ*νV κα0 γων*ας %σας περι�χουσινV β-σις Zρα 6 ΒΓ
β-σει τ�@ ΕΖ %ση �στ*ν.

+Εν Zρα το�ς %σοις κ8κλοις τ?ς %σας περιφερε*ας %σαι ε�θε�αι Eποτε*νουσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .λ́
Τ�ν δοθε�σαν περιφ�ρειαν δ*χα τεµε�ν.

RΕστω 6 δοθε�σα περιφ�ρεια 6 Α∆ΒV δε� δ� τ�ν Α∆Β περιφ�ρειαν δ*χα τεµε�ν.
+Επεζε8χθω 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω δ*χα κατ? τ; Γ, κα0 �π; τοI Γ σηµε*ου τ�@ ΑΒ ε�θε*αc

πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 Γ∆, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Α∆, ∆Β.
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Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ, κοιν� δ� 6 Γ∆, δ8ο δ� α= ΑΓ, Γ∆ δυσ0 τα�ς ΒΓ, Γ∆ %σαι
εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΓ∆ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΓ∆ %σηV Aρθ� γ?ρ )κατ�ραV β-σις Zρα 6 Α∆
β-σει τ�@ ∆Β %ση �στ*ν. α= δ� %σαι ε�θε�αι %σας περιφερε*ας �φαιροIσι τ�ν µ�ν µε*ζονα τ�@
µε*ζονι τ�ν δ� �λ-ττονα τ�@ �λ-ττονιV κα* �στιν )κατ�ρα τ9ν Α∆, ∆Β περιφερει9ν �λ-ττων
6µικυκλ*ουV %ση Zρα 6 Α∆ περιφ�ρεια τ�@ ∆Β περιφερε*αc.

MΗ Zρα δοθε�σα περιφ�ρεια δ*χα τ�τµηται κατ? τ; ∆ σηµε�ονV Dπερ 1δει ποι�σαι.
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Γ́ .λά
+Εν κ8κλω7 6 µ�ν �ν τ97 6µικυκλ*ω7 γων*α Aρθ" �στιν, 6 δ� �ν τ97 µε*ζονι τµ"µατι �λ-ττων
Aρθ�ς, 6 δ� �ν τ97 �λ-ττονι τµ"µατι µε*ζων Aρθ�ςV κα0 1τι 6 µ�ν τοI µε*ζονος τµ"µατος γων*α
µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς, 6 δ� τοI �λ-ττονος τµ"µατος γων*α �λ-ττων Aρθ�ς.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆, δι-µετρος δ� α�τοI 1στω 6 ΒΓ, κ�ντρον δ� τ; Ε, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΒΑ, ΑΓ, Α∆, ∆ΓV λ�γω, Dτι 6 µ�ν �ν τ97 ΒΑΓ 6µικυκλ*ω7 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ Aρθ" �στιν,
6 δ� �ν τ97 ΑΒΓ µε*ζονι τοI 6µικυκλ*ου τµ"µατι γων*α 6 Eπ; ΑΒΓ �λ-ττων �στ0ν Aρθ�ς, 6
δ� �ν τ97 Α∆Γ �λ-ττονι τοI 6µικυκλ*ου τµ"µατι γων*α 6 Eπ; Α∆Γ µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς.

+Επεζε8χθω 6 ΑΕ, κα0 δι"χθω 6 ΒΑ �π0 τ; Ζ.
Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΕ τ�@ ΕΑ, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΕ τ�@ Eπ; ΒΑΕ. π-λιν, �πε0

%ση �στ0ν 6 ΓΕ τ�@ ΕΑ, %ση �στ0 κα0 6 Eπ; ΑΓΕ τ�@ Eπ; ΓΑΕV Dλη Zρα 6 Eπ; ΒΑΓ δυσ0 τα�ς
Eπ; ΑΒΓ, ΑΓΒ %ση �στ*ν. �στ0 δ� κα0 6 Eπ; ΖΑΓ �κτ;ς τοI ΑΒΓ τριγSνου δυσ0 τα�ς Eπ;
ΑΒΓ, ΑΓΒ γων*αις %σηV %ση Zρα κα0 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�@ Eπ; ΖΑΓV Aρθ� Zρα )κατ�ραV 6
Zρα �ν τ97 ΒΑΓ 6µικυκλ*ω7 γων*α 6 Eπ; ΒΑΓ Aρθ" �στιν.

Κα0 �πε0 τοI ΑΒΓ τριγSνου δ8ο γων*αι α= Eπ; ΑΒΓ, ΒΑΓ δ8ο Aρθ9ν �λ-ττον�ς εJσιν,
Aρθ� δ� 6 Eπ; ΒΑΓ, �λ-ττων Zρα Aρθ�ς �στιν 6 Eπ; ΑΒΓ γων*αV κα* �στιν �ν τ97 ΑΒΓ µε*ζονι
τοI 6µικυκλ*ου τµ"µατι.

Κα0 �πε0 �ν κ8κλω7 τετρ-πλευρ	ν �στι τ; ΑΒΓ∆, τ9ν δ� �ν το�ς κ8κλοις τετραπλε8ρων α=
�πεναντ*ον γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν [α= Zρα Eπ; ΑΒΓ, Α∆Γ γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι
εJσ*ν], κα* �στιν 6 Eπ; ΑΒΓ �λ-ττων Aρθ�ςV λοιπ� Zρα 6 Eπ; Α∆Γ γων*α µε*ζων Aρθ�ς �στινV
κα* �στιν �ν τ97 Α∆Γ �λ-ττονι τοI 6µικυκλ*ου τµ"µατι.

Λ�γω, Dτι κα0 6 µ�ν τοI µε*ζονος τµ"µατος γων*α 6 περιεχοµ�νη Eπ	 [τε] τ�ς ΑΒΓ
περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΓ ε�θε*ας µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς, 6 δ� τοI �λ-ττονος τµ"µατος γων*α 6
περιεχοµ�νη Eπ	 [τε] τ�ς Α∆[Γ] περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΓ ε�θε*ας �λ-ττων �στ0ν Aρθ�ς. κα*
�στιν α�τ	θεν φανερ	ν. �πε0 γ?ρ 6 Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ ε�θει9ν Aρθ" �στιν, 6 Zρα Eπ; τ�ς ΑΒΓ
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περιφερε*ας κα0 τ�ς ΑΓ ε�θε*ας περιεχοµ�νη µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς. π-λιν, �πε0 6 Eπ; τ9ν ΑΓ,
ΑΖ ε�θει9ν Aρθ" �στιν, 6 Zρα Eπ; τ�ς ΓΑ ε�θε*ας κα0 τ�ς Α∆[Γ] περιφερε*ας περιεχοµ�νη
�λ-ττων �στ0ν Aρθ�ς.

+Εν κ8κλω7 Zρα 6 µ�ν �ν τ97 6µικυκλ*ω7 γων*α Aρθ" �στιν, 6 δ� �ν τ97 µε*ζονι τµ"µατι
�λ-ττων Aρθ�ς, 6 δ� �ν τ97 �λ-ττονι [τµ"µατι] µε*ζων Aρθ�ς, κα0 1τι 6 µ�ν τοI µε*ζονος
τµ"µατος [γων*α] µε*ζων [�στ0ν] Aρθ�ς, 6 δ� τοI �λ-ττονος τµ"µατος [γων*α] �λ-ττων Aρθ�ςV
Dπερ 1δει δε�$αι.

[

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν [6] µ*α γων*α τριγSνου τα�ς δυσ0ν %ση k@, Aρθ" �στιν 6
γων*α δι? τ; κα0 τ�ν �κε*νης �κτ;ς τα�ς α�τα�ς %σην ε ν̂αιV �?ν δ� α= �φε$�ς %σαι >σιν, Aρθα*
εJσιν.]

Γ́ .λβ́
+Ε?ν κ8κλου �φ-πτητα* τις ε�θε�α, �π; δ� τ�ς :φ�ς εJς τ;ν κ8κλον διαχθ�@ τις ε�θε�α τ�µνουσα
τ;ν κ8κλον, _ς ποιε� γων*ας πρ;ς τ�@ �φαπτοµ�νη@, %σαι 1σονται τα�ς �ν το�ς �ναλλ?$ τοI
κ8κλου τµ"µασι γων*αις.
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Κ8κλου γ?ρ τοI ΑΒΓ∆ �φαπτ�σθω τις ε�θε�α 6 ΕΖ κατ? τ; Β σηµε�ον, κα0 �π; τοI
Β σηµε*ου δι"χθω τις ε�θε�α εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τ�µνουσα α�τ;ν 6 Β∆. λ�γω, Dτι _ς
ποιε� γων*ας 6 Β∆ µετ? τ�ς ΕΖ �φαπτοµ�νης, %σαι 1σονται τα�ς �ν το�ς �ναλλ?$ τµ"µασι
τοI κ8κλου γων*αις, τουτ�στιν, Dτι 6 µ�ν Eπ; ΖΒ∆ γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 ΒΑ∆ τµ"µατι
συνισταµ�νη@ γων*αc, 6 δ� Eπ; ΕΒ∆ γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 ∆ΓΒ τµ"µατι συνισταµ�νη@ γων*αc.

RΗχθω γ?ρ �π; τοI Β τ�@ ΕΖ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΒΑ, κα0 εJλ"φθω �π0 τ�ς Β∆ περιφερε*ας τυχ;ν
σηµε�ον τ; Γ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Α∆, ∆Γ, ΓΒ.
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Κα0 �πε0 κ8κλου τοI ΑΒΓ∆ �φ-πτετα* τις ε�θε�α 6 ΕΖ κατ? τ; Β, κα0 �π; τ�ς :φ�ς
kκται τ�@ �φαπτοµ�νη@ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΒΑ, �π0 τ�ς ΒΑ Zρα τ; κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου.
6 ΒΑ Zρα δι-µετρ	ς �στι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλουV 6 Zρα Eπ; Α∆Β γων*α �ν 6µικυκλ*ω7 οYσα
Aρθ" �στιν. λοιπα0 Zρα α= Eπ; ΒΑ∆, ΑΒ∆ µιHc Aρθ�@ %σαι εJσ*ν. �στ0 δ� κα0 6 Eπ; ΑΒΖ Aρθ"V
6 Zρα Eπ; ΑΒΖ %ση �στ0 τα�ς Eπ; ΒΑ∆, ΑΒ∆. κοιν� �φη@ρ"σθω 6 Eπ; ΑΒ∆V λοιπ� Zρα 6
Eπ; ∆ΒΖ γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 �ναλλ?$ τµ"µατι τοI κ8κλου γων*αc τ�@ Eπ; ΒΑ∆. κα0 �πε0
�ν κ8κλω7 τετρ-πλευρ	ν �στι τ; ΑΒΓ∆, α= �πεναντ*ον α�τοI γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.
εJσ0 δ� κα0 α= Eπ; ∆ΒΖ, ∆ΒΕ δυσ0ν Aρθα�ς %σαιV α= Zρα Eπ; ∆ΒΖ, ∆ΒΕ τα�ς Eπ; ΒΑ∆,
ΒΓ∆ %σαι εJσ*ν, gν 6 Eπ; ΒΑ∆ τ�@ Eπ; ∆ΒΖ �δε*χθη %σηV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ∆ΒΕ τ�@ �ν τ97
�ναλλ?$ τοI κ8κλου τµ"µατι τ97 ∆ΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΓΒ γων*αc �στ0ν %ση.

+Ε?ν Zρα κ8κλου �φ-πτητα* τις ε�θε�α, �π; δ� τ�ς :φ�ς εJς τ;ν κ8κλον διαχθ�@ τις ε�θε�α
τ�µνουσα τ;ν κ8κλον, _ς ποιε� γων*ας πρ;ς τ�@ �φαπτοµ�νη@, %σαι 1σονται τα�ς �ν το�ς �ναλλ?$
τοI κ8κλου τµ"µασι γων*αιςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .λγ́
+Επ0 τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας γρ-ψαι τµ�µα κ8κλου δεχ	µενον γων*αν %σην τ�@ δοθε*ση@ γων*αc
ε�θυγρ-µµω7.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, 6 δ� δοθε�σα γων*α ε�θ8γραµµος 6 πρ;ς τ97 ΓV δε� δ� �π0
τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας τ�ς ΑΒ γρ-ψαι τµ�µα κ8κλου δεχ	µενον γων*αν %σην τ�@ πρ;ς τ97 Γ.
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MΗ δ� πρ;ς τ97 Γ [γων*α] Fτοι A$ε�- �στιν P Aρθ� P �µβλε�αV 1στω πρ	τερον A$ε�α, κα0 jς
�π0 τ�ς πρSτης καταγραφ�ς συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 Α σηµε*ω7 τ�@ πρ;ς τ97 Γ
γων*αc %ση 6 Eπ; ΒΑ∆V A$ε�α Zρα �στ0 κα0 6 Eπ; ΒΑ∆. Fχθω τ�@ ∆Α πρ;ς Aρθ?ς 6 ΑΕ, κα0
τετµ"σθω 6 ΑΒ δ*χα κατ? τ; Ζ, κα0 Fχθω �π; τοI Ζ σηµε*ου τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΖΗ, κα0
�πεζε8χθω 6 ΗΒ.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ, κοιν� δ� 6 ΖΗ, δ8ο δ� α= ΑΖ, ΖΗ δ8ο τα�ς ΒΖ, ΖΗ %σαι
εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΖΗ [γων*αc] τ�@ Eπ; ΒΖΗ %σηV β-σις Zρα 6 ΑΗ β-σει τ�@ ΒΗ %ση
�στ*ν. b Zρα κ�ντρω7 µ�ν τ97 Η διαστ"µατι δ� τ97 ΗΑ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τοI
Β. γεγρ-φθω κα0 1στω b ΑΒΕ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΕΒ. �πε0 οYν �π( Zκρας τ�ς ΑΕ διαµ�τρου
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�π; τοI Α τ�@ ΑΕ πρ;ς Aρθ-ς �στιν 6 Α∆, 6 Α∆ Zρα �φ-πτεται τοI ΑΒΕ κ8κλουV �πε0 οYν
κ8κλου τοI ΑΒΕ �φ-πτετα* τις ε�θε�α 6 Α∆, κα0 �π; τ�ς κατ? τ; Α :φ�ς εJς τ;ν ΑΒΕ
κ8κλον δι�κτα* τις ε�θε�α 6 ΑΒ, 6 Zρα Eπ; ∆ΑΒ γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 �ναλλ?$ τοI
κ8κλου τµ"µατι γων*αc τ�@ Eπ; ΑΕΒ. �λλ( 6 Eπ; ∆ΑΒ τ�@ πρ;ς τ97 Γ �στιν %σηV κα0 6 πρ;ς τ97
Γ Zρα γων*α %ση �στ0 τ�@ Eπ; ΑΕΒ.

+Επ0 τ�ς δοθε*σης Zρα ε�θε*ας τ�ς ΑΒ τµ�µα κ8κλου γ�γραπται τ; ΑΕΒ δεχ	µενον γων*αν
τ�ν Eπ; ΑΕΒ %σην τ�@ δοθε*ση@ τ�@ πρ;ς τ97 Γ.
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+Αλλ? δ� Aρθ� 1στω 6 πρ;ς τ97 ΓV κα0 δ�ον π-λιν 1στω �π0 τ�ς ΑΒ γρ-ψαι τµ�µα κ8κλου
δεχ	µενον γων*αν %σην τ�@ πρ;ς τ97 Γ Aρθ�@ [γων*αc]. συνεστ-τω [π-λιν] τ�@ πρ;ς τ97 Γ Aρθ�@
γων*αc %ση 6 Eπ; ΒΑ∆, jς 1χει �π0 τ�ς δευτ�ρας καταγραφ�ς, κα0 τετµ"σθω 6 ΑΒ δ*χα κατ?
τ; Ζ, κα0 κ�ντρω7 τ97 Ζ, διαστ"µατι δ� bποτ�ρω7 τ9ν ΖΑ, ΖΒ, κ8κλος γεγρ-φθω b ΑΕΒ.
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+Εφ-πτεται Zρα 6 Α∆ ε�θε�α τοI ΑΒΕ κ8κλου δι? τ; Aρθ�ν ε ν̂αι τ�ν πρ;ς τ97 Α γων*αν.
κα0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ΒΑ∆ γων*α τ�@ �ν τ97 ΑΕΒ τµ"µατιV Aρθ� γ?ρ κα0 α�τ� �ν 6µικυκλ*ω7
οYσα. �λλ? κα0 6 Eπ; ΒΑ∆ τ�@ πρ;ς τ97 Γ %ση �στ*ν. κα0 6 �ν τ97 ΑΕΒ Zρα %ση �στ0 τ�@ πρ;ς
τ97 Γ.

γ�γραπται Zρα π-λιν �π0 τ�ς ΑΒ τµ�µα κ8κλου τ; ΑΕΒ δεχ	µενον γων*αν %σην τ�@ πρ;ς
τ97 Γ.
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+Αλλ? δ� 6 πρ;ς τ97 Γ �µβλε�α 1στωV κα0 συνεστ-τω α�τ�@ %ση πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 Α
σηµε*ω7 6 Eπ; ΒΑ∆, jς 1χει �π0 τ�ς τρ*της καταγραφ�ς, κα0 τ�@ Α∆ πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ΑΕ,
κα0 τετµ"σθω π-λιν 6 ΑΒ δ*χα κατ? τ; Ζ, κα0 τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ΖΗ, κα0 �πεζε8χθω
6 ΗΒ.

Κα0 �πε0 π-λιν %ση �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ, κα0 κοιν� 6 ΖΗ, δ8ο δ� α= ΑΖ, ΖΗ δ8ο τα�ς ΒΖ, ΖΗ
%σαι εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΖΗ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΖΗ %σηV β-σις Zρα 6 ΑΗ β-σει τ�@ ΒΗ %ση
�στ*νV b Zρα κ�ντρω7 µ�ν τ97 Η διαστ"µατι δ� τ97 ΗΑ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τοI Β.
�ρχ�σθω jς b ΑΕΒ. κα0 �πε0 τ�@ ΑΕ διαµ�τρω7 �π( Zκρας πρ;ς Aρθ-ς �στιν 6 Α∆, 6 Α∆ Zρα
�φ-πτεται τοI ΑΕΒ κ8κλου. κα0 �π; τ�ς κατ? τ; Α �παφ�ς δι�κται 6 ΑΒV 6 Zρα Eπ; ΒΑ∆
γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 �ναλλ?$ τοI κ8κλου τµ"µατι τ97 ΑΘΒ συνισταµ�νη@ γων*αc. �λλ( 6
Eπ; ΒΑ∆ γων*α τ�@ πρ;ς τ97 Γ %ση �στ*ν. κα0 6 �ν τ97 ΑΘΒ Zρα τµ"µατι γων*α %ση �στ0 τ�@
πρ;ς τ97 Γ.

+Επ0 τ�ς Zρα δοθε*σης ε�θε*ας τ�ς ΑΒ γ�γραπται τµ�µα κ8κλου τ; ΑΘΒ δεχ	µενον γων*αν
%σην τ�@ πρ;ς τ97 ΓV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Γ́ .λδ́
+Απ; τοI δοθ�ντος κ8κλου τµ�µα �φελε�ν δεχ	µενον γων*αν %σην τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ, 6 δ� δοθε�σα γων*α ε�θ8γραµµος 6 πρ;ς τ97 ∆V δε� δ� �π;
τοI ΑΒΓ κ8κλου τµ�µα �φελε�ν δεχ	µενον γων*αν %σην τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7 τ�@
πρ;ς τ97 ∆.
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RΗχθω τοI ΑΒΓ �φαπτοµ�νη 6 ΕΖ κατ? τ; Β σηµε�ον, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΖΒ ε�θε*αc
κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Β τ�@ πρ;ς τ97 ∆ γων*αc %ση 6 Eπ; ΖΒΓ.

+Επε0 οYν κ8κλου τοI ΑΒΓ �φ-πτετα* τις ε�θε�α 6 ΕΖ, κα0 �π; τ�ς κατ? τ; Β �παφ�ς
δι�κται 6 ΒΓ, 6 Eπ; ΖΒΓ Zρα γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 ΒΑΓ �ναλλ?$ τµ"µατι συνισταµ�νη@
γων*αc. �λλ( 6 Eπ; ΖΒΓ τ�@ πρ;ς τ97 ∆ �στιν %σηV κα0 6 �ν τ97 ΒΑΓ Zρα τµ"µατι %ση �στ0 τ�@
πρ;ς τ97 ∆ [γων*αc].
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+Απ; τοI δοθ�ντος Zρα κ8κλου τοI ΑΒΓ τµ�µα �φ"@ρηται τ; ΒΑΓ δεχ	µενον γων*αν %σην
τ�@ δοθε*ση@ γων*αc ε�θυγρ-µµω7 τ�@ πρ;ς τ97 ∆V Dπερ 1δει ποι�σαι.

Γ́ .λέ

+Ε?ν �ν κ8κλω7 δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας, τ; Eπ; τ9ν τ�ς µιHς τµηµ-των περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν τ�ς )τ�ρας τµηµ-των περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.
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+Εν γ?ρ κ8κλω7 τ97 ΑΒΓ∆ δ8ο ε�θε�αι α= ΑΓ, Β∆ τεµν�τωσαν �λλ"λας κατ? τ; Ε σηµε�ονV
λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΒ
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

ΕJ µ�ν οYν α= ΑΓ, Β∆ δι? τοI κ�ντρου εJσ0ν hστε τ; Ε κ�ντρον ε ν̂αι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου,
φανερ	ν, Dτι %σων ο�σ9ν τ9ν ΑΕ, ΕΓ, ∆Ε, ΕΒ κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΒ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.
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Μ� 1στωσαν δ� α= ΑΓ, ∆Β δι? τοI κ�ντρου, κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ∆, κα0 1στω
τ; Ζ, κα0 �π; τοI Ζ �π0 τ?ς ΑΓ, ∆Β ε�θε*ας κ-θετοι Fχθωσαν α= ΖΗ, ΖΘ, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΖΒ, ΖΓ, ΖΕ.

Κα0 �πε0 ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου 6 ΗΖ ε�θε�-ν τινα µ� δι? τοI κ�ντρου τ�ν ΑΓ πρ;ς
Aρθ?ς τ�µνει, κα0 δ*χα α�τ�ν τ�µνειV %ση Zρα 6 ΑΗ τ�@ ΗΓ. �πε0 οYν ε�θε�α 6 ΑΓ τ�τµηται εJς
µ�ν %σα κατ? τ; Η, εJς δ� Zνισα κατ? τ; Ε, τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον
µετ? τοI �π; τ�ς ΕΗ τετραγSνου %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΗΓV [κοιν;ν] προσκε*σθω τ; �π; τ�ς
ΗΖV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ µετ? τ9ν �π; τ9ν ΗΕ, ΗΖ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΓΗ, ΗΖ. �λλ?
το�ς µ�ν �π; τ9ν ΕΗ, ΗΖ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΖΕ, το�ς δ� �π; τ9ν ΓΗ, ΗΖ %σον �στ0 τ;
�π; τ�ς ΖΓV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΖΓ. %ση δ�
6 ΖΓ τ�@ ΖΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ µετ? τοI �π; τ�ς ΕΖ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΖΒ. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 τ; Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΒ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΖΒ. �δε*χθη δ�
κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΕ %σον τ97 �π; τ�ς ΖΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ
µετ? τοI �π; τ�ς ΖΕ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΒ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΕ. κοιν;ν �φη@ρ"σθω
τ; �π; τ�ς ΖΕV λοιπ;ν Zρα τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΓ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ;
τ9ν ∆Ε, ΕΒ περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7.

+Ε?ν Zρα �ν κ8κλω7 ε�θε�αι δ8ο τ�µνωσιν �λλ"λας, τ; Eπ; τ9ν τ�ς µιHς τµηµ-των περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν τ�ς )τ�ρας τµηµ-των περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7V Dπερ 1δει
δε�$αι.

Γ́ .λ3́
+Ε?ν κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �κτ	ς, κα0 �π( α�τοI πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσι δ8ο ε�θε�αι,
κα0 6 µ�ν α�τ9ν τ�µνη@ τ;ν κ8κλον, 6 δ� �φ-πτηται, 1σται τ; Eπ; Dλης τ�ς τεµνο8σης κα0
τ�ς �κτ;ς �πολαµβανοµ�νης µετα$p τοI τε σηµε*ου κα0 τ�ς κυρτ�ς περιφερε*ας %σον τ97 �π;
τ�ς �φαπτοµ�νης τετραγSνω7.
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Κ8κλου γ?ρ τοI ΑΒΓ εJλ"φθω τι σηµε�ον �κτ;ς τ; ∆, κα0 �π; τοI ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒΓ
κ8κλον προσπιπτ�τωσαν δ8ο ε�θε�αι α= ∆Γ[Α], ∆ΒV κα0 6 µ�ν ∆ΓΑ τεµν�τω τ;ν ΑΒΓ
κ8κλον, 6 δ� Β∆ �φαπτ�σθωV λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον
�στ0 τ97 �π; τ�ς ∆Β τετραγSνω7.

MΗ Zρα [∆]ΓΑ Fτοι δι? τοI κ�ντρου �στ0ν P οU. 1στω πρ	τερον δι? τοI κ�ντρου, κα0 1στω
τ; Ζ κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΒV Aρθ� Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΖΒ∆. κα0 �πε0
ε�θε�α 6 ΑΓ δ*χα τ�τµηται κατ? τ; Ζ, πρ	σκειται δ� α�τ�@ 6 Γ∆, τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ
µετ? τοI �π; τ�ς ΖΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Ζ∆. %ση δ� 6 ΖΓ τ�@ ΖΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆,
∆Γ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΒ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Ζ∆. τ97 δ� �π; τ�ς Ζ∆ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν
ΖΒ, Β∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΒ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΖΒ, Β∆.
κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; �π; τ�ς ΖΒV λοιπ;ν Zρα τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ∆Β
�φαπτοµ�νης.
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�λλ? δ� 6 ∆ΓΑ µ� 1στω δι? τοI κ�ντρου τοI ΑΒΓ κ8κλου, κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τ;
Ε, κα0 �π; τοI Ε �π0 τ�ν ΑΓ κ-θετος Fχθω 6 ΕΖ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΒ, ΕΓ, Ε∆V Aρθ�
Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΕΒ∆. κα0 �πε0 ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου 6 ΕΖ ε�θε�-ν τινα µ� δι? τοI
κ�ντρου τ�ν ΑΓ πρ;ς Aρθ?ς τ�µνει, κα0 δ*χα α�τ�ν τ�µνειV 6 ΑΖ Zρα τ�@ ΖΓ �στιν %ση. κα0
�πε0 ε�θε�α 6 ΑΓ τ�τµηται δ*χα κατ? τ; Ζ σηµε�ον, πρ	σκειται δ� α�τ�@ 6 Γ∆, τ; Zρα Eπ;
τ9ν Α∆, ∆Γ µετ? τοI �π; τ�ς ΖΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Ζ∆. κοιν;ν προσκε*σθω τ; �π; τ�ς
ΖΕV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ µετ? τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, ΖΕ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν Ζ∆, ΖΕ. το�ς
δ� �π; τ9ν ΓΖ, ΖΕ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΕΓV Aρθ� γ?ρ [�στιν] 6 Eπ; ΕΖΓ [γων*α]V το�ς δ�
�π; τ9ν ∆Ζ, ΖΕ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς Ε∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ µετ? τοI �π; τ�ς ΕΓ
%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Ε∆. %ση δ� 6 ΕΓ τ�@ ΕΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ µετ? τοI �π; τ�ς
ΕΒ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Ε∆. τ97 δ� �π; τ�ς Ε∆ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΕΒ, Β∆V Aρθ� γ?ρ 6
Eπ; ΕΒ∆ γων*αV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ µετ? τοI �π; τ�ς ΕΒ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΕΒ,
Β∆. κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; �π; τ�ς ΕΒV λοιπ;ν Zρα τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς
∆Β.

+Ε?ν Zρα κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �κτ	ς, κα0 �π( α�τοI πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσι δ8ο
ε�θε�αι, κα0 6 µ�ν α�τ9ν τ�µνη@ τ;ν κ8κλον, 6 δ� �φ-πτηται, 1σται τ; Eπ; Dλης τ�ς τεµνο8σης
κα0 τ�ς �κτ;ς �πολαµβανοµ�νης µετα$p τοI τε σηµε*ου κα0 τ�ς κυρτ�ς περιφερε*ας %σον τ97
�π; τ�ς �φαπτοµ�νης τετραγSνω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

Γ́ .λζ́

+Ε?ν κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �κτ	ς, �π; δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσι
δ8ο ε�θε�αι, κα0 6 µ�ν α�τ9ν τ�µνη@ τ;ν κ8κλον, 6 δ� προσπ*πτη@, k@ δ� τ; Eπ; [τ�ς] Dλης τ�ς
τεµνο8σης κα0 τ�ς �κτ;ς �πολαµβανοµ�νης µετα$p τοI τε σηµε*ου κα0 τ�ς κυρτ�ς περιφερε*ας
%σον τ97 �π; τ�ς προσπιπτο8σης, 6 προσπ*πτουσα �φ-ψεται τοI κ8κλου.
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κ8κλου γ?ρ τοI ΑΒΓ εJλ"φθω τι σηµε�ον �κτ;ς τ; ∆, κα0 �π; τοI ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒΓ
κ8κλον προσπιπτ�τωσαν δ8ο ε�θε�αι α= ∆ΓΑ, ∆Β, κα0 6 µ�ν ∆ΓΑ τεµν�τω τ;ν κ8κλον, 6
δ� ∆Β προσπιπτ�τω, 1στω δ� τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ %σον τ97 �π; τ�ς ∆Β. λ�γω, Dτι 6 ∆Β
�φ-πτεται τοI ΑΒΓ κ8κλου.

RΗχθω γ?ρ τοI ΑΒΓ �φαπτοµ�νη 6 ∆Ε, κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου, κα0
1στω τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΖΕ, ΖΒ, Ζ∆. 6 Zρα Eπ; ΖΕ∆ Aρθ" �στιν. κα0 �πε0 6 ∆Ε
�φ-πτεται τοI ΑΒΓ κ8κλου, τ�µνει δ� 6 ∆ΓΑ, τ; Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς
∆Ε. kν δ� κα0 τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Γ %σον τ97 �π; τ�ς ∆ΒV τ; Zρα �π; τ�ς ∆Ε %σον �στ0 τ97 �π;
τ�ς ∆ΒV %ση Zρα 6 ∆Ε τ�@ ∆Β. �στ0 δ� κα0 6 ΖΕ τ�@ ΖΒ %σηV δ8ο δ� α= ∆Ε, ΕΖ δ8ο τα�ς ∆Β,
ΒΖ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις α�τ9ν κοιν� 6 Ζ∆V γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΕΖ γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΒΖ �στιν
%ση. Aρθ� δ� 6 Eπ; ∆ΕΖV Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; ∆ΒΖ. κα* �στιν 6 ΖΒ �κβαλλοµ�νη δι-µετροςV 6
δ� τ�@ διαµ�τρω7 τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π( Zκρας �γοµ�νη �φ-πτεται τοI κ8κλουV 6 ∆Β Zρα
�φ-πτεται τοI ΑΒΓ κ8κλου. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, κlν τ; κ�ντρον �π0 τ�ς ΑΓ τυγχ-νη@.

+Ε?ν Zρα κ8κλου ληφθ�@ τι σηµε�ον �κτ	ς, �π; δ� τοI σηµε*ου πρ;ς τ;ν κ8κλον προσπ*πτωσι
δ8ο ε�θε�αι, κα0 6 µ�ν α�τ9ν τ�µνη@ τ;ν κ8κλον, 6 δ� προσπ*πτη@, k@ δ� τ; Eπ; Dλης τ�ς
τεµνο8σης κα0 τ�ς �κτ;ς �πολαµβανοµ�νης µετα$p τοI τε σηµε*ου κα0 τ�ς κυρτ�ς περ-
ιφερε*ας %σον τ97 �π; τ�ς προσπιπτο8σης, 6 προσπ*πτουσα �φ-ψεται τοI κ8κλουV Dπερ 1δει
δε�$αι.
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∆′

ΟΡΟΙ

ά . Σχ�µα ε�θ8γραµµον εJς σχ�µα ε�θ8γραµµον �γγρ-φεσθαι λ�γεται, Dταν )κ-στη τ9ν τοI
�γγραφοµ�νου σχ"µατος γωνι9ν )κ-στης πλευρHς τοI, εJς / �γγρ-φεται, rπτηται.

β́ . Σχ�µα δ� bµο*ως περ0 σχ�µα περιγρ-φεσθαι λ�γεται, Dταν )κ-στη πλευρ? τοI περι-
γραφοµ�νου )κ-στης γων*ας τοI, περ0 / περιγρ-φεται, rπτηται.

γ́ . Σχ�µα ε�θ8γραµµον εJς κ8κλον �γγρ-φεσθαι λ�γεται, Dταν )κ-στη γων*α τοI �γγραφοµ�νου
rπτηται τ�ς τοI κ8κλου περιφερε*ας.

δ́ . Σχ�µα δ� ε�θ8γραµµον περ0 κ8κλον περιγρ-φεσθαι λ�γεται, Dταν )κ-στη πλευρ? τοI
περιγραφοµ�νου �φ-πτηται τ�ς τοI κ8κλου περιφερε*ας.

έ . Κ8κλος δ� εJς σχ�µα bµο*ως �γγρ-φεσθαι λ�γεται, Dταν 6 τοI κ8κλου περιφ�ρεια )κ-στης
πλευρHς τοI, εJς / �γγρ-φεται, rπτηται.

3́ . Κ8κλος δ� περ0 σχ�µα περιγρ-φεσθαι λ�γεται, Dταν 6 τοI κ8κλου περιφ�ρεια )κ-στης
γων*ας τοI, περ0 / περιγρ-φεται, rπτηται.

ζ́ . Ε�θε�α εJς κ8κλον �ναρµ	ζεσθαι λ�γεται, Dταν τ? π�ρατα α�τ�ς �π0 τ�ς περιφερε*ας k@ τοI
κ8κλου.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

∆´.ά

ΕJς τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc µ� µε*ζονι οUση@ τ�ς τοI κ8κλου διαµ�τρου %σην
ε�θε�αν �ναρµ	σαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ, 6 δ� δοθε�σα ε�θε�α µ� µε*ζων τ�ς τοI κ8κλου διαµ�τρου
6 ∆. δε� δ� εJς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον τ�@ ∆ ε�θε*αc %σην ε�θε�αν �ναρµ	σαι.

97
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RΗχθω τοI ΑΒΓ κ8κλου δι-µετρος 6 ΒΓ. εJ µ�ν οYν %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ∆, γεγον;ς lν
ε%η τ; �πιταχθ�νV �ν"ρµοσται γ?ρ εJς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον τ�@ ∆ ε�θε*αc %ση 6 ΒΓ. εJ δ� µε*ζων
�στ0ν 6 ΒΓ τ�ς ∆, κε*σθω τ�@ ∆ %ση 6 ΓΕ, κα0 κ�ντρω7 τ97 Γ διαστ"µατι δ� τ97 ΓΕ κ8κλος
γεγρ-φθω b ΕΑΖ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΓΑ.

+Επε0 οYν τ; Γ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΕΑΖ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΓΑ τ�@ ΓΕ. �λλ? τ�@ ∆
6 ΓΕ �στιν %σηV κα0 6 ∆ Zρα τ�@ ΓΑ �στιν %ση.

ΕJς Zρα τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τ;ν ΑΒΓ τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ∆ %ση �ν"ρµοσται 6 ΓΑV Dπερ
1δει ποι�σαι.

∆´.β́

ΕJς τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 JσογSνιον τρ*γωνον �γγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ, τ; δ� δοθ�ν τρ*γωνον τ; ∆ΕΖV δε� δ� εJς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον
τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7 JσογSνιον τρ*γωνον �γγρ-ψαι.

RΗχθω τοI ΑΒΓ κ8κλου �φαπτοµ�νη 6 ΗΘ κατ? τ; Α, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΑΘ ε�θε*αc
κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ γων*αc
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%ση 6 Eπ; ΘΑΓ, πρ;ς δ� τ�@ ΑΗ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ Eπ; ∆ΖΕ [γων*αc]
%ση 6 Eπ; ΗΑΒ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΒΓ.

+Επε0 οYν κ8κλου τοI ΑΒΓ �φ-πτετα* τις ε�θε�α 6 ΑΘ, κα0 �π; τ�ς κατ? τ; Α �παφ�ς
εJς τ;ν κ8κλον δι�κται ε�θε�α 6 ΑΓ, 6 Zρα Eπ; ΘΑΓ %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 �ναλλ?$ τοI κ8κλου
τµ"µατι γων*αc τ�@ Eπ; ΑΒΓ. �λλ( 6 Eπ; ΘΑΓ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ �στιν %σηV κα0 6 Eπ; ΑΒΓ Zρα
γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ �στιν %σηV κα0
λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΒΑΓ λοιπ�@ τ�@ Eπ; Ε∆Ζ �στιν %σηV [JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον
τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7, κα0 �γγ�γραπται εJς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον].

ΕJς τ;ν δοθ�ντα Zρα κ8κλον τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 JσογSνιον τρ*γωνον �γγ�γραπταιV Dπερ
1δει ποι�σαι.

∆´.γ́

Περ0 τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 JσογSνιον τρ*γωνον περιγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ, τ; δ� δοθ�ν τρ*γωνον τ; ∆ΕΖV δε� δ� περ0 τ;ν ΑΒΓ
κ8κλον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7 JσογSνιον τρ*γωνον περιγρ-ψαι.

+Εκβεβλ"σθω 6 ΕΖ �φ( )κ-τερα τ? µ�ρη κατ? τ? Η, Θ σηµε�α, κα0 εJλ"φθω τοI ΑΒΓ
κ8κλου κ�ντρον τ; Κ, κα0 δι"χθω, jς 1τυχεν, ε�θε�α 6 ΚΒ, κα0 συνεστ-τω
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πρ;ς τ�@ ΚΒ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Κ τ�@ µ�ν Eπ; ∆ΕΗ γων*αc %ση 6 Eπ; ΒΚΑ,
τ�@ δ� Eπ; ∆ΖΘ %ση 6 Eπ; ΒΚΓ, κα0 δι? τ9ν Α, Β, Γ σηµε*ων Fχθωσαν �φαπτ	µεναι τοI
ΑΒΓ κ8κλου α= ΛΑΜ, ΜΒΝ, ΝΓΛ.

Κα0 �πε0 �φ-πτονται τοI ΑΒΓ κ8κλου α= ΛΜ, ΜΝ, ΝΛ κατ? τ? Α, Β, Γ σηµε�α, �π; δ�
τοI Κ κ�ντρου �π0 τ? Α, Β, Γ σηµε�α �πεζευγµ�ναι εJσ0ν α= ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, Aρθα0 Zρα εJσ0ν α=
πρ;ς το�ς Α, Β, Γ σηµε*οις γων*αι. κα0 �πε0 τοI ΑΜΒΚ τετραπλε8ρου α= τ�σσαρες γων*αι
τ�τρασιν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν, �πειδ"περ κα0 εJς δ8ο τρ*γωνα διαιρε�ται τ; ΑΜΒΚ, κα* εJσιν
Aρθα0 α= Eπ; ΚΑΜ, ΚΒΜ γων*αι, λοιπα0 Zρα α= Eπ; ΑΚΒ, ΑΜΒ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν.
εJσ0 δ� κα0 α= Eπ; ∆ΕΗ, ∆ΕΖ δυσ0ν Aρθα�ς %σαιV α= Zρα Eπ; ΑΚΒ, ΑΜΒ τα�ς Eπ; ∆ΕΗ,
∆ΕΖ %σαι εJσ*ν, gν 6 Eπ; ΑΚΒ τ�@ Eπ; ∆ΕΗ �στιν %σηV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΜΒ λοιπ�@ τ�@ Eπ;
∆ΕΖ �στιν %ση. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 6 Eπ; ΛΝΒ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ �στιν %σηV κα0 λοιπ�
Zρα 6 Eπ; ΜΛΝ [λοιπ�@] τ�@ Eπ; Ε∆Ζ �στιν %ση. JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΛΜΝ τρ*γωνον τ97
∆ΕΖ τριγSνω7V κα0 περιγ�γραπται περ0 τ;ν ΑΒΓ κ8κλον.

Περ0 τ;ν δοθ�ντα Zρα κ8κλον τ97 δοθ�ντι τριγSνω7 JσογSνιον τρ*γωνον περιγ�γραπταιV
Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.δ́
ΕJς τ; δοθ�ν τρ*γωνον κ8κλον �γγρ-ψαι.

RΕστω τ; δοθ�ν τρ*γωνον τ; ΑΒΓV δε� δ� εJς τ; ΑΒΓ τρ*γωνον κ8κλον �γγρ-ψαι.
Τετµ"σθωσαν α= Eπ; ΑΒΓ, ΑΓΒ γων*αι δ*χα τα�ς Β∆, Γ∆ ε�θε*αις, κα0 συµβαλλ�τωσαν

�λλ"λαις κατ? τ; ∆ σηµε�ον, κα0 Fχθωσαν �π; τοI ∆ �π0 τ?ς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ε�θε*ας κ-θετοι
α= ∆Ε, ∆Ζ, ∆Η.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ΑΒ∆ γων*α τ�@ Eπ; ΓΒ∆, �στ0 δ� κα0 Aρθ� 6 Eπ; ΒΕ∆ Aρθ�@ τ�@
Eπ; ΒΖ∆ %ση, δ8ο
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δ� τρ*γων- �στι τ? ΕΒ∆, ΖΒ∆ τ?ς δ8ο γων*ας τα�ς δυσ0 γων*αις %σας 1χοντα κα0 µ*αν
πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην τ�ν Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν %σων γωνι9ν κοιν�ν α�τ9ν τ�ν Β∆V
κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ουσινV %ση Zρα 6 ∆Ε τ�@ ∆Ζ. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 6 ∆Η τ�@ ∆Ζ �στιν %ση. α= τρε�ς Zρα ε�θε�αι α= ∆Ε, ∆Ζ, ∆Η %σαι �λλ"λαις εJσ*νV
b Zρα κ�ντρω7 τ97 ∆ κα0 διαστ"µατι )ν0 τ9ν Ε, Ζ, Η κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν
λοιπ9ν σηµε*ων κα0 �φ-ψεται τ9ν ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ε�θει9ν δι? τ; Aρθ?ς ε ν̂αι τ?ς πρ;ς το�ς Ε,
Ζ, Η σηµε*οις γων*ας. εJ γ?ρ τεµε� α�τ-ς, 1σται 6 τ�@ διαµ�τρω7 τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π(
Zκρας �γοµ�νη �ντ;ς π*πτουσα τοI κ8κλουV Dπερ Zτοπον �δε*χθηV ο�κ Zρα b κ�ντρω7 τ97 ∆
διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν Ε, Ζ, Η γραφ	µενος κ8κλος τεµε� τ?ς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ ε�θε*αςV �φ-ψεται
Zρα α�τ9ν, κα0 1σται b κ8κλος �γγεγραµµ�νος εJς τ; ΑΒΓ τρ*γωνον. �γγεγρ-φθω jς b
ΖΗΕ.

ΕJς Zρα τ; δοθ�ν τρ*γωνον τ; ΑΒΓ κ8κλος �γγ�γραπται b ΕΖΗV Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.έ

Περ0 τ; δοθ�ν τρ*γωνον κ8κλον περιγρ-ψαι.

RΕστω τ; δοθ�ν τρ*γωνον τ; ΑΒΓV δε� [δ�] περ0 τ; δοθ�ν τρ*γωνον τ; ΑΒΓ κ8κλον
περιγρ-ψαι.

Τετµ"σθωσαν α= ΑΒ, ΑΓ ε�θε�αι δ*χα κατ? τ? ∆, Ε σηµε�α, κα0 �π; τ9ν ∆, Ε σηµε*ων
τα�ς ΑΒ, ΑΓ πρ;ς bρθ?ς Fχθωσαν α= ∆Ζ, ΕΖV συµπεσοIνται δ� Fτοι �ντ;ς τοI ΑΒΓ τριγSνου
P �π0 τ�ς ΒΓ ε�θε*ας P �κτ;ς τ�ς ΒΓ.

Συµπιπτ�τωσαν πρ	τερον �ντ;ς κατ? τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΖΒ, ΖΓ, ΖΑ. κα0 �πε0
%ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ∆Β, κοιν� δ� κα0 πρ;ς Aρθ?ς 6 ∆Ζ, β-σις Zρα 6 ΑΖ β-σει τ�@ ΖΒ �στιν
%ση. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 ΓΖ τ�@ ΑΖ �στιν %σηV hστε κα0 6 ΖΒ τ�@ ΖΓ �στιν %σηV
α= τρε�ς Zρα α= ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. b Zρα κ�ντρω7 τ97 Ζ διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν
Α, Β, Γ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν σηµε*ων, κα0 1σται περιγεγραµµ�νος b
κ8κλος περ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον. περιγεγρ-φθω jς b ΑΒΓ.
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+Αλλ? δ� α= ∆Ζ, ΕΖ συµπιπτ�τωσαν �π0 τ�ς ΒΓ ε�θε*ας κατ? τ; Ζ, jς 1χει �π0 τ�ς δευτ�ρας
καταγραφ�ς, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΖ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι τ; Ζ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI
περ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον περιγραφοµ�νου κ8κλου.
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+Αλλ? δ� α= ∆Ζ, ΕΖ συµπιπτ�τωσαν �κτ;ς τοI ΑΒΓ τριγSνου κατ? τ; Ζ π-λιν, jς 1χει
�π0 τ�ς τρ*της καταγραφ�ς, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΖ, ΒΖ, ΓΖ. κα0 �πε0 π-λιν %ση �στ0ν 6
Α∆ τ�@ ∆Β, κοιν� δ� κα0 πρ;ς Aρθ?ς 6 ∆Ζ, β-σις Zρα 6 ΑΖ β-σει τ�@ ΒΖ �στιν %ση. bµο*ως
δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 ΓΖ τ�@ ΑΖ �στιν %σηV hστε κα0 6 ΒΖ τ�@ ΖΓ �στιν %σηV b Zρα [π-λιν]
κ�ντρω7 τ97 Ζ διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν
σηµε*ων, κα0 1σται περιγεγραµµ�νος περ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον.
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Περ0 τ; δοθ�ν Zρα τρ*γωνον κ8κλος περιγ�γραπταιV Dπερ 1δει ποι�σαι.

[

Π	ρισµα

]

Κα0 φανερ	ν, Dτι, Dτε µ�ν �ντ;ς τοI τριγSνου π*πτει τ; κ�ντρον τοI κ8κλου, 6 Eπ;
ΒΑΓ γων*α �ν µε*ζονι τµ"µατι τοI 6µικυκλ*ου τυγχ-νουσα �λ-ττων �στ0ν Aρθ�ςV Dτε δ� �π0
τ�ς ΒΓ ε�θε*ας τ; κ�ντρον π*πτει, 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α �ν 6µικυκλ*ω7 τυγχ-νουσα Aρθ" �στινV
Dτε δ� τ; κ�ντρον τοI κ8κλου �κτ;ς τοI τριγSνου π*πτει, 6 Eπ; ΒΑΓ �ν �λ-ττονι τµ"µατι
τοI 6µικυκλ*ου τυγχ-νουσα µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς. [hστε κα0 Dταν �λ-ττων Aρθ�ς τυγχ-νη@ 6
διδοµ�νη γων*α, �ντ;ς τοI τριγSνου πεσοIνται α= ∆Ζ, ΕΖ, Dταν δ� Aρθ", �π0 τ�ς ΒΓ, Dταν
δ� µε*ζων Aρθ�ς, �κτ;ς τ�ς ΒΓV Dπερ 1δει ποι�σαι.]

∆´.3́

ΕJς τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τετρ-γωνον �γγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ∆V δε� δ� εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τετρ-γωνον �γγρ-ψαι.

RΗχθωσαν τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου δ8ο δι-µετροι πρ;ς Aρθ?ς �λλ"λαις α= ΑΓ, Β∆, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΕ τ�@ Ε∆V κ�ντρον γ?ρ τ; ΕV κοιν� δ� κα0 πρ;ς Aρθ?ς 6 ΕΑ, β-σις
Zρα 6 ΑΒ β-σει
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τ�@ Α∆ %ση �στ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κατ�ρα τ9ν ΒΓ, Γ∆ )κατ�ραc τ9ν ΑΒ, Α∆ %ση �στ*νV
Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆ τετρ-πλευρον. λ�γω δ", Dτι κα0 AρθογSνιον. �πε0 γ?ρ 6 Β∆
ε�θε�α δι-µετρ	ς �στι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου, 6µικ8κλιον Zρα �στ0 τ; ΒΑ∆V Aρθ� Zρα 6 Eπ;
ΒΑ∆ γων*α. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κ-στη τ9ν Eπ; ΑΒΓ, ΒΓ∆, Γ∆Α Aρθ" �στινV AρθογSνιον
Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆ τετρ-πλευρον. �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρονV τετρ-γωνον Zρα �στ*ν. κα0
�γγ�γραπται εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον.

ΕJς Zρα τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τετρ-γωνον �γγ�γραπται τ; ΑΒΓ∆V Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.ζ́

Περ0 τ;ν δοθ�ντα κ8κλον τετρ-γωνον περιγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ∆V δε� δ� περ0 τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τετρ-γωνον περιγρ-ψαι.

RΗχθωσαν τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου δ8ο δι-µετροι πρ;ς Aρθ?ς �λλ"λαις α= ΑΓ, Β∆, κα0 δι?
τ9ν Α, Β, Γ, ∆ σηµε*ων Fχθωσαν �φαπτ	µεναι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου α= ΖΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΖ.

+Επε0 οYν �φ-πτεται 6 ΖΗ τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου, �π; δ� τοI Ε κ�ντρου �π0 τ�ν κατ? τ; Α
�παφ�ν �π�ζευκται 6 ΕΑ, α= Zρα πρ;ς τ97 Α γων*αι Aρθα* εJσιν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 α= πρ;ς
το�ς Β, Γ, ∆ σηµε*οις γων*αι Aρθα* εJσιν. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΑΕΒ γων*α,
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�στ0 δ� Aρθ� κα0 6 Eπ; ΕΒΗ, παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΗΘ τ�@ ΑΓ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΑΓ τ�@
ΖΚ �στι παρ-λληλος. hστε κα0 6 ΗΘ τ�@ ΖΚ �στι παρ-λληλος. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0
)κατ�ρα τ9ν ΗΖ, ΘΚ τ�@ ΒΕ∆ �στι παρ-λληλος. παραλληλ	γραµµα Zρα �στ0 τ? ΗΚ, ΗΓ,
ΑΚ, ΖΒ, ΒΚV %ση Zρα �στ0ν 6 µ�ν ΗΖ τ�@ ΘΚ, 6 δ� ΗΘ τ�@ ΖΚ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@
Β∆, �λλ? κα0 6 µ�ν ΑΓ )κατ�ραc τ9ν ΗΘ, ΖΚ, 6 δ� Β∆ )κατ�ραc τ9ν ΗΖ, ΘΚ �στιν %ση [κα0
)κατ�ρα Zρα τ9ν ΗΘ, ΖΚ )κατ�ραc τ9ν ΗΖ, ΘΚ �στιν %ση], Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΖΗΘΚ
τετρ-πλευρον. λ�γω δ", Dτι κα0 AρθογSνιον. �πε0 γ?ρ παραλληλ	γραµµ	ν �στι τ; ΗΒΕΑ,
κα* �στιν Aρθ� 6 Eπ; ΑΕΒ, Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; ΑΗΒ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 α= πρ;ς
το�ς Θ, Κ, Ζ γων*αι Aρθα* εJσιν. AρθογSνιον Zρα �στ0 τ; ΖΗΘΚ. �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρονV
τετρ-γωνον Zρα �στ*ν. κα0 περιγ�γραπται περ0 τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον.

Περ0 τ;ν δοθ�ντα Zρα κ8κλον τετρ-γωνον περιγ�γραπταιV Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.ή

ΕJς τ; δοθ�ν τετρ-γωνον κ8κλον �γγρ-ψαι.

RΕστω τ; δοθ�ν τετρ-γωνον τ; ΑΒΓ∆V δε� δ� εJς τ; ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον κ8κλον �γγρ-ψαι.

Τετµ"σθω )κατ�ρα τ9ν Α∆, ΑΒ δ*χα κατ? τ? Ε, Ζ σηµε�α, κα0 δι? µ�ν τοI Ε bποτ�ραc
τ9ν ΑΒ, Γ∆ παρ-λληλος Fχθω 6 ΕΘ, δι? δ� τοI Ζ bποτ�ραc τ9ν Α∆, ΒΓ παρ-λληλος Fχθω
6 ΖΚV παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0ν
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iκαστον τ9ν ΑΚ, ΚΒ, ΑΘ, Θ∆, ΑΗ, ΗΓ, ΒΗ, Η∆, κα0 α= �πεναντ*ον α�τ9ν πλευρα0 δηλον	τι
%σαι [εJσ*ν]. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ΑΒ, κα* �στι τ�ς µ�ν Α∆ 6µ*σεια 6 ΑΕ, τ�ς δ�
ΑΒ 6µ*σεια 6 ΑΖ, %ση Zρα κα0 6 ΑΕ τ�@ ΑΖV hστε κα0 α= �πεναντ*ονV %ση Zρα κα0 6 ΖΗ τ�@
ΗΕ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 )κατ�ρα τ9ν ΗΘ, ΗΚ )κατ�ραc τ9ν ΖΗ, ΗΕ �στιν %σηV α=
τ�σσαρες Zρα α= ΗΕ, ΗΖ, ΗΘ, ΗΚ %σαι �λλ"λαις [εJσ*ν]. b Zρα κ�ντρω7 µ�ν τ97 Η διαστ"µατι
δ� )ν0 τ9ν Ε, Ζ, Θ, Κ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν σηµε*ωνV κα0 �φ-ψεται τ9ν
ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α ε�θει9ν δι? τ; Aρθ?ς ε ν̂αι τ?ς πρ;ς το�ς Ε, Ζ, Θ, Κ γων*αςV εJ γ?ρ τεµε�
b κ8κλος τ?ς ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α, 6 τ�@ διαµ�τρω7 τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π( Zκρας �γοµ�νη
�ντ;ς πεσε�ται τοI κ8κλουV Dπερ Zτοπον �δε*χθη. ο�κ Zρα b κ�ντρω7 τ97 Η διαστ"µατι δ�
)ν0 τ9ν Ε, Ζ, Θ, Κ κ8κλος γραφ	µενος τεµε� τ?ς ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α ε�θε*ας. �φ-ψεται Zρα
α�τ9ν κα0 1σται �γγεγραµµ�νος εJς τ; ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον.

ΕJς Zρα τ; δοθ�ν τετρ-γωνον κ8κλος �γγ�γραπταιV Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.θ́

Περ0 τ; δοθ�ν τετρ-γωνον κ8κλον περιγρ-ψαι.

RΕστω τ; δοθ�ν τετρ-γωνον τ; ΑΒΓ∆V δε� δ� περ0 τ; ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον κ8κλον περιγρ-ψαι.

+Επιζευχθε�σαι γ?ρ α= ΑΓ, Β∆ τεµν�τωσαν �λλ"λας κατ? τ; Ε.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ΑΒ, κοιν� δ� 6 ΑΓ, δ8ο δ� α= ∆Α, ΑΓ δυσ0 τα�ς ΒΑ, ΑΓ %σαι
εJσ*νV κα0 β-σις 6 ∆Γ β-σει τ�@ ΒΓ %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΑΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΑΓ %ση �στ*νV
6 Zρα Eπ; ∆ΑΒ γων*α δ*χα τ�τµηται Eπ; τ�ς ΑΓ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 )κ-στη
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τ9ν Eπ; ΑΒΓ, ΒΓ∆, Γ∆Α δ*χα τ�τµηται Eπ; τ9ν ΑΓ, ∆Β ε�θει9ν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ;
∆ΑΒ γων*α τ�@ Eπ; ΑΒΓ, κα* �στι τ�ς µ�ν Eπ; ∆ΑΒ 6µ*σεια 6 Eπ; ΕΑΒ, τ�ς δ� Eπ; ΑΒΓ
6µ*σεια 6 Eπ; ΕΒΑ, κα0 6 Eπ; ΕΑΒ Zρα τ�@ Eπ; ΕΒΑ �στιν %σηV hστε κα0 πλευρ? 6 ΕΑ τ�@
ΕΒ �στιν %ση. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 )κατ�ρα τ9ν ΕΑ, ΕΒ [ε�θει9ν] )κατ�ραc τ9ν ΕΓ,
Ε∆ %ση �στ*ν. α= τ�σσαρες Zρα α= ΕΑ, ΕΒ, ΕΓ, Ε∆ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. b Zρα κ�ντρω7 τ97
Ε κα0 διαστ"µατι )ν0 τ9ν Α, Β, Γ, ∆ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν σηµε*ων
κα0 1σται περιγεγραµµ�νος περ0 τ; ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον. περιγεγρ-φθω jς b ΑΒΓ∆.

Περ0 τ; δοθ�ν Zρα τετρ-γωνον κ8κλος περιγ�γραπταιV Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.ί

+Ισοσκελ�ς τρ*γωνον συστ"σασθαι 1χον )κατ�ραν τ9ν πρ;ς τ�@ β-σει γωνι9ν διπλασ*ονα τ�ς
λοιπ�ς.

+Εκκε*σθω τις ε�θε�α 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω κατ? τ; Γ σηµε�ον, hστε τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ
περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον ε ν̂αι τ97 �π; τ�ς ΓΑ
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τετραγSνω7V κα0 κ�ντρω7 τ97 Α κα0 διαστ"µατι τ97 ΑΒ κ8κλος γεγρ-φθω b Β∆Ε, κα0
�νηρµ	σθω εJς τ;ν Β∆Ε κ8κλον τ�@ ΑΓ ε�θε*αc µ� µε*ζονι οUση@ τ�ς τοI Β∆Ε κ8κλου
διαµ�τρου %ση ε�θε�α 6 Β∆V κα0 �πεζε8χθωσαν α= Α∆, ∆Γ, κα0 περιγεγρ-φθω περ0 τ; ΑΓ∆
τρ*γωνον κ8κλος b ΑΓ∆.

Κα0 �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ, %ση δ� 6 ΑΓ τ�@ Β∆, τ; Zρα Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β∆. κα0 �πε0 κ8κλου τοI ΑΓ∆ ε%ληπτα* τι σηµε�ον �κτ;ς
τ; Β, κα0 �π; τοI Β πρ;ς τ;ν ΑΓ∆ κ8κλον προσπεπτSκασι δ8ο ε�θε�αι α= ΒΑ, Β∆, κα0
6 µ�ν α�τ9ν τ�µνει, 6 δ� προσπ*πτει, κα* �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον τ97 �π; τ�ς Β∆, 6
Β∆ Zρα �φ-πτεται τοI ΑΓ∆ κ8κλου. �πε0 οYν �φ-πτεται µ�ν 6 Β∆, �π; δ� τ�ς κατ? τ; ∆
�παφ�ς δι�κται 6 ∆Γ, 6 Zρα Eπ; Β∆Γ γων*α %ση �στ0 τ�@ �ν τ97 �ναλλ?$ τοI κ8κλου τµ"µατι
γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΑΓ. �πε0 οYν %ση �στ0ν 6 Eπ; Β∆Γ τ�@ Eπ; ∆ΑΓ, κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ;
Γ∆ΑV Dλη Zρα 6 Eπ; Β∆Α %ση �στ0 δυσ0 τα�ς Eπ; Γ∆Α, ∆ΑΓ. �λλ? τα�ς Eπ; Γ∆Α, ∆ΑΓ
%ση �στ0ν 6 �κτ;ς 6 Eπ; ΒΓ∆V κα0 6 Eπ; Β∆Α Zρα %ση �στ0 τ�@ Eπ; ΒΓ∆. �λλ? 6 Eπ; Β∆Α
τ�@ Eπ; ΓΒ∆ �στιν %ση, �πε0 κα0 πλευρ? 6 Α∆ τ�@ ΑΒ �στιν %σηV hστε κα0 6 Eπ; ∆ΒΑ τ�@
Eπ; ΒΓ∆ �στιν %ση. α= τρε�ς Zρα α= Eπ; Β∆Α, ∆ΒΑ, ΒΓ∆ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. κα0 �πε0
%ση �στ0ν 6 Eπ; ∆ΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ΒΓ∆, %ση �στ0 κα0 πλευρ? 6 Β∆ πλευρHc τ�@ ∆Γ. �λλ? 6
Β∆ τ�@ ΓΑ Eπ	κειται %σηV κα0 6 ΓΑ Zρα τ�@ Γ∆ �στιν %σηV hστε κα0 γων*α 6 Eπ; Γ∆Α γων*αc
τ�@ Eπ; ∆ΑΓ �στιν %σηV α= Zρα Eπ; Γ∆Α, ∆ΑΓ τ�ς Eπ; ∆ΑΓ εJσι διπλασ*ους. %ση δ� 6 Eπ;
ΒΓ∆ τα�ς Eπ; Γ∆Α, ∆ΑΓV κα0 6 Eπ; ΒΓ∆ Zρα τ�ς Eπ; ΓΑ∆ �στι διπλ�. %ση δ� 6 Eπ; ΒΓ∆
)κατ�ραc τ9ν Eπ; Β∆Α, ∆ΒΑV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν Eπ; Β∆Α, ∆ΒΑ τ�ς Eπ; ∆ΑΒ �στι
διπλ�.

+Ισοσκελ�ς Zρα τρ*γωνον συν�σταται τ; ΑΒ∆ 1χον )κατ�ραν τ9ν πρ;ς τ�@ ∆Β β-σει
γωνι9ν διπλασ*ονα τ�ς λοιπ�ςV Dπερ 1δει ποι�σαι.
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∆´.ιά
ΕJς τ;ν δοθ�ντα κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον �γγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ∆ΕV δε� δ� εJς τ;ν ΑΒΓ∆Ε κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν
τε κα0 JσογSνιον �γγρ-ψαι.

+Εκκε*σθω τρ*γωνον Jσοσκελ�ς τ; ΖΗΘ διπλασ*ονα 1χον )κατ�ραν τ9ν πρ;ς το�ς Η, Θ
γωνι9ν τ�ς πρ;ς τ97 Ζ, κα0 �γγεγρ-φθω εJς τ;ν ΑΒΓ∆Ε κ8κλον τ97 ΖΗΘ τριγSνω7 JσογSνιον
τρ*γωνον τ; ΑΓ∆, hστε τ�@ µ�ν πρ;ς τ97 Ζ γων*αc %σην ε ν̂αι τ�ν Eπ; ΓΑ∆, )κατ�ραν δ� τ9ν
πρ;ς το�ς Η, Θ %σην )κατ�ραc τ9ν Eπ; ΑΓ∆, Γ∆ΑV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν Eπ; ΑΓ∆, Γ∆Α
τ�ς Eπ; ΓΑ∆ �στι διπλ�. τετµ"σθω δ� )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΑΓ∆, Γ∆Α δ*χα Eπ; )κατ�ρας τ9ν
ΓΕ, ∆Β ε�θει9ν, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΒ, ΒΓ, [Γ∆], ∆Ε, ΕΑ.
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+Επε0 οYν )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΑΓ∆, Γ∆Α γωνι9ν διπλασ*ων �στ0 τ�ς Eπ; ΓΑ∆, κα0 τετµηµ�ναι
εJσ0 δ*χα Eπ; τ9ν ΓΕ, ∆Β ε�θει9ν, α= π�ντε Zρα γων*αι α= Eπ; ∆ΑΓ, ΑΓΕ, ΕΓ∆, Γ∆Β,
Β∆Α %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. α= δ� %σαι γων*αι �π0 %σων περιφερει9ν βεβ"κασινV α= π�ντε Zρα
περιφ�ρειαι α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. Eπ; δ� τ?ς %σας περιφερε*ας %σαι
ε�θε�αι Eποτε*νουσινV α= π�ντε Zρα ε�θε�αι α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ %σαι �λλ"λαις εJσ*νV
Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον. λ�γω δ", Dτι κα0 JσογSνιον. �πε0 γ?ρ 6
ΑΒ περιφ�ρεια τ�@ ∆Ε περιφερε*αc �στ0ν %ση, κοιν� προσκε*σθω 6 ΒΓ∆V Dλη Zρα 6 ΑΒΓ∆
περιφ�ρεια Dλη@ τ�@ Ε∆ΓΒ περιφερε*αc �στ0ν %ση. κα0 β�βηκεν �π0 µ�ν τ�ς ΑΒΓ∆ περιφερε*ας
γων*α 6 Eπ; ΑΕ∆, �π0 δ� τ�ς Ε∆ΓΒ περιφερε*ας γων*α 6 Eπ; ΒΑΕV κα0 6 Eπ; ΒΑΕ Zρα
γων*α τ�@ Eπ; ΑΕ∆ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κ-στη τ9ν Eπ; ΑΒΓ, ΒΓ∆, Γ∆Ε γωνι9ν
)κατ�ραc τ9ν Eπ; ΒΑΕ, ΑΕ∆ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον. �δε*χθη
δ� κα0 Jσ	πλευρον.

ΕJς Zρα τ;ν δοθ�ντα κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον �γγ�γραπταιV Dπερ
1δει ποι�σαι.
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∆´.ιβ́
Περ0 τ;ν δοθ�ντα κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον περιγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ∆ΕV δε� [2δ�]2 περ0 τ;ν ΑΒΓ∆Ε κ8κλον πεντ-γωνον
Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον περιγρ-ψαι.

Νενο"σθω τοI �γγεγραµµ�νου πενταγSνου τ9ν γωνι9ν σηµε�α τ? Α, Β, Γ, ∆, Ε, hστε
%σας ε ν̂αι τ?ς ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΑ περιφερε*αςV κα0 δι? τ9ν Α, Β, Γ, ∆, Ε Fχθωσαν τοI
κ8κλου �φαπτ	µεναι α= ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΗ, κα0 εJλ"φθω τοI ΑΒΓ∆Ε κ8κλου κ�ντρον
τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΖΒ, ΖΚ, ΖΓ, ΖΛ, Ζ∆.

Κα0 �πε0 6 µ�ν ΚΛ ε�θε�α �φ-πτεται τοI
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ΑΒΓ∆Ε κατ? τ; Γ, �π; δ� τοI Ζ κ�ντρου �π0 τ�ν κατ? τ; Γ �παφ�ν �π�ζευκται 6 ΖΓ, 6 ΖΓ
Zρα κ-θετ	ς �στιν �π0 τ�ν ΚΛV Aρθ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν πρ;ς τ97 Γ γωνι9ν. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 α= πρ;ς το�ς Β, ∆ σηµε*οις γων*αι Aρθα* εJσιν. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΖΓΚ γων*α,
τ; Zρα �π; τ�ς ΖΚ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΖΓ, ΓΚ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 το�ς �π; τ9ν ΖΒ,
ΒΚ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΖΚV hστε τ? �π; τ9ν ΖΓ, ΓΚ το�ς �π; τ9ν ΖΒ, ΒΚ �στιν %σα, gν
τ; �π; τ�ς ΖΓ τ97 �π; τ�ς ΖΒ �στιν %σονV λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΓΚ τ97 �π; τ�ς ΒΚ �στιν
%σον. %ση Zρα 6 ΒΚ τ�@ ΓΚ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΖΒ τ�@ ΖΓ, κα0 κοιν� 6 ΖΚ, δ8ο δ� α= ΒΖ,
ΖΚ δυσ0 τα�ς ΓΖ, ΖΚ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις 6 ΒΚ β-σει τ�@ ΓΚ [�στιν] %σηV γων*α Zρα 6 µ�ν
Eπ; ΒΖΚ [γων*αc] τ�@ Eπ; ΚΖΓ �στιν %σηV 6 δ� Eπ; ΒΚΖ τ�@ Eπ; ΖΚΓV διπλ� Zρα 6 µ�ν Eπ;
ΒΖΓ τ�ς Eπ; ΚΖΓ, 6 δ� Eπ; ΒΚΓ τ�ς Eπ; ΖΚΓ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 µ�ν Eπ; ΓΖ∆ τ�ς Eπ;
ΓΖΛ �στι διπλ�, 6 δ� Eπ; ∆ΛΓ τ�ς Eπ; ΖΛΓ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΓ περιφ�ρεια τ�@ Γ∆, %ση
�στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΖΓ τ�@ Eπ; ΓΖ∆. κα* �στιν 6 µ�ν Eπ; ΒΖΓ τ�ς Eπ; ΚΖΓ διπλ�, 6 δ�
Eπ; ∆ΖΓ τ�ς Eπ; ΛΖΓV %ση Zρα κα0 6 Eπ; ΚΖΓ τ�@ Eπ; ΛΖΓV �στ0 δ� κα0 6 Eπ; ΖΓΚ γων*α
τ�@ Eπ; ΖΓΛ %ση. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ΖΚΓ, ΖΛΓ τ?ς δ8ο γων*ας τα�ς δυσ0 γων*αις %σας
1χοντα κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην κοιν�ν α�τ9ν τ�ν ΖΓV κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς
τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ει κα0 τ�ν λοιπ�ν γων*αν τ�@ λοιπ�@ γων*αcV %ση Zρα 6 µ�ν ΚΓ
ε�θε�α τ�@ ΓΛ, 6 δ� Eπ; ΖΚΓ γων*α τ�@ Eπ; ΖΛΓ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΚΓ τ�@ ΓΛ, διπλ� Zρα
6 ΚΛ τ�ς ΚΓ. δι? τ? α�τ? δ� δειχθ"σεται κα0 6 ΘΚ τ�ς ΒΚ διπλ�. κα* �στιν 6 ΒΚ τ�@ ΚΓ
%σηV κα0 6 ΘΚ Zρα τ�@ ΚΛ �στιν %ση. bµο*ως δ� δειχθ"σεται κα0 )κ-στη τ9ν ΘΗ, ΗΜ, ΜΛ
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)κατ�ραc τ9ν ΘΚ, ΚΛ %σηV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΗΘΚΛΜ πεντ-γωνον. λ�γω δ", Dτι κα0
JσογSνιον. �πε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 Eπ; ΖΚΓ γων*α τ�@ Eπ; ΖΛΓ, κα0 �δε*χθη τ�ς µ�ν Eπ; ΖΚΓ
διπλ� 6 Eπ; ΘΚΛ, τ�ς δ� Eπ; ΖΛΓ διπλ� 6 Eπ; ΚΛΜ, κα0 6 Eπ; ΘΚΛ Zρα τ�@ Eπ; ΚΛΜ �στιν
%ση. bµο*ως δ� δειχθ"σεται κα0 )κ-στη τ9ν Eπ; ΚΘΗ, ΘΗΜ, ΗΜΛ )κατ�ραc τ9ν Eπ; ΘΚΛ,
ΚΛΜ %σηV α= π�ντε Zρα γων*αι α= Eπ; ΗΘΚ, ΘΚΛ, ΚΛΜ, ΛΜΗ, ΜΗΘ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν.
JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΗΘΚΛΜ πεντ-γωνον. �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρον, κα0 περιγ�γραπται
περ0 τ;ν ΑΒΓ∆Ε κ8κλον.

[Περ0 τ;ν δοθ�ντα Zρα κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον περιγ�γραπται]V
Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.ιγ́
ΕJς τ; δοθ�ν πεντ-γωνον, D �στιν Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον, κ8κλον �γγρ-ψαι.

RΕστω τ; δοθ�ν πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον τ; ΑΒΓ∆ΕV δε� δ� εJς τ;
ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον κ8κλον �γγρ-ψαι.

Τετµ"σθω γ?ρ )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΒΓ∆, Γ∆Ε γωνι9ν δ*χα Eπ; )κατ�ρας τ9ν ΓΖ, ∆Ζ
ε�θει9νV κα0 �π; τοI Ζ σηµε*ου, καθ( / συµβ-λλουσιν �λλ"λαις α= ΓΖ, ∆Ζ ε�θε�αι, �πεζε8χθωσαν
α= ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ ε�θε�αι. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ Γ∆, κοιν� δ� 6 ΓΖ, δ8ο δ� α= ΒΓ, ΓΖ
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δυσ0 τα�ς ∆Γ, ΓΖ %σαι εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΓΖ γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΓΖ [�στιν] %σηV β-σις
Zρα 6 ΒΖ β-σει τ�@ ∆Ζ �στιν %ση, κα0 τ; ΒΓΖ τρ*γωνον τ97 ∆ΓΖ τριγSνω7 �στιν %σον, κα0 α=
λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα
6 Eπ; ΓΒΖ γων*α τ�@ Eπ; Γ∆Ζ. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 Eπ; Γ∆Ε τ�ς Eπ; Γ∆Ζ, %ση δ� 6 µ�ν
Eπ; Γ∆Ε τ�@ Eπ; ΑΒΓ, 6 δ� Eπ; Γ∆Ζ τ�@ Eπ; ΓΒΖ, κα0 6 Eπ; ΓΒΑ Zρα τ�ς Eπ; ΓΒΖ �στι
διπλ�V %ση Zρα 6 Eπ; ΑΒΖ γων*α τ�@ Eπ; ΖΒΓV 6 Zρα Eπ; ΑΒΓ γων*α δ*χα τ�τµηται Eπ; τ�ς
ΒΖ ε�θε*ας. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΒΑΕ, ΑΕ∆ δ*χα τ�τµηται Eπ;
)κατ�ρας τ9ν ΖΑ, ΖΕ ε�θει9ν. Fχθωσαν δ� �π; τοI Ζ σηµε*ου �π0 τ?ς ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε,
ΕΑ ε�θε*ας κ-θετοι α= ΖΗ, ΖΘ, ΖΚ, ΖΛ, ΖΜ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ΘΓΖ γων*α τ�@ Eπ;
ΚΓΖ, �στ0 δ� κα0 Aρθ� 6 Eπ; ΖΘΓ [Aρθ�@] τ�@ Eπ; ΖΚΓ %ση, δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ΖΘΓ, ΖΚΓ
τ?ς δ8ο γων*ας δυσ0 γων*αις %σας 1χοντα κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην κοιν�ν α�τ9ν
τ�ν ΖΓ Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν %σων γωνι9νV κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς
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πλευρα�ς %σας i$ειV %ση Zρα 6 ΖΘ κ-θετος τ�@ ΖΚ καθ�τω7. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0
)κ-στη τ9ν ΖΛ, ΖΜ, ΖΗ )κατ�ραc τ9ν ΖΘ, ΖΚ %ση �στ*νV α= π�ντε Zρα ε�θε�αι α= ΖΗ, ΖΘ,
ΖΚ, ΖΛ, ΖΜ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. b Zρα κ�ντρω7 τ97 Ζ διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν Η, Θ, Κ, Λ, Μ
κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν σηµε*ων κα0 �φ-ψεται τ9ν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε,
ΕΑ ε�θει9ν δι? τ; Aρθ?ς ε ν̂αι τ?ς πρ;ς το�ς Η, Θ, Κ, Λ, Μ σηµε*οις γων*ας. εJ γ?ρ ο�κ
�φ-ψεται α�τ9ν, �λλ? τεµε� α�τ-ς, συµβ"σεται τ�ν τ�@ διαµ�τρω7 τοI κ8κλου πρ;ς Aρθ?ς �π(
Zκρας �γοµ�νην �ντ;ς π*πτειν τοI κ8κλουV Dπερ Zτοπον �δε*χθη. ο�κ Zρα b κ�ντρω7 τ97 Ζ
διαστ"µατι δ� )ν0 τ9ν Η, Θ, Κ, Λ, Μ σηµε*ων γραφ	µενος κ8κλος τεµε� τ?ς ΑΒ, ΒΓ, Γ∆,
∆Ε, ΕΑ ε�θε*αςV �φ-ψεται Zρα α�τ9ν. γεγρ-φθω jς b ΗΘΚΛΜ.

ΕJς Zρα τ; δοθ�ν πεντ-γωνον, D �στιν Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον, κ8κλος �γγ�γραπταιV
Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.ιδ́
Περ0 τ; δοθ�ν πεντ-γωνον, D �στιν Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον, κ8κλον περιγρ-ψαι.

RΕστω τ; δοθ�ν πεντ-γωνον, D �στιν Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον, τ; ΑΒΓ∆ΕV δε� δ�
περ0 τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον κ8κλον περιγρ-ψαι.

Τετµ"σθω δ� )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΒΓ∆, Γ∆Ε γωνι9ν δ*χα Eπ; )κατ�ρας τ9ν ΓΖ, ∆Ζ, κα0
�π; τοI Ζ σηµε*ου, καθ( / συµβ-λλουσιν α= ε�θε�αι, �π0 τ? Β, Α, Ε σηµε�α �πεζε8χθωσαν
ε�θε�αι α= ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ. bµο*ως δ� τ97 πρ; το8του δειχθ"σεται, Dτι κα0 )κ-στη τ9ν Eπ; ΓΒΑ,
ΒΑΕ, ΑΕ∆ γωνι9ν δ*χα τ�τµηται Eπ; )κ-στης τ9ν ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ ε�θει9ν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν
6 Eπ; ΒΓ∆ γων*α τ�@ Eπ;
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Γ∆Ε, κα* �στι τ�ς µ�ν Eπ; ΒΓ∆ 6µ*σεια 6 Eπ; ΖΓ∆, τ�ς δ� Eπ; Γ∆Ε 6µ*σεια 6 Eπ; Γ∆Ζ,
κα0 6 Eπ; ΖΓ∆ Zρα τ�@ Eπ; Ζ∆Γ �στιν %σηV hστε κα0 πλευρ? 6 ΖΓ πλευρHc τ�@ Ζ∆ �στιν
%ση. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 )κ-στη τ9ν ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ )κατ�ραc τ9ν ΖΓ, Ζ∆ �στιν
%σηV α= π�ντε Zρα ε�θε�αι α= ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. b Zρα κ�ντρω7 τ97 Ζ
κα0 διαστ"µατι )ν0 τ9ν ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ κ8κλος γραφ	µενος #$ει κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν
σηµε*ων κα0 1σται περιγεγραµµ�νος. περιγεγρ-φθω κα0 1στω b ΑΒΓ∆Ε.
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Περ0 Zρα τ; δοθ�ν πεντ-γωνον, D �στιν Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον, κ8κλος περιγ�γραπταιV
Dπερ 1δει ποι�σαι.

∆´.ιέ
ΕJς τ;ν δοθ�ντα κ8κλον )$-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον �γγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ∆ΕΖV δε� δ� εJς τ;ν ΑΒΓ∆ΕΖ κ8κλον )$-γωνον Jσ	πλευρ	ν
τε κα0 JσογSνιον �γγρ-ψαι.

RΗχθω τοI ΑΒΓ∆ΕΖ κ8κλου δι-µετρος 6 Α∆, κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI κ8κλου τ;
Η, κα0 κ�ντρω7 µ�ν τ97 ∆ διαστ"µατι δ� τ97 ∆Η κ8κλος γεγρ-φθω
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b ΕΗΓΘ, κα0 �πιζευχθε�σαι α= ΕΗ, ΓΗ δι"χθωσαν �π0 τ? Β, Ζ σηµε�α, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΖ, ΖΑV λ�γω, Dτι τ; ΑΒΓ∆ΕΖ )$-γωνον Jσ	πλευρ	ν τ� �στι κα0
JσογSνιον.

+Επε0 γ?ρ τ; Η σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΑΒΓ∆ΕΖ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ΗΕ τ�@ Η∆. π-λιν,
�πε0 τ; ∆ σηµε�ον κ�ντρον �στ0 τοI ΗΓΘ κ8κλου, %ση �στ0ν 6 ∆Ε τ�@ ∆Η. �λλ( 6 ΗΕ τ�@
Η∆ �δε*χθη %σηV κα0 6 ΗΕ Zρα τ�@ Ε∆ %ση �στ*νV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΕΗ∆ τρ*γωνονV
κα0 α= τρε�ς Zρα α�τοI γων*αι α= Eπ; ΕΗ∆, Η∆Ε, ∆ΕΗ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, �πειδ"περ τ9ν
Jσοσκελ9ν τριγSνων α= πρ;ς τ�@ β-σει γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*νV κα* εJσιν α= τρε�ς τοI
τριγSνου γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαιV 6 Zρα Eπ; ΕΗ∆ γων*α τρ*τον �στ0 δ8ο Aρθ9ν. bµο*ως δ�
δειχθ"σεται κα0 6 Eπ; ∆ΗΓ τρ*τον δ8ο Aρθ9ν. κα0 �πε0 6 ΓΗ ε�θε�α �π0 τ�ν ΕΒ σταθε�σα
τ?ς �φε$�ς γων*ας τ?ς Eπ; ΕΗΓ, ΓΗΒ δυσ0ν Aρθα�ς %σας ποιε�, κα0 λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΓΗΒ
τρ*τον �στ0 δ8ο Aρθ9νV α= Zρα Eπ; ΕΗ∆, ∆ΗΓ, ΓΗΒ γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*νV hστε κα0
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α= κατ? κορυφ�ν α�τα�ς α= Eπ; ΒΗΑ, ΑΗΖ, ΖΗΕ %σαι εJσ*ν [τα�ς Eπ; ΕΗ∆, ∆ΗΓ, ΓΗΒ].
α= o$ Zρα γων*αι α= Eπ; ΕΗ∆, ∆ΗΓ, ΓΗΒ, ΒΗΑ, ΑΗΖ, ΖΗΕ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. α= δ�
%σαι γων*αι �π0 %σων περιφερει9ν βεβ"κασινV α= o$ Zρα περιφ�ρειαι α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΖ,
ΖΑ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. Eπ; δ� τ?ς %σας περιφερε*ας α= %σαι ε�θε�αι Eποτε*νουσινV α= o$ Zρα
ε�θε�αι %σαι �λλ"λαις εJσ*νV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆ΕΖ )$-γωνον. λ�γω δ", Dτι κα0
JσογSνιον. �πε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 ΖΑ περιφ�ρεια τ�@ Ε∆ περιφερε*αc, κοιν� προσκε*σθω 6 ΑΒΓ∆
περιφ�ρειαV Dλη Zρα 6 ΖΑΒΓ∆ Dλη@ τ�@ Ε∆ΓΒΑ �στιν %σηV κα0 β�βηκεν �π0 µ�ν τ�ς ΖΑΒΓ∆
περιφερε*ας 6 Eπ; ΖΕ∆ γων*α, �π0 δ� τ�ς Ε∆ΓΒΑ περιφερε*ας 6 Eπ; ΑΖΕ γων*αV %ση Zρα 6
Eπ; ΑΖΕ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 α= λοιπα0 γων*αι τοI ΑΒΓ∆ΕΖ
)$αγSνου κατ? µ*αν %σαι εJσ0ν )κατ�ραc τ9ν Eπ; ΑΖΕ, ΖΕ∆ γωνι9νV JσογSνιον Zρα �στ0 τ;
ΑΒΓ∆ΕΖ )$-γωνον. �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρονV κα0 �γγ�γραπται εJς τ;ν ΑΒΓ∆ΕΖ κ8κλον.

ΕJς Zρα τ;ν δοθ�ντα κ8κλον )$-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον �γγ�γραπταιV Dπερ
1δει ποι�σαι.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι 6 τοI )$αγSνου πλευρ? %ση �στ0 τ�@ �κ τοI κ�ντρου τοI κ8κλου.

MΟµο*ως δ� το�ς �π0 τοI πενταγSνου �?ν δι? τ9ν κατ? τ;ν κ8κλον διαιρ�σεων �φαπτοµ�νας
τοI κ8κλου �γ-γωµεν, περιγραφ"σεται περ0 τ;ν κ8κλον )$-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον
�κολο8θως το�ς �π0 τοI πενταγSνου εJρηµ�νοις. κα0 1τι δι? τ9ν bµο*ων το�ς �π0 τοI πεν-
ταγSνου εJρηµ�νοις εJς τ; δοθ�ν )$-γωνον κ8κλον �γγρ-ψοµ�ν τε κα0 περιγρ-ψοµενV Dπερ
1δει ποι�σαι.

∆´.ι3́

ΕJς τ;ν δοθ�ντα κ8κλον πεντεκαιδεκ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον �γγρ-ψαι.

RΕστω b δοθε0ς κ8κλος b ΑΒΓ∆V δε� δ� εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον πεντεκαιδεκ-γωνον
Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον �γγρ-ψαι.

+Εγγεγρ-φθω εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τριγSνου µ�ν Jσοπλε8ρου τοI εJς α�τ;ν �γγραφοµ�νου
πλευρ? 6 ΑΓ, πενταγSνου δ� Jσοπλε8ρου 6 ΑΒV οXων Zρα �στ0ν b ΑΒΓ∆ κ8κλος %σων
τµηµ-των δεκαπ�ντε, τοιο8των 6 µ�ν ΑΒΓ περιφ�ρεια τρ*τον οYσα τοI κ8κλου 1σται π�ντε,
6 δ� ΑΒ περιφ�ρεια π�µπτον οYσα τοI κ8κλου 1σται τρι9νV λοιπ� Zρα 6 ΒΓ τ9ν %σων δ8ο.
τετµ"σθω 6 ΒΓ
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δ*χα κατ? τ; ΕV )κατ�ρα Zρα τ9ν ΒΕ, ΕΓ περιφερει9ν πεντεκαιδ�κατ	ν �στι τοI ΑΒΓ∆
κ8κλου.

+Ε?ν Zρα �πιζε8$αντες τ?ς ΒΕ, ΕΓ %σας α�τα�ς κατ? τ; συνεχ�ς ε�θε*ας �ναρµ	σωµεν
εJς τ;ν ΑΒΓ∆[Ε] κ8κλον, 1σται εJς α�τ;ν �γγεγραµµ�νον πεντεκαιδεκ-γωνον Jσ	πλευρ	ν
τε κα0 JσογSνιονV Dπερ 1δει ποι�σαι.

MΟµο*ως δ� το�ς �π0 τοI πενταγSνου �?ν δι? τ9ν κατ? τ;ν κ8κλον διαιρ�σεων �φαπτοµ�νας
τοI κ8κλου �γ-γωµεν, περιγραφ"σεται περ0 τ;ν κ8κλον πεντεκαιδεκ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε
κα0 JσογSνιον. 1τι δ� δι? τ9ν bµο*ων το�ς �π0 τοI πενταγSνου δε*$εων κα0 εJς τ; δοθ�ν
πεντεκαιδεκ-γωνον κ8κλον �γγρ-ψοµ�ν τε κα0 περιγρ-ψοµενV Dπερ 1δει ποι�σαι.
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ΟΡΟΙ

ά . Μ�ρος �στ0 µ�γεθος µεγ�θους τ; 1λασσον τοI µε*ζονος, Dταν καταµετρ�@ τ; µε�ζον.

β́ . Πολλαπλ-σιον δ� τ; µε�ζον τοI �λ-ττονος, Dταν καταµετρ�ται Eπ; τοI �λ-ττονος.

γ́ . Λ	γος �στ0 δ8ο µεγεθ9ν bµογεν9ν 6 κατ? πηλικ	τητ- ποια σχ�σις.

δ́ . Λ	γον 1χειν πρ;ς Zλληλα µεγ�θη λ�γεται, _ δ8ναται πολλαπλασιαζ	µενα �λλ"λων Eπερ�χειν.

έ . +Εν τ97 α�τ97 λ	γω7 µεγ�θη λ�γεται ε ν̂αι πρ9τον πρ;ς δε8τερον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον,
Dταν τ? τοI πρSτου κα0 τρ*του Jσ-κις πολλαπλ-σια τ9ν τοI δευτ�ρου κα0 τετ-ρτου Jσ-κις
πολλαπλασ*ων καθ( bποιονοIν πολλαπλασιασµ;ν )κ-τερον )κατ�ρου P rµα Eπερ�χη@ P rµα
%σα k@ P rµα �λλε*πη@ ληφθ�ντα κατ-λληλα.

3́ . Τ? δ� τ;ν α�τ;ν 1χοντα λ	γον µεγ�θη �ν-λογον καλε*σθω.

ζ́ . <Οταν δ� τ9ν Jσ-κις πολλαπλασ*ων τ; µ�ν τοI πρSτου πολλαπλ-σιον Eπερ�χη@ τοI τοI
δευτ�ρου πολλαπλασ*ου, τ; δ� τοI τρ*του πολλαπλ-σιον µ� Eπερ�χη@ τοI τοI τετ-ρτου πολ-
λαπλασ*ου, τ	τε τ; πρ9τον πρ;ς τ; δε8τερον µε*ζονα λ	γον 1χειν λ�γεται, Fπερ τ; τρ*τον
πρ;ς τ; τ�ταρτον.

ή . +Αναλογ*α δ� �ν τρισ0ν Dροις �λαχ*στη �στ*ν.

θ́ . <Οταν δ� τρ*α µεγ�θη �ν-λογον k@, τ; πρ9τον πρ;ς τ; τρ*τον διπλασ*ονα λ	γον 1χειν
λ�γεται Fπερ πρ;ς τ; δε8τερον.

ί . <Οταν δ� τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, τ; πρ9τον πρ;ς τ; τ�ταρτον τριπλασ*ονα λ	γον
1χειν λ�γεται Fπερ πρ;ς τ; δε8τερον, κα0 �ε0 )$�ς bµο*ως, jς lν 6 �ναλογ*α Eπ-ρχη@.

ιά . MΟµ	λογα µεγ�θη λ�γεται τ? µ�ν 6γο8µενα το�ς 6γουµ�νοις τ? δ� )π	µενα το�ς )ποµ�νοις.

ιβ́ . +Εναλλ?$ λ	γος �στ0 λ�ψις τοI 6γουµ�νου πρ;ς τ; 6γο8µενον κα0 τοI )ποµ�νου πρ;ς τ;
)π	µενον.

ιγ́ . +Αν-παλιν λ	γος �στ0 λ�ψις τοI )ποµ�νου jς 6γουµ�νου πρ;ς τ; 6γο8µενον jς )π	µενον.
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ιδ́ . Σ8νθεσις λ	γου �στ0 λ�ψις τοI 6γουµ�νου µετ? τοI )ποµ�νου jς )ν;ς πρ;ς α�τ; τ;
)π	µενον.

ιέ . ∆ια*ρεσις λ	γου �στ0 λ�ψις τ�ς Eπεροχ�ς, u@ Eπερ�χει τ; 6γο8µενον τοI )ποµ�νου, πρ;ς
α�τ; τ; )π	µενον.

ι3́ . +Αναστροφ� λ	γου �στ0 λ�ψις τοI 6γουµ�νου πρ;ς τ�ν Eπεροχ"ν, u@ Eπερ�χει τ; 6γο8µενον
τοI )ποµ�νου.

ιζ́ . ∆* %σου λ	γος �στ0 πλει	νων mντων µεγεθ9ν κα0 Zλλων α�το�ς %σων τ; πλ�θος σ8νδυο
λαµβανοµ�νων κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, Dταν k@ jς �ν το�ς πρSτοις µεγ�θεσι τ; πρ9τον πρ;ς
τ; 1σχατον, οwτως �ν το�ς δευτ�ροις µεγ�θεσι τ; πρ9τον πρ;ς τ; 1σχατονV P ZλλωςV Λ�ψις
τ9ν Zκρων καθ( Eπε$α*ρεσιν τ9ν µ�σων.

ιή . Τεταραγµ�νη δ� �ναλογ*α �στ*ν, Dταν τρι9ν mντων µεγεθ9ν κα0 Zλλων α�το�ς %σων τ;
πλ�θος γ*νηται jς µ�ν �ν το�ς πρSτοις µεγ�θεσιν 6γο8µενον πρ;ς )π	µενον, οwτως �ν το�ς
δευτ�ροις µεγ�θεσιν 6γο8µενον πρ;ς )π	µενον, jς δ� �ν το�ς πρSτοις µεγ�θεσιν )π	µενον
πρ;ς Zλλο τι, οwτως �ν το�ς δευτ�ροις Zλλο τι πρ;ς 6γο8µενον.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Έ .ά
+Ε?ν k@ bποσαοIν µεγ�θη bποσωνοIν µεγεθ9ν %σων τ; πλ�θος iκαστον )κ-στου Jσ-κις πολ-
λαπλ-σιον, bσαπλ-σι	ν �στιν oν τ9ν µεγεθ9ν )ν	ς, τοσαυταπλ-σια 1σται κα0 τ? π-ντα τ9ν
π-ντων.

RΕστω bποσαοIν µεγ�θη τ? ΑΒ, Γ∆ bποσωνοIν µεγεθ9ν τ9ν Ε, Ζ %σων τ; πλ�θος iκαστον
)κ-στου
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Jσ-κις πολλαπλ-σιονV λ�γω, Dτι bσαπλ-σι	ν �στι τ; ΑΒ τοI Ε, τοσαυταπλ-σια 1σται κα0 τ?
ΑΒ, Γ∆ τ9ν Ε, Ζ.

+Επε0 γ?ρ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ τοI Ε κα0 τ; Γ∆ τοI Ζ, Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97
ΑΒ µεγ�θη %σα τ97 Ε, τοσαIτα κα0 �ν τ97 Γ∆ %σα τ97 Ζ. διη@ρ"σθω τ; µ�ν ΑΒ εJς τ? τ97 Ε
µεγ�θη %σα τ? ΑΗ, ΗΒ, τ; δ� Γ∆ εJς τ? τ97 Ζ %σα τ? ΓΘ, Θ∆V 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν
ΑΗ, ΗΒ τ97 πλ"θει τ9ν ΓΘ, Θ∆. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; µ�ν ΑΗ τ97 Ε, τ; δ� ΓΘ τ97 Ζ, %σον
Zρα τ; ΑΗ τ97 Ε, κα0 τ? ΑΗ, ΓΘ το�ς Ε, Ζ. δι? τ? α�τ? δ� %σον �στ0 τ; ΗΒ τ97 Ε, κα0 τ?
ΗΒ, Θ∆ το�ς Ε, ΖV Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97 ΑΒ %σα τ97 Ε, τοσαIτα κα0 �ν το�ς ΑΒ, Γ∆ %σα το�ς
Ε, ΖV bσαπλ-σιον Zρα �στ0 τ; ΑΒ τοI Ε, τοσαυταπλ-σια 1σται κα0 τ? ΑΒ, Γ∆ τ9ν Ε, Ζ.
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+Ε?ν Zρα k@ bποσαοIν µεγ�θη bποσωνοIν µεγεθ9ν %σων τ; πλ�θος iκαστον )κ-στου Jσ-κις
πολλαπλ-σιον, bσαπλ-σι	ν �στιν oν τ9ν µεγεθ9ν )ν	ς, τοσαυταπλ-σια 1σται κα0 τ? π-ντα
τ9ν π-ντωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .β́
+Ε?ν πρ9τον δευτ�ρου Jσ-κις k@ πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τετ-ρτου, k@ δ� κα0 π�µπτον δευτ�ρου
Jσ-κις πολλαπλ-σιον κα0 iκτον τετ-ρτου, κα0 συντεθ�ν πρ9τον κα0 π�µπτον δευτ�ρου Jσ-κις
1σται πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον κα0 iκτον τετ-ρτου.

Πρ9τον γ?ρ τ; ΑΒ δευτ�ρου τοI Γ Jσ-κις 1στω πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τ; ∆Ε τετ-ρτου
τοI Ζ, 1στω δ� κα0 π�µπτον τ; ΒΗ δευτ�ρου τοI Γ Jσ-κις πολλαπλ-σιον κα0 iκτον τ; ΕΘ
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τετ-ρτου τοI ΖV λ�γω, Dτι κα0 συντεθ�ν πρ9τον κα0 π�µπτον τ; ΑΗ δευτ�ρου τοI Γ Jσ-κις
1σται πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον κα0 iκτον τ; ∆Θ τετ-ρτου τοI Ζ.

+Επε0 γ?ρ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ τοI Γ κα0 τ; ∆Ε τοI Ζ, Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97
ΑΒ %σα τ97 Γ, τοσαIτα κα0 �ν τ97 ∆Ε %σα τ97 Ζ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 Dσα �στ0ν �ν τ97 ΒΗ %σα
τ97 Γ, τοσαIτα κα0 �ν τ97 ΕΘ %σα τ97 ΖV Dσα Zρα �στ0ν �ν Dλω7 τ97 ΑΗ %σα τ97 Γ, τοσαIτα
κα0 �ν Dλω7 τ97 ∆Θ %σα τ97 ΖV bσαπλ-σιον Zρα �στ0 τ; ΑΗ τοI Γ, τοσαυταπλ-σιον 1σται κα0
τ; ∆Θ τοI Ζ. κα0 συντεθ�ν Zρα πρ9τον κα0 π�µπτον τ; ΑΗ δευτ�ρου τοI Γ Jσ-κις 1σται
πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον κα0 iκτον τ; ∆Θ τετ-ρτου τοI Ζ.

+Ε?ν Zρα πρ9τον δευτ�ρου Jσ-κις k@ πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τετ-ρτου, k@ δ� κα0 π�µπτον
δευτ�ρου Jσ-κις πολλαπλ-σιον κα0 iκτον τετ-ρτου, κα0 συντεθ�ν πρ9τον κα0 π�µπτον δευτ�ρου
Jσ-κις 1σται πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον κα0 iκτον τετ-ρτουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .γ́
+Ε?ν πρ9τον δευτ�ρου Jσ-κις k@ πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τετ-ρτου, ληφθ�@ δ� Jσ-κις πολ-
λαπλ-σια τοI τε πρSτου κα0 τρ*του, κα0 δ* %σου τ9ν ληφθ�ντων )κ-τερον )κατ�ρου Jσ-κις
1σται πολλαπλ-σιον τ; µ�ν τοI δευτ�ρου τ; δ� τοI τετ-ρτου.

Πρ9τον γ?ρ τ; Α δευτ�ρου τοI Β Jσ-κις 1στω πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τ; Γ τετ-ρτου
τοI ∆, κα0 εJλ"φθω
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τ9ν Α, Γ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? ΕΖ, ΗΘV λ�γω, Dτι Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΕΖ τοI Β
κα0 τ; ΗΘ τοI ∆.

+Επε0 γ?ρ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΕΖ τοI Α κα0 τ; ΗΘ τοI Γ, Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97
ΕΖ %σα τ97 Α, τοσαIτα κα0 �ν τ97 ΗΘ %σα τ97 Γ. διη@ρ"σθω τ; µ�ν ΕΖ εJς τ? τ97 Α µεγ�θη %σα
τ? ΕΚ, ΚΖ, τ; δ� ΗΘ εJς τ? τ97 Γ %σα τ? ΗΛ, ΛΘV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΕΚ, ΚΖ τ97
πλ"θει τ9ν ΗΛ, ΛΘ. κα0 �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; Α τοI Β κα0 τ; Γ τοI ∆, %σον
δ� τ; µ�ν ΕΚ τ97 Α, τ; δ� ΗΛ τ97 Γ, Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΕΚ τοI Β κα0 τ;
ΗΛ τοI ∆. δι? τ? α�τ? δ� Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΚΖ τοI Β κα0 τ; ΛΘ τοI ∆. �πε0
οYν πρ9τον τ; ΕΚ δευτ�ρου τοI Β Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τ; ΗΛ τετ-ρτου
τοI ∆, 1στι δ� κα0 π�µπτον τ; ΚΖ δευτ�ρου τοI Β Jσ-κις πολλαπλ-σιον κα0 iκτον τ; ΛΘ
τετ-ρτου τοI ∆, κα0 συντεθ�ν Zρα πρ9τον κα0 π�µπτον τ; ΕΖ δευτ�ρου τοI Β Jσ-κις �στ0
πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον κα0 iκτον τ; ΗΘ τετ-ρτου τοI ∆.

+Ε?ν Zρα πρ9τον δευτ�ρου Jσ-κις k@ πολλαπλ-σιον κα0 τρ*τον τετ-ρτου, ληφθ�@ δ� τοI
πρSτου κα0 τρ*του Jσ-κις πολλαπλ-σια, κα0 δ* %σου τ9ν ληφθ�ντων )κ-τερον )κατ�ρου Jσ-κις
1σται πολλαπλ-σιον τ; µ�ν τοI δευτ�ρου τ; δ� τοI τετ-ρτουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .δ́

+Ε?ν πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, κα0 τ? Jσ-κις πολ-
λαπλ-σια τοI τε πρSτου κα0 τρ*του πρ;ς τ? Jσ-κις πολλαπλ-σια τοI δευτ�ρου κα0 τετ-ρτου
καθ( bποιονοIν πολλαπλασιασµ;ν τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον ληφθ�ντα κατ-λληλα.

Πρ9τον γ?ρ τ; Α πρ;ς δε8τερον τ; Β τ;ν α�τ;ν �χ�τω λ	γον κα0 τρ*τον τ; Γ πρ;ς
τ�ταρτον τ; ∆, κα0 εJλ"φθω τ9ν µ�ν Α, Γ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Ε, Ζ, τ9ν δ� Β, ∆ Zλλα, _
1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, ΘV λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; Ε πρ;ς τ; Η, οwτως τ; Ζ πρ;ς
τ; Θ.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν Ε, Ζ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κ, Λ, τ9ν δ� Η, Θ Zλλα, _ 1τυχεν,
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Μ, Ν.

[Κα0] �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; µ�ν Ε τοI Α, τ; δ� Ζ τοI Γ, κα0 ε%ληπται τ9ν Ε,
Ζ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κ, Λ, Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; Κ τοI Α κα0 τ; Λ τοI Γ.
δι? τ? α�τ? δ� Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; Μ τοI Β κα0 τ; Ν τοI Λ. κα0 �πε* �στιν jς τ;
Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆, κα0 ε%ληπται τ9ν µ�ν Α, Γ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κ,
Λ, τ9ν δ� Β, ∆ Zλλα _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Μ, Ν, εJ Zρα Eπερ�χει τ; Κ τοI Μ,
Eπερ�χει κα0 τ; Λ τοI Ν, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον, 1λαττον. κα* �στι τ? µ�ν Κ, Λ
τ9ν Ε, Ζ Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Μ, Ν τ9ν Η, Θ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σιαV
1στιν Zρα jς τ; Ε πρ;ς τ; Η, οwτως τ; Ζ πρ;ς τ; Θ.

+Ε?ν Zρα πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, κα0 τ?
Jσ-κις πολλαπλ-σια τοI τε πρSτου κα0 τρ*του πρ;ς τ? Jσ-κις πολλαπλ-σια τοI δευτ�ρου κα0
τετ-ρτου τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον καθ( bποιονοIν πολλαπλασιασµ;ν ληφθ�ντα κατ-λληλαV Dπερ
1δει δε�$αι.

Έ .έ

+Ε?ν µ�γεθος µεγ�θους Jσ-κις k@ πολλαπλ-σιον, Dπερ �φαιρεθ�ν �φαιρεθ�ντος, κα0 τ; λοιπ;ν
τοI λοιποI Jσ-κις 1σται πολλαπλ-σιον, bσαπλ-σι	ν �στι τ; Dλον τοI Dλου.

Μ�γεθος γ?ρ τ; ΑΒ µεγ�θους τοI Γ∆ Jσ-κις 1στω πολλαπλ-σιον, Dπερ �φαιρεθ�ν τ; ΑΕ
�φαιρεθ�ντος τοI ΓΖV λ�γω, Dτι κα0 λοιπ;ν
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τ; ΕΒ λοιποI τοI Ζ∆ Jσ-κις 1σται πολλαπλ-σιον, bσαπλ-σι	ν �στιν Dλον τ; ΑΒ Dλου
τοI Γ∆.

MΟσαπλ-σιον γ-ρ �στι τ; ΑΕ τοI ΓΖ, τοσαυταπλ-σιον γεγον�τω κα0 τ; ΕΒ τοI ΓΗ.
Κα0 �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΕ τοI ΓΖ κα0 τ; ΕΒ τοI ΗΓ, Jσ-κις Zρα �στ0

πολλαπλ-σιον τ; ΑΕ τοI ΓΖ κα0 τ; ΑΒ τοI ΗΖ. κε�ται δ� Jσ-κις πολλαπλ-σιον τ; ΑΕ τοI
ΓΖ κα0 τ; ΑΒ τοI Γ∆. Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ )κατ�ρου τ9ν ΗΖ, Γ∆V %σον
Zρα τ; ΗΖ τ97 Γ∆. κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; ΓΖV λοιπ;ν Zρα τ; ΗΓ λοιπ97 τ97 Ζ∆ %σον �στ*ν.
κα0 �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΕ τοI ΓΖ κα0 τ; ΕΒ τοI ΗΓ, %σον δ� τ; ΗΓ τ97
∆Ζ, Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΕ τοI ΓΖ κα0 τ; ΕΒ τοI Ζ∆. Jσ-κις δ� Eπ	κειται
πολλαπλ-σιον τ; ΑΕ τοI ΓΖ κα0 τ; ΑΒ τοI Γ∆V Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΕΒ τοI
Ζ∆ κα0 τ; ΑΒ τοI Γ∆. κα0 λοιπ;ν Zρα τ; ΕΒ λοιποI τοI Ζ∆ Jσ-κις 1σται πολλαπλ-σιον,
bσαπλ-σι	ν �στιν Dλον τ; ΑΒ Dλου τοI Γ∆.

+Ε?ν Zρα µ�γεθος µεγ�θους Jσ-κις k@ πολλαπλ-σιον, Dπερ �φαιρεθ�ν �φαιρεθ�ντος, κα0 τ;
λοιπ;ν τοI λοιποI Jσ-κις 1σται πολλαπλ-σιον, bσαπλ-σι	ν �στι κα0 τ; Dλον τοI DλουV Dπερ
1δει δε�$αι.

Έ .3́
+Ε?ν δ8ο µεγ�θη δ8ο µεγεθ9ν Jσ-κις k@ πολλαπλ-σια, κα0 �φαιρεθ�ντα τιν? τ9ν α�τ9ν Jσ-κις
k@ πολλαπλ-σια, κα0 τ? λοιπ? το�ς α�το�ς Fτοι %σα �στ0ν P Jσ-κις α�τ9ν πολλαπλ-σια.

∆8ο γ?ρ µεγ�θη τ? ΑΒ, Γ∆ δ8ο µεγεθ9ν τ9ν Ε, Ζ Jσ-κις 1στω πολλαπλ-σια, κα0
�φαιρεθ�ντα τ? ΑΗ, ΓΘ
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τ9ν α�τ9ν τ9ν Ε, Ζ Jσ-κις 1στω πολλαπλ-σιαV λ�γω, Dτι κα0 λοιπ? τ? ΗΒ, Θ∆ το�ς Ε, Ζ
Fτοι %σα �στ0ν P Jσ-κις α�τ9ν πολλαπλ-σια.

RΕστω γ?ρ πρ	τερον τ; ΗΒ τ97 Ε %σον. λ�γω, Dτι κα0 τ; Θ∆ τ97 Ζ %σον �στ*ν.
Κε*σθω γ?ρ τ97 Ζ %σον τ; ΓΚ. �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΗ τοI Ε κα0 τ; ΓΘ

τοI Ζ, %σον δ� τ; µ�ν ΗΒ τ97 Ε, τ; δ� ΚΓ τ97 Ζ, Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ τοI Ε
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κα0 τ; ΚΘ τοI Ζ. Jσ-κις δ� Eπ	κειται πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ τοI Ε κα0 τ; Γ∆ τοI ΖV Jσ-κις
Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΚΘ τοI Ζ κα0 τ; Γ∆ τοI Ζ. �πε0 οYν )κ-τερον τ9ν ΚΘ, Γ∆ τοI
Ζ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον, %σον Zρα �στ0 τ; ΚΘ τ97 Γ∆. κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; ΓΘV λοιπ;ν
Zρα τ; ΚΓ λοιπ97 τ97 Θ∆ %σον �στ*ν. �λλ? τ; Ζ τ97 ΚΓ �στιν %σονV κα0 τ; Θ∆ Zρα τ97 Ζ %σον
�στ*ν. hστε εJ τ; ΗΒ τ97 Ε %σον �στ*ν, κα0 τ; Θ∆ %σον 1σται τ97 Ζ.

MΟµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι, κlν πολλαπλ-σιον k@ τ; ΗΒ τοI Ε, τοσαυταπλ-σιον 1σται κα0
τ; Θ∆ τοI Ζ.

+Ε?ν Zρα δ8ο µεγ�θη δ8ο µεγεθ9ν Jσ-κις k@ πολλαπλ-σια, κα0 �φαιρεθ�ντα τιν? τ9ν α�τ9ν
Jσ-κις k@ πολλαπλ-σια, κα0 τ? λοιπ? το�ς α�το�ς Fτοι %σα �στ0ν P Jσ-κις α�τ9ν πολλαπλ-σιαV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ζ́
Τ? %σα πρ;ς τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον κα0 τ; α�τ; πρ;ς τ? %σα.

RΕστω %σα µεγ�θη τ? Α, Β, Zλλο δ� τι, / 1τυχεν, µ�γεθος τ; ΓV λ�γω, Dτι )κ-τερον

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

τ9ν Α, Β πρ;ς τ; Γ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον, κα0 τ; Γ πρ;ς )κ-τερον τ9ν Α, Β.
ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν Α, Β Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? ∆, Ε, τοI δ� Γ Zλλο, / 1τυχεν,

πολλαπλ-σιον τ; Ζ.
+Επε0 οYν Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ∆ τοI Α κα0 τ; Ε τοI Β, %σον δ� τ; Α τ97 Β, %σον

Zρα κα0 τ; ∆ τ97 Ε. Zλλο δ�, / 1τυχεν, τ; Ζ. ΕJ Zρα Eπερ�χει τ; ∆ τοI Ζ, Eπερ�χει κα0 τ;
Ε τοI Ζ, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον, 1λαττον. κα* �στι τ? µ�ν ∆, Ε τ9ν Α, Β Jσ-κις
πολλαπλ-σια, τ; δ� Ζ τοI Γ Zλλο, / 1τυχεν, πολλαπλ-σιονV 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Γ,
οwτως τ; Β πρ;ς τ; Γ.

Λ�γω [δ"], Dτι κα0 τ; Γ πρ;ς )κ-τερον τ9ν Α, Β τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον.
Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι %σον �στ0 τ; ∆ τ97 ΕV Zλλο δ�

τι τ; ΖV εJ Zρα Eπερ�χει τ; Ζ τοI ∆, Eπερ�χει κα0 τοI Ε, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον,
1λαττον. κα* �στι τ; µ�ν Ζ τοI Γ πολλαπλ-σιον, τ? δ� ∆, Ε τ9ν Α, Β Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις
πολλαπλ-σιαV 1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ; Α, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; Β.

Τ? %σα Zρα πρ;ς τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον κα0 τ; α�τ; πρ;ς τ? %σα.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν µεγ�θη τιν? �ν-λογον k@, κα0 �ν-παλιν �ν-λογον 1σται.
Dπερ 1δει δε�$αι.



124 BIBΛION. E′

Έ .ή
Τ9ν �ν*σων µεγεθ9ν τ; µε�ζον πρ;ς τ; α�τ; µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; 1λαττον. κα0 τ;
α�τ; πρ;ς τ; 1λαττον µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ πρ;ς τ; µε�ζον.

RΕστω Zνισα µεγ�θη τ? ΑΒ, Γ, κα0 1στω µε�ζον τ; ΑΒ, Zλλο δ�, / 1τυχεν, τ; ∆V λ�γω,
Dτι τ; ΑΒ πρ;ς τ; ∆ µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; ∆, κα0 τ; ∆ πρ;ς τ; Γ µε*ζονα
λ	γον 1χει Fπερ πρ;ς τ; ΑΒ.

+Επε0 γ?ρ µε�ζ	ν �στι τ; ΑΒ τοI Γ, κε*σθω τ97 Γ %σον τ; ΒΕV τ; δ� 1λασσον τ9ν ΑΕ, ΕΒ
πολλαπλασιαζ	µενον 1σται ποτ� τοI ∆ µε�ζον. 1στω
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πρ	τερον τ; ΑΕ 1λαττον τοI ΕΒ, κα0 πεπολλαπλασι-σθω τ; ΑΕ, κα0 1στω α�τοI πολ-
λαπλ-σιον τ; ΖΗ µε�ζον xν τοI ∆, κα0 bσαπλ-σι	ν �στι τ; ΖΗ τοI ΑΕ, τοσαυταπλ-σιον
γεγον�τω κα0 τ; µ�ν ΗΘ τοI ΕΒ τ; δ� Κ τοI ΓV κα0 εJλ"φθω τοI ∆ διπλ-σιον µ�ν τ; Λ,
τριπλ-σιον δ� τ; Μ, κα0 )$�ς )ν0 πλε�ον, iως lν τ; λαµβαν	µενον πολλαπλ-σιον µ�ν γ�νηται
τοI ∆, πρSτως δ� µε�ζον τοI Κ. εJλ"φθω, κα0 1στω τ; Ν τετραπλ-σιον µ�ν τοI ∆, πρSτως
δ� µε�ζον τοI Κ.

+Επε0 οYν τ; Κ τοI Ν πρSτως �στ0ν 1λαττον, τ; Κ Zρα τοI Μ οUκ �στιν 1λαττον. κα0 �πε0
Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΖΗ τοI ΑΕ κα0 τ; ΗΘ τοI ΕΒ, Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον
τ; ΖΗ τοI ΑΕ κα0 τ; ΖΘ τοI ΑΒ. Jσ-κις δ� �στι πολλαπλ-σιον τ; ΖΗ τοI ΑΕ κα0 τ; Κ τοI
ΓV Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΖΘ τοI ΑΒ κα0 τ; Κ τοI Γ. τ? ΖΘ, Κ Zρα τ9ν ΑΒ, Γ
Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σια. π-λιν, �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΗΘ τοI ΕΒ κα0 τ; Κ τοI
Γ, %σον δ� τ; ΕΒ τ97 Γ, %σον Zρα κα0 τ; ΗΘ τ97 ΚV τ; δ� Κ τοI Μ οUκ �στιν 1λαττονV ο�δ(
Zρα τ; ΗΘ τοI Μ 1λαττ	ν �στιν. µε�ζον δ� τ; ΖΗ τοI ∆V Dλον Zρα τ; ΖΘ συναµφοτ�ρων
τ9ν ∆, Μ µε�ζ	ν �στιν. �λλ? συναµφ	τερα τ? ∆, Μ τ97 Ν �στιν %σα, �πειδ"περ τ; Μ τοI ∆
τριπλ-σι	ν �στιν, συναµφ	τερα δ� τ? Μ, ∆ τοI ∆ �στι τετραπλ-σια, 1στι δ� κα0 τ; Ν τοI
∆ τετραπλ-σιονV συναµφ	τερα Zρα τ? Μ, ∆ τ97 Ν %σα �στ*ν. �λλ? τ; ΖΘ τ9ν Μ, ∆ µε�ζ	ν
�στινV τ; ΖΘ Zρα τοI Ν Eπερ�χειV τ; δ� Κ τοI Ν ο�χ Eπερ�χει. κα* �στι τ? µ�ν ΖΘ, Κ τ9ν
ΑΒ, Γ Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ; δ� Ν τοI ∆ Zλλο, / 1τυχεν, πολλαπλ-σιονV τ; ΑΒ Zρα πρ;ς
τ; ∆ µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; ∆.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τ; ∆ πρ;ς τ; Γ µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; ∆ πρ;ς τ; ΑΒ.
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Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι τ; µ�ν Ν τοI Κ Eπερ�χει, τ;
δ� Ν τοI ΖΘ ο�χ Eπερ�χει. κα* �στι τ; µ�ν Ν τοI ∆ πολλαπλ-σιον, τ? δ� ΖΘ, Κ τ9ν ΑΒ,
Γ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σιαV τ; ∆ Zρα πρ;ς τ; Γ µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; ∆
πρ;ς τ; ΑΒ.

+Αλλ? δ� τ; ΑΕ τοI ΕΒ
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µε�ζον 1στω. τ; δ� 1λαττον τ; ΕΒ πολλαπλασιαζ	µενον 1σται ποτ� τοI ∆ µε�ζον. πεπολ-
λαπλασι-σθω, κα0 1στω τ; ΗΘ πολλαπλ-σιον µ�ν τοI ΕΒ, µε�ζον δ� τοI ∆V κα0 bσαπλ-σι	ν
�στι τ; ΗΘ τοI ΕΒ, τοσαυταπλ-σιον γεγον�τω κα0 τ; µ�ν ΖΗ τοI ΑΕ, τ; δ� Κ τοI Γ.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι τ? ΖΘ, Κ τ9ν ΑΒ, Γ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιαV κα0 εJλ"φθω bµο*ως
τ; Ν πολλαπλ-σιον µ�ν τοI ∆, πρSτως δ� µε�ζον τοI ΖΗV hστε π-λιν τ; ΖΗ τοI Μ οUκ �στιν
1λασσον. µε�ζον δ� τ; ΗΘ τοI ∆V Dλον Zρα τ; ΖΘ τ9ν ∆, Μ, τουτ�στι τοI Ν, Eπερ�χει. τ;
δ� Κ τοI Ν ο�χ Eπερ�χει, �πειδ"περ κα0 τ; ΖΗ µε�ζον xν τοI ΗΘ, τουτ�στι τοI Κ, τοI Ν
ο�χ Eπερ�χει. κα0 jσα8τως κατακολουθοIντες το�ς �π-νω περα*νοµεν τ�ν �π	δει$ιν.

Τ9ν Zρα �ν*σων µεγεθ9ν τ; µε�ζον πρ;ς τ; α�τ; µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; 1λαττονV
κα0 τ; α�τ; πρ;ς τ; 1λαττον µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ πρ;ς τ; µε�ζονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .θ́
Τ? πρ;ς τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν 1χοντα λ	γον %σα �λλ"λοις �στ*νV κα0 πρ;ς _ τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν
1χει λ	γον, �κε�να %σα �στ*ν.

+Εχ�τω γ?ρ )κ-τερον τ9ν Α, Β πρ;ς τ; Γ τ;ν α�τ;ν λ	γονV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; Α τ97
Β.

Α Β

Γ
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ΕJ γ?ρ µ", ο�κ lν )κ-τερον τ9ν Α, Β πρ;ς τ; Γ τ;ν α�τ;ν ε^χε λ	γονV 1χει δ�V %σον Zρα
�στ0 τ; Α τ97 Β.

+Εχ�τω δ� π-λιν τ; Γ πρ;ς )κ-τερον τ9ν Α, Β τ;ν α�τ;ν λ	γονV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ;
Α τ97 Β.

ΕJ γ?ρ µ", ο�κ lν τ; Γ πρ;ς )κ-τερον τ9ν Α, Β τ;ν α�τ;ν ε^χε λ	γονV 1χει δ�V %σον Zρα
�στ0 τ; Α τ97 Β.

Τ? Zρα πρ;ς τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν 1χοντα λ	γον %σα �λλ"λοις �στ*νV κα0 πρ;ς _ τ; α�τ; τ;ν
α�τ;ν 1χει λ	γον, �κε�να %σα �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ί
Τ9ν πρ;ς τ; α�τ; λ	γον �χ	ντων τ; µε*ζονα λ	γον 1χον �κε�νο µε�ζ	ν �στινV πρ;ς / δ� τ;
α�τ; µε*ζονα λ	γον 1χει, �κε�νο 1λαττ	ν �στιν.

Α Β

Γ

+Εχ�τω γ?ρ τ; Α πρ;ς τ; Γ µε*ζονα λ	γον Fπερ τ; Β πρ;ς τ; ΓV λ�γω, Dτι µε�ζ	ν �στι
τ; Α τοI Β.

ΕJ γ?ρ µ", Fτοι %σον �στ0 τ; Α τ97 Β P 1λασσον. %σον µ�ν οYν οUκ �στι τ; Α τ97 ΒV
)κ-τερον γ?ρ lν τ9ν Α, Β πρ;ς τ; Γ τ;ν α�τ;ν ε^χε λ	γον. ο�κ 1χει δ�V ο�κ Zρα %σον �στ0
τ; Α τ97 Β. ο�δ� µ�ν 1λασσ	ν �στι τ; Α τοI ΒV τ; Α γ?ρ lν πρ;ς τ; Γ �λ-σσονα λ	γον
ε^χεν Fπερ τ; Β πρ;ς τ; Γ. ο�κ 1χει δ�V ο�κ Zρα 1λασσ	ν �στι τ; Α τοI Β. �δε*χθη δ� ο�δ�
%σονV µε�ζον Zρα �στ0 τ; Α τοI Β.

+Εχ�τω δ� π-λιν τ; Γ πρ;ς τ; Β µε*ζονα λ	γον Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; ΑV λ�γω, Dτι 1λασσ	ν
�στι τ; Β τοI Α.

ΕJ γ?ρ µ", Fτοι %σον �στ0ν P µε�ζον. %σον µ�ν οYν οUκ �στι τ; Β τ97 ΑV τ; Γ γ?ρ lν πρ;ς
)κ-τερον τ9ν Α, Β τ;ν α�τ;ν ε^χε λ	γον. ο�κ 1χει δ�V ο�κ Zρα %σον �στ0 τ; Α τ97 Β. ο�δ�
µ�ν µε�ζ	ν �στι τ; Β τοI ΑV τ; Γ γ?ρ lν πρ;ς τ; Β �λ-σσονα λ	γον ε^χεν Fπερ πρ;ς τ; Α.
ο�κ 1χει δ�V ο�κ Zρα µε�ζ	ν �στι τ; Β τοI Α. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� %σονV 1λαττον Zρα �στ0
τ; Β τοI Α.

Τ9ν Zρα πρ;ς τ; α�τ; λ	γον �χ	ντων τ; µε*ζονα λ	γον 1χον µε�ζ	ν �στινV κα0 πρ;ς /
τ; α�τ; µε*ζονα λ	γον 1χει, �κε�νο 1λαττ	ν �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιά
Ο= τ97 α�τ97 λ	γω7 ο= α�το0 κα0 �λλ"λοις εJσ0ν ο= α�το*.

RΕστωσαν γ?ρ jς µ�ν τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆, jς δ� τ; Γ πρ;ς τ; ∆,
οwτως τ; Ε πρ;ς τ; ΖV λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν Α, Γ, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, Κ, τ9ν δ� Β, ∆, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν,
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Λ, Μ, Ν.

Κα0 �πε* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆, κα0 ε%ληπται τ9ν µ�ν Α, Γ
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, τ9ν δ� Β, ∆ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Λ, Μ, εJ
Zρα Eπερ�χει τ; Η τοI Λ, Eπερ�χει κα0 τ; Θ τοI Μ, κα0 εJ %σον �στ*ν, %σον, κα0 εJ �λλε*πει,
�λλε*πει. π-λιν, �πε* �στιν jς τ; Γ πρ;ς τ; ∆, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, κα0 ε%ληπται τ9ν Γ,
Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Θ, Κ, τ9ν δ� ∆, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Μ, Ν,
εJ Zρα Eπερ�χει τ; Θ τοI Μ, Eπερ�χει κα0 τ; Κ τοI Ν, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον,
1λαττον. �λλ? εJ Eπερε�χε τ; Θ τοI Μ, Eπερε�χε κα0 τ; Η τοI Λ, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ
1λαττον, 1λαττονV hστε κα0 εJ Eπερ�χει τ; Η τοI Λ, Eπερ�χει κα0 τ; Κ τοI Ν, κα0 εJ %σον,
%σον, κα0 εJ 1λαττον, 1λαττον. κα* �στι τ? µ�ν Η, Κ τ9ν Α, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Λ,
Ν τ9ν Β, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σιαV 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Ε
πρ;ς τ; Ζ.

Ο= Zρα τ97 α�τ97 λ	γω7 ο= α�το0 κα0 �λλ"λοις εJσ0ν ο= α�το*V Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιβ́
+Ε?ν k@ bποσαοIν µεγ�θη �ν-λογον, 1σται jς oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων, οwτως
rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς rπαντα τ? )π	µενα.

RΕστωσαν bποσαοIν µεγ�θη �ν-λογον τ? Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως
τ; Γ πρ;ς τ; ∆, κα0 τ; Ε πρ;ς τ; ΖV λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ? Α, Γ, Ε
πρ;ς τ? Β, ∆, Ζ.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η Θ Κ

Λ Μ Ν

ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν Α, Γ, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, Κ, τ9ν δ� Β, ∆, Ζ Zλλα, _
1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Λ, Μ, Ν.

Κα0 �πε* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆, κα0 τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, κα0 ε%ληπται
τ9ν µ�ν Α, Γ, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, Κ τ9ν δ� Β, ∆, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις
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πολλαπλ-σια τ? Λ, Μ, Ν, εJ Zρα Eπερ�χει τ; Η τοI Λ, Eπερ�χει κα0 τ; Θ τοI Μ, κα0 τ; Κ τοI
Ν, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον, 1λαττον. hστε κα0 εJ Eπερ�χει τ; Η τοI Λ, Eπερ�χει κα0
τ? Η, Θ, Κ τ9ν Λ, Μ, Ν, κα0 εJ %σον, %σα, κα0 εJ 1λαττον, �λ-ττονα. κα* �στι τ; µ�ν Η κα0
τ? Η, Θ, Κ τοI Α κα0 τ9ν Α, Γ, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια, �πειδ"περ �?ν k@ bποσαοIν µεγ�θη
bποσωνοIν µεγεθ9ν %σων τ; πλ�θος iκαστον )κ-στου Jσ-κις πολλαπλ-σιον, bσαπλ-σι	ν
�στιν oν τ9ν µεγεθ9ν )ν	ς, τοσαυταπλ-σια 1σται κα0 τ? π-ντα τ9ν π-ντων. δι? τ? α�τ? δ�
κα0 τ; Λ κα0 τ? Λ, Μ, Ν τοI Β κα0 τ9ν Β, ∆, Ζ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιαV 1στιν Zρα jς τ;
Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ? Α, Γ, Ε πρ;ς τ? Β, ∆, Ζ.

+Ε?ν Zρα k@ bποσαοIν µεγ�θη �ν-λογον, 1σται jς oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων,
οwτως rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς rπαντα τ? )π	µεναV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιγ́
+Ε?ν πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, τρ*τον δ� πρ;ς
τ�ταρτον µε*ζονα λ	γον 1χη@ P π�µπτον πρ;ς iκτον, κα0 πρ9τον πρ;ς δε8τερον µε*ζονα λ	γον
i$ει P π�µπτον πρ;ς iκτον.
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Πρ9τον γ?ρ τ; Α πρ;ς δε8τερον τ; Β τ;ν α�τ;ν �χ�τω λ	γον κα0 τρ*τον τ; Γ πρ;ς
τ�ταρτον τ; ∆, τρ*τον δ� τ; Γ πρ;ς τ�ταρτον τ; ∆ µε*ζονα λ	γον �χ�τω P π�µπτον τ; Ε
πρ;ς iκτον τ; Ζ. λ�γω, Dτι κα0 πρ9τον τ; Α πρ;ς δε8τερον τ; Β µε*ζονα λ	γον i$ει Fπερ
π�µπτον τ; Ε πρ;ς iκτον τ; Ζ.

+Επε0 γ?ρ 1στι τιν? τ9ν µ�ν Γ, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ9ν δ� ∆, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις
πολλαπλ-σια, κα0 τ; µ�ν τοI Γ πολλαπλ-σιον τοI τοI ∆ πολλαπλασ*ου Eπερ�χει, τ; δ� τοI
Ε πολλαπλ-σιον τοI τοI Ζ πολλαπλασ*ου ο�χ Eπερ�χει, εJλ"φθω, κα0 1στω τ9ν µ�ν Γ, Ε
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, τ9ν δ� ∆, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κ, Λ,
hστε τ; µ�ν Η τοI Κ Eπερ�χειν, τ; δ� Θ τοI Λ µ� Eπερ�χεινV κα0 bσαπλ-σιον µ�ν �στι τ; Η
τοI Γ, τοσαυταπλ-σιον 1στω κα0 τ; Μ τοI Α, bσαπλ-σιον δ� τ; Κ τοI ∆, τοσαυταπλ-σιον
1στω κα0 τ; Ν τοI Β.

Κα0 �πε* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆, κα0 ε%ληπται τ9ν µ�ν Α, Γ
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Μ, Η, τ9ν δ� Β, ∆ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Ν, Κ,
εJ Zρα Eπερ�χει τ; Μ τοI Ν, Eπερ�χει κα0 τ; Η τοI Κ, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον,
1λαττον. Eπερ�χει δ� τ; Η τοI ΚV Eπερ�χει Zρα κα0 τ; Μ τοI Ν. τ; δ� Θ τοI Λ ο�χ Eπερ�χειV
κα* �στι τ? µ�ν Μ, Θ τ9ν Α, Ε Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Ν, Λ τ9ν Β, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν,
Jσ-κις πολλαπλ-σιαV τ; Zρα Α πρ;ς τ; Β µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Ε πρ;ς τ; Ζ.

+Ε?ν Zρα πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, τρ*τον δ�
πρ;ς τ�ταρτον µε*ζονα λ	γον 1χη@ P π�µπτον πρ;ς iκτον, κα0 πρ9τον πρ;ς δε8τερον µε*ζονα
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λ	γον i$ει P π�µπτον πρ;ς iκτονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιδ́
+Ε?ν πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, τ; δ� πρ9τον τοI
τρ*του µε�ζον k@, κα0 τ; δε8τερον τοI τετ-ρτου µε�ζον 1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον,
1λαττον.

Πρ9τον γ?ρ τ; Α πρ;ς δε8τερον τ; Β τ;ν α�τ;ν �χ�τω λ	γον κα0 τρ*τον τ; Γ πρ;ς
τ�ταρτον τ; ∆, µε�ζον δ� 1στω

Α Β

Γ ∆

τ; Α τοI ΓV λ�γω, Dτι κα0 τ; Β τοI ∆ µε�ζ	ν �στιν.
+Επε0 γ?ρ τ; Α τοI Γ µε�ζ	ν �στιν, Zλλο δ�, / 1τυχεν, [µ�γεθος] τ; Β, τ; Α Zρα πρ;ς τ;

Β µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; Β. jς δ� τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆V
κα0 τ; Γ Zρα πρ;ς τ; ∆ µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; Β. πρ;ς / δ� τ; α�τ; µε*ζονα
λ	γον 1χει, �κε�νο 1λασσ	ν �στινV 1λασσον Zρα τ; ∆ τοI ΒV hστε µε�ζ	ν �στι τ; Β τοI ∆.

MΟµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κlν %σον k@ τ; Α τ97 Γ, %σον 1σται κα0 τ; Β τ97 ∆, κlν 1λασσον
k@ τ; Α τοI Γ, 1λασσον 1σται κα0 τ; Β τοI ∆.

+Ε?ν Zρα πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, τ; δ�
πρ9τον τοI τρ*του µε�ζον k@, κα0 τ; δε8τερον τοI τετ-ρτου µε�ζον 1σται, κlν %σον, %σον, κlν
1λαττον, 1λαττονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιέ
Τ? µ�ρη το�ς jσα8τως πολλαπλασ*οις τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον ληφθ�ντα κατ-λληλα.

RΕστω γ?ρ Jσ-κις πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ τοI Γ κα0 τ; ∆Ε τοI ΖV λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; Γ
πρ;ς τ; Ζ, οwτως τ; ΑΒ πρ;ς τ; ∆Ε.

+Επε0 γ?ρ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΑΒ τοI Γ κα0 τ; ∆Ε τοI Ζ, Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97
ΑΒ µεγ�θη %σα τ97 Γ, τοσαIτα κα0 �ν τ97 ∆Ε %σα

� �

� �

� �

� �

Α Β

Γ
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Ζ

Η Θ

Κ Λ

τ97 Ζ. διη@ρ"σθω τ; µ�ν ΑΒ εJς τ? τ97 Γ %σα τ? ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ, τ; δ� ∆Ε εJς τ? τ97 Ζ %σα τ?
∆Κ, ΚΛ, ΛΕV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ τ97 πλ"θει τ9ν ∆Κ, ΚΛ, ΛΕ. κα0
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�πε0 %σα �στ0 τ? ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ �λλ"λοις, 1στι δ� κα0 τ? ∆Κ, ΚΛ, ΛΕ %σα �λλ"λοις, 1στιν
Zρα jς τ; ΑΗ πρ;ς τ; ∆Κ, οwτως τ; ΗΘ πρ;ς τ; ΚΛ, κα0 τ; ΘΒ πρ;ς τ; ΛΕ. 1σται Zρα
κα0 jς oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς rπαντα
τ? )π	µεναV 1στιν Zρα jς τ; ΑΗ πρ;ς τ; ∆Κ, οwτως τ; ΑΒ πρ;ς τ; ∆Ε. %σον δ� τ; µ�ν ΑΗ
τ97 Γ, τ; δ� ∆Κ τ97 ΖV 1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ; Ζ οwτως τ; ΑΒ πρ;ς τ; ∆Ε.

Τ? Zρα µ�ρη το�ς jσα8τως πολλαπλασ*οις τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον ληφθ�ντα κατ-λληλαV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ι3́
+Ε?ν τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 �ναλλ?$ �ν-λογον 1σται.

RΕστω τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον τ? Α, Β, Γ, ∆, jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ;
∆V λ�γω, Dτι κα0 �ναλλ?$ [�ν-

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

λογον] 1σται, jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; Β πρ;ς τ; ∆.
ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν Α, Β Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Ε, Ζ, τ9ν δ� Γ, ∆ Zλλα, _ 1τυχεν,

Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ.
Κα0 �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; Ε τοI Α κα0 τ; Ζ τοI Β, τ? δ� µ�ρη το�ς jσα8τως

πολλαπλασ*οις τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον, 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ.
jς δ� τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆V κα0 jς Zρα τ; Γ πρ;ς τ; ∆, οwτως τ; Ε πρ;ς
τ; Ζ. π-λιν, �πε0 τ? Η, Θ τ9ν Γ, ∆ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σια, 1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ; ∆,
οwτως τ; Η πρ;ς τ; Θ. jς δ� τ; Γ πρ;ς τ; ∆, [οwτως] τ; Ε πρ;ς τ; ΖV κα0 jς Zρα τ; Ε
πρ;ς τ; Ζ, οwτως τ; Η πρ;ς τ; Θ. �?ν δ� τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, τ; δ� πρ9τον τοI
τρ*του µε�ζον k@, κα0 τ; δε8τερον τοI τετ-ρτου µε�ζον 1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον,
1λαττον. εJ Zρα Eπερ�χει τ; Ε τοI Η, Eπερ�χει κα0 τ; Ζ τοI Θ, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ
1λαττον, 1λαττον. κα* �στι τ? µ�ν Ε, Ζ τ9ν Α, Β Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Η, Θ τ9ν Γ, ∆
Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σιαV 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; Β πρ;ς τ; ∆.

+Ε?ν Zρα τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 �ναλλ?$ �ν-λογον 1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιζ́
+Ε?ν συγκε*µενα µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 διαιρεθ�ντα �ν-λογον 1σται.

RΕστω συγκε*µενα µεγ�θη �ν-λογον τ? ΑΒ, ΒΕ, Γ∆, ∆Ζ, jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΒΕ, οwτως
τ; Γ∆ πρ;ς τ; ∆ΖV λ�γω, Dτι κα0 διαιρεθ�ντα �ν-λογον 1σται, jς τ; ΑΕ πρ;ς τ; ΕΒ, οwτως
τ; ΓΖ πρ;ς τ; ∆Ζ.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν ΑΕ, ΕΒ, ΓΖ, Ζ∆ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? ΗΘ, ΘΚ, ΛΜ, ΜΝ, τ9ν
δ� ΕΒ, Ζ∆ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κq, ΝΠ.

Κα0 �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΗΘ τοI ΑΕ κα0 τ; ΘΚ τοI ΕΒ, Jσ-κις Zρα �στ0
πολλαπλ-σιον τ; ΗΘ τοI ΑΕ κα0 τ; ΗΚ τοI ΑΒ. Jσ-κις δ� �στι πολλαπλ-σιον τ; ΗΘ τοI
ΑΕ κα0 τ; ΛΜ τοI ΓΖV Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΗΚ τοI ΑΒ κα0 τ; ΛΜ τοI ΓΖ.
π-λιν, �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΛΜ τοI ΓΖ κα0 τ; ΜΝ τοI Ζ∆, Jσ-κις Zρα �στ0
πολλαπλ-σιον τ; ΛΜ τοI ΓΖ κα0 τ; ΛΝ τοI Γ∆. Jσ-κις δ� kν πολλαπλ-σιον τ; ΛΜ τοI ΓΖ
κα0 τ; ΗΚ τοI ΑΒV Jσ-κις Zρα �στ0 πολλαπλ-σιον τ; ΗΚ τοI ΑΒ κα0 τ; ΛΝ τοI Γ∆. τ?
ΗΚ, ΛΝ Zρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σια. π-λιν, �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον
τ; ΘΚ τοI ΕΒ κα0 τ; ΜΝ τοI Ζ∆, 1στι δ� κα0 τ; Κq τοI ΕΒ Jσ-κις πολλαπλ-σιον κα0 τ;
ΝΠ τοI Ζ∆, κα0 συντεθ�ν τ; Θq τοI ΕΒ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σιον κα0 τ; ΜΠ τοI Ζ∆.
Κα0 �πε* �στιν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΒΕ, οwτως τ; Γ∆ πρ;ς τ; ∆Ζ, κα0 ε%ληπται τ9ν µ�ν ΑΒ,
Γ∆ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? ΗΚ, ΛΝ, τ9ν δ� ΕΒ, Ζ∆ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Θq, ΜΠ, εJ
Zρα Eπερ�χει τ; ΗΚ τοI Θq, Eπερ�χει κα0 τ; ΛΝ τοI ΜΠ, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον,
1λαττον. Eπερεχ�τω δ� τ; ΗΚ τοI Θq, κα0 κοινοI �φαιρεθ�ντος τοI ΘΚ Eπερ�χει Zρα κα0
τ; ΗΘ τοI Κq. �λλ? εJ Eπερε�χε τ; ΗΚ τοI Θq, Eπερε�χε κα0 τ; ΛΝ τοI ΜΠV Eπερ�χει Zρα
κα0 τ; ΛΝ τοI ΜΠ, κα0 κοινοI �φαιρεθ�ντος τοI ΜΝ Eπερ�χει κα0 τ; ΛΜ τοI ΝΠV hστε εJ
Eπερ�χει τ; ΗΘ τοI Κq, Eπερ�χει κα0 τ; ΛΜ τοI ΝΠ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κlν %σον k@
τ; ΗΘ τ97 Κq, %σον 1σται κα0 τ; ΛΜ τ97 ΝΠ, κlν 1λαττον, 1λαττον. κα* �στι τ? µ�ν ΗΘ,
ΛΜ τ9ν ΑΕ, ΓΖ Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Κq, ΝΠ τ9ν ΕΒ, Ζ∆ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις
πολλαπλ-σιαV 1στιν Zρα jς τ; ΑΕ πρ;ς τ; ΕΒ, οwτως τ; ΓΖ πρ;ς τ; Ζ∆.

+Ε?ν Zρα συγκε*µενα µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 διαιρεθ�ντα �ν-λογον 1σταιV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Έ .ιή
+Ε?ν διη@ρηµ�να µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 συντεθ�ντα �ν-λογον 1σται.

RΕστω διη@ρηµ�να µεγ�θη �ν-λογον τ? ΑΕ, ΕΒ, ΓΖ, Ζ∆, jς τ; ΑΕ πρ;ς τ; ΕΒ, οwτως
τ; ΓΖ πρ;ς τ; Ζ∆V λ�γω, Dτι κα0 συντεθ�ντα �ν-λογον
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1σται, jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΒΕ, οwτως τ; Γ∆ πρ;ς τ; Ζ∆.
ΕJ γ?ρ µ" �στιν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΒΕ, οwτως τ; Γ∆ πρ;ς τ; ∆Ζ, 1σται jς τ; ΑΒ πρ;ς

τ; ΒΕ, οwτως τ; Γ∆ Fτοι πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ∆Ζ P πρ;ς µε�ζον.
RΕστω πρ	τερον πρ;ς 1λασσον τ; ∆Η. κα0 �πε* �στιν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΒΕ, οwτως τ;

Γ∆ πρ;ς τ; ∆Η, συγκε*µενα µεγ�θη �ν-λογ	ν �στινV hστε κα0 διαιρεθ�ντα �ν-λογον 1σται.
1στιν Zρα jς τ; ΑΕ πρ;ς τ; ΕΒ, οwτως τ; ΓΗ πρ;ς τ; Η∆. Eπ	κειται δ� κα0 jς τ; ΑΕ
πρ;ς τ; ΕΒ, οwτως τ; ΓΖ πρ;ς τ; Ζ∆. κα0 jς Zρα τ; ΓΗ πρ;ς τ; Η∆, οwτως τ; ΓΖ πρ;ς τ;
Ζ∆. µε�ζον δ� τ; πρ9τον τ; ΓΗ τοI τρ*του τοI ΓΖV µε�ζον Zρα κα0 τ; δε8τερον τ; Η∆ τοI
τετ-ρτου τοI Ζ∆. �λλ? κα0 1λαττονV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV ο�κ Zρα �στ0ν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ;
ΒΕ, οwτως τ; Γ∆ πρ;ς 1λασσον τοI Ζ∆. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ� πρ;ς µε�ζονV πρ;ς
α�τ; Zρα.

+Ε?ν Zρα διη@ρηµ�να µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 συντεθ�ντα �ν-λογον 1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .ιθ́
+Ε?ν k@ jς Dλον πρ;ς Dλον, οwτως �φαιρεθ�ν πρ;ς �φαιρεθ�ν, κα0 τ; λοιπ;ν πρ;ς τ; λοιπ;ν
1σται jς Dλον πρ;ς Dλον.

RΕστω γ?ρ jς Dλον τ; ΑΒ πρ;ς Dλον τ; Γ∆, οwτως �φαιρεθ�ν τ; ΑΕ πρ;ς �φαιρεθ�ν τ;
ΓΖV λ�γω, Dτι κα0 λοιπ;ν τ; ΕΒ πρ;ς λοιπ;ν τ; Ζ∆ 1σται jς Dλον τ; ΑΒ πρ;ς Dλον τ; Γ∆.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Γ∆, οwτως τ; ΑΕ πρ;ς τ; ΓΖ, κα0 �ναλλ?$ jς τ; ΒΑ
πρ;ς τ; ΑΕ, οwτως τ; ∆Γ πρ;ς τ; ΓΖ. κα0
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�πε0 συγκε*µενα µεγ�θη �ν-λογ	ν �στιν, κα0 διαιρεθ�ντα �ν-λογον 1σται, jς τ; ΒΕ πρ;ς
τ; ΕΑ, οwτως τ; ∆Ζ πρ;ς τ; ΓΖV κα0 �ναλλ-$, jς τ; ΒΕ πρ;ς τ; ∆Ζ, οwτως τ; ΕΑ πρ;ς
τ; ΖΓ. jς δ� τ; ΑΕ πρ;ς τ; ΓΖ, οwτως Eπ	κειται Dλον τ; ΑΒ πρ;ς Dλον τ; Γ∆. κα0 λοιπ;ν
Zρα τ; ΕΒ πρ;ς λοιπ;ν τ; Ζ∆ 1σται jς Dλον τ; ΑΒ πρ;ς Dλον τ; Γ∆.

+Ε?ν Zρα k@ jς Dλον πρ;ς Dλον, οwτως �φαιρεθ�ν πρ;ς �φαιρεθ�ν, κα0 τ; λοιπ;ν πρ;ς τ;
λοιπ;ν 1σται jς Dλον πρ;ς Dλον [Dπερ 1δει δε�$αι].

[Κα0 �πε0 �δε*χθη jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Γ∆, οwτως τ; ΕΒ πρ;ς τ; Ζ∆, κα0 �ναλλ?$ jς τ;
ΑΒ πρ;ς τ; ΒΕ οwτως τ; Γ∆ πρ;ς τ; Ζ∆, συγκε*µενα Zρα µεγ�θη �ν-λογ	ν �στινV �δε*χθη
δ� jς τ; ΒΑ πρ;ς τ; ΑΕ, οwτως τ; ∆Γ πρ;ς τ; ΓΖV κα* �στιν �ναστρ�ψαντι].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν συγκε*µενα µεγ�θη �ν-λογον k@, κα0 �ναστρ�ψαντι �ν-λογον
1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Έ .κ́
+Ε?ν k@ τρ*α µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος, σ8νδυο λαµβαν	µενα κα0 �ν τ97 α�τ97
λ	γω7, δ* %σου δ� τ; πρ9τον τοI τρ*του µε�ζον k@, κα0 τ; τ�ταρτον τοI iκτου µε�ζον 1σται,
κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον, 1λαττον.

RΕστω τρ*α µεγ�θη τ? Α, Β, Γ, κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος τ? ∆, Ε, Ζ, σ8νδυο
λαµβαν	µενα �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, jς µ�ν τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ε, jς
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∆
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δ� τ; Β πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, δ* %σου δ� µε�ζον 1στω τ; Α τοI ΓV λ�γω, Dτι κα0
τ; ∆ τοI Ζ µε�ζον 1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον, 1λαττον.

+Επε0 γ?ρ µε�ζ	ν �στι τ; Α τοI Γ, Zλλο δ� τι τ; Β, τ; δ� µε�ζον πρ;ς τ; α�τ; µε*ζονα
λ	γον 1χει Fπερ τ; 1λαττον, τ; Α Zρα πρ;ς τ; Β µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; Β.
�λλ( jς µ�ν τ; Α πρ;ς τ; Β, [οwτως] τ; ∆ πρ;ς τ; Ε, jς δ� τ; Γ πρ;ς τ; Β, �ν-παλιν οwτως
τ; Ζ πρ;ς τ; ΕV κα0 τ; ∆ Zρα πρ;ς τ; Ε µε*ζονα λ	γον 1χει Fπερ τ; Ζ πρ;ς τ; Ε. τ9ν δ�
πρ;ς τ; α�τ; λ	γον �χ	ντων τ; µε*ζονα λ	γον 1χον µε�ζ	ν �στιν. µε�ζον Zρα τ; ∆ τοI Ζ.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κlν %σον k@ τ; Α τ97 Γ, %σον 1σται κα0 τ; ∆ τ97 Ζ, κlν 1λαττον,
1λαττον.

+Ε?ν Zρα k@ τρ*α µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος, σ8νδυο λαµβαν	µενα κα0 �ν τ97
α�τ97 λ	γω7, δ* %σου δ� τ; πρ9τον τοI τρ*του µε�ζον k@, κα0 τ; τ�ταρτον τοI iκτου µε�ζον
1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον, 1λαττονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Έ .κά
+Ε?ν k@ τρ*α µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος σ8νδυο λαµβαν	µενα κα0 �ν τ97 α�τ97
λ	γω7, k@ δ� τεταραγµ�νη α�τ9ν 6 �ναλογ*α, δ* %σου δ� τ; πρ9τον τοI τρ*του µε�ζον k@, κα0
τ; τ�ταρτον τοI iκτου µε�ζον 1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον, 1λαττον.

RΕστω τρ*α µεγ�θη τ? Α, Β, Γ κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος τ? ∆, Ε, Ζ, σ8νδυο λαµ-
βαν	µενα κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, 1στω δ� τεταραγµ�νη
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α�τ9ν 6 �ναλογ*α, jς µ�ν τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, jς δ� τ; Β πρ;ς τ; Γ,
οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ε, δ* %σου δ� τ; Α τοI Γ µε�ζον 1στωV λ�γω, Dτι κα0 τ; ∆ τοI Ζ µε�ζον
1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον, 1λαττον.

+Επε0 γ?ρ µε�ζ	ν �στι τ; Α τοI Γ, Zλλο δ� τι τ; Β, τ; Α Zρα πρ;ς τ; Β µε*ζονα λ	γον
1χει Fπερ τ; Γ πρ;ς τ; Β. �λλ( jς µ�ν τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, jς δ� τ;
Γ πρ;ς τ; Β, �ν-παλιν οwτως τ; Ε πρ;ς τ; ∆. κα0 τ; Ε Zρα πρ;ς τ; Ζ µε*ζονα λ	γον 1χει
Fπερ τ; Ε πρ;ς τ; ∆. πρ;ς / δ� τ; α�τ; µε*ζονα λ	γον 1χει, �κε�νο 1λασσ	ν �στινV 1λασσον
Zρα �στ0 τ; Ζ τοI ∆V µε�ζον Zρα �στ0 τ; ∆ τοI Ζ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κlν %σον k@ τ; Α
τ97 Γ, %σον 1σται κα0 τ; ∆ τ97 Ζ, κlν 1λαττον, 1λαττον.

+Ε?ν Zρα k@ τρ*α µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος, σ8νδυο λαµβαν	µενα κα0 �ν τ97
α�τ97 λ	γω7, k@ δ� τεταραγµ�νη α�τ9ν 6 �ναλογ*α, δ* %σου δ� τ; πρ9τον τοI τρ*του µε�ζον
k@, κα0 τ; τ�ταρτον τοI iκτου µε�ζον 1σται, κlν %σον, %σον, κlν 1λαττον, 1λαττονV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Έ .κβ́
+Ε?ν k@ bποσαοIν µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος, σ8νδυο λαµβαν	µενα κα0 �ν τ97
α�τ97 λ	γω7, κα0 δ* %σου �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 1σται.
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RΕστω bποσαοIν µεγ�θη τ? Α, Β, Γ κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος τ? ∆, Ε, Ζ, σ8νδυο
λαµβαν	µενα �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, jς µ�ν τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ε, jς δ� τ; Β
πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; ΖV λ�γω, Dτι κα0 δ* %σου �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 1σται.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν Α, ∆ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, τ9ν δ� Β, Ε Zλλα, _ 1τυχεν,
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κ, Λ, κα0 1τι τ9ν Γ, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Μ, Ν.

Κα0 �πε* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ε, κα0 ε%ληπται τ9ν µ�ν Α, ∆
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, τ9ν δ� Β, Ε Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Κ, Λ,
1στιν Zρα jς τ; Η πρ;ς τ; Κ, οwτως τ; Θ πρ;ς τ; Λ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς τ; Κ πρ;ς
τ; Μ, οwτως τ; Λ πρ;ς τ; Ν. �πε0 οYν τρ*α µεγ�θη �στ0 τ? Η, Κ, Μ, κα0 Zλλα α�το�ς %σα
τ; πλ�θος τ? Θ, Λ, Ν, σ8νδυο λαµβαν	µενα κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, δ* %σου Zρα, εJ Eπερ�χει
τ; Η τοI Μ, Eπερ�χει κα0 τ; Θ τοI Ν, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον, 1λαττον. κα* �στι
τ? µ�ν Η, Θ τ9ν Α, ∆ Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Μ, Ν τ9ν Γ, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις
πολλαπλ-σια. 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ζ.

+Ε?ν Zρα k@ bποσαοIν µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος, σ8νδυο λαµβαν	µενα �ν τ97
α�τ97 λ	γω7, κα0 δ* %σου �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Έ .κγ́

+Ε?ν k@ τρ*α µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος σ8νδυο λαµβαν	µενα �ν τ97 α�τ97 λ	γω7,
k@ δ� τεταραγµ�νη α�τ9ν 6 �ναλογ*α, κα0 δ* %σου �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 1σται.

RΕστω τρ*α µεγ�θη τ? Α, Β, Γ κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος σ8νδυο λαµβαν	µενα �ν τ97
α�τ97 λ	γω7 τ? ∆, Ε, Ζ, 1στω δ� τεταραγµ�νη α�τ9ν 6 �ναλογ*α, jς µ�ν τ;
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∆ Ε Ζ

Η Θ

Κ

Λ

Μ Ν

Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, jς δ� τ; Β πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; ΕV λ�γω,
Dτι �στ0ν jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ζ.

ΕJλ"φθω τ9ν µ�ν Α, Β, ∆ Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Η, Θ, Κ, τ9ν δ� Γ, Ε, Ζ Zλλα, _ 1τυχεν,
Jσ-κις πολλαπλ-σια τ? Λ, Μ, Ν.

Κα0 �πε0 Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σια τ? Η, Θ τ9ν Α, Β, τ? δ� µ�ρη το�ς jσα8τως πολ-
λαπλασ*οις τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον, 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Η πρ;ς τ; Θ.
δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, οwτως τ; Μ πρ;ς τ; ΝV κα* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ;
Β, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; ΖV κα0 jς Zρα τ; Η πρ;ς τ; Θ, οwτως τ; Μ πρ;ς τ; Ν. κα0 �πε*
�στιν jς τ; Β πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ∆ πρ;ς τ; Ε, κα0 �ναλλ?$ jς τ; Β πρ;ς τ; ∆, οwτως τ;
Γ πρ;ς τ; Ε. κα0 �πε0 τ? Θ, Κ τ9ν Β, ∆ Jσ-κις �στ0 πολλαπλ-σια, τ? δ� µ�ρη το�ς Jσ-κις
πολλαπλασ*οις τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον, 1στιν Zρα jς τ; Β πρ;ς τ; ∆, οwτως τ; Θ πρ;ς τ; Κ.
�λλ( jς τ; Β πρ;ς τ; ∆, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ΕV κα0 jς Zρα τ; Θ πρ;ς τ; Κ, οwτως τ; Γ
πρ;ς τ; Ε. π-λιν, �πε0 τ? Λ, Μ τ9ν Γ, Ε Jσ-κις �στι πολλαπλ-σια, 1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς
τ; Ε, οwτως τ; Λ πρ;ς τ; Μ. �λλ( jς τ; Γ πρ;ς τ; Ε, οwτως τ; Θ πρ;ς τ; ΚV κα0 jς Zρα
τ; Θ πρ;ς τ; Κ, οwτως τ; Λ πρ;ς τ; Μ, κα0 �ναλλ?$ jς τ; Θ πρ;ς τ; Λ, τ; Κ πρ;ς τ; Μ.
�δε*χθη δ� κα0 jς τ; Η πρ;ς τ; Θ, οwτως τ; Μ πρ;ς τ; Ν. �πε0 οYν τρ*α µεγ�θη �στ0 τ? Η,
Θ, Λ, κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος τ? Κ, Μ, Ν σ8νδυο λαµβαν	µενα �ν τ97 α�τ97 λ	γω7,
κα* �στιν α�τ9ν τεταραγµ�νη 6 �ναλογ*α, δ* %σου Zρα, εJ Eπερ�χει τ; Η τοI Λ, Eπερ�χει κα0
τ; Κ τοI Ν, κα0 εJ %σον, %σον, κα0 εJ 1λαττον, 1λαττον. κα* �στι τ? µ�ν Η, Κ τ9ν Α, ∆
Jσ-κις πολλαπλ-σια, τ? δ� Λ, Ν τ9ν Γ, Ζ. 1στιν Zρα jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ∆ πρ;ς
τ; Ζ.

+Ε?ν Zρα k@ τρ*α µεγ�θη κα0 Zλλα α�το�ς %σα τ; πλ�θος σ8νδυο λαµβαν	µενα �ν τ97 α�τ97
λ	γω7, k@ δ� τεταραγµ�νη α�τ9ν 6 �ναλογ*α, κα0 δ* %σου �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 1σταιV Dπερ 1δει
δε�$αι.
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Έ .κδ́

+Ε?ν πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, 1χη@ δ� κα0 π�µπτον
πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν λ	γον κα0 iκτον πρ;ς τ�ταρτον, κα0 συντεθ�ν πρ9τον κα0 π�µπτον
πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον κα0 τρ*τον κα0 iκτον πρ;ς τ�ταρτον.

Πρ9τον γ?ρ τ; ΑΒ πρ;ς δε8τερον τ; Γ τ;ν α�τ;ν �χ�τω λ	γον κα0 τρ*τον τ; ∆Ε πρ;ς
τ�ταρτον τ; Ζ, �χ�τω δ� κα0 π�µπτον τ; ΒΗ πρ;ς δε8τερον τ; Γ τ;ν
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α�τ;ν λ	γον κα0 iκτον τ; ΕΘ πρ;ς τ�ταρτον τ; ΖV λ�γω, Dτι κα0 συντεθ�ν πρ9τον κα0
π�µπτον τ; ΑΗ πρ;ς δε8τερον τ; Γ τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον, κα0 τρ*τον κα0 iκτον τ; ∆Θ πρ;ς
τ�ταρτον τ; Ζ.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς τ; ΒΗ πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ΕΘ πρ;ς τ; Ζ, �ν-παλιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς
τ; ΒΗ, οwτως τ; Ζ πρ;ς τ; ΕΘ. �πε0 οYν �στιν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ∆Ε πρ;ς τ;
Ζ, jς δ� τ; Γ πρ;ς τ; ΒΗ, οwτως τ; Ζ πρ;ς τ; ΕΘ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ;
ΒΗ, οwτως τ; ∆Ε πρ;ς τ; ΕΘ. κα0 �πε0 διη@ρηµ�να µεγ�θη �ν-λογ	ν �στιν, κα0 συντεθ�ντα
�ν-λογον 1σταιV 1στιν Zρα jς τ; ΑΗ πρ;ς τ; ΗΒ, οwτως τ; ∆Θ πρ;ς τ; ΘΕ. 1στι δ� κα0
jς τ; ΒΗ πρ;ς τ; Γ, οwτως τ; ΕΘ πρ;ς τ; ΖV δ* %σου Zρα �στ0ν jς τ; ΑΗ πρ;ς τ; Γ, οwτως
τ; ∆Θ πρ;ς τ; Ζ.

+Ε?ν Zρα πρ9τον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον κα0 τρ*τον πρ;ς τ�ταρτον, 1χη@ δ�
κα0 π�µπτον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν λ	γον κα0 iκτον πρ;ς τ�ταρτον, κα0 συντεθ�ν πρ9τον
κα0 π�µπτον πρ;ς δε8τερον τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον κα0 τρ*τον κα0 iκτον πρ;ς τ�ταρτονV Dπερ
1δει δε�$αι.

Έ .κέ

+Ε?ν τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, τ; µ�γιστον [α�τ9ν] κα0 τ; �λ-χιστον δ8ο τ9ν λοιπ9ν
µε*ζον- �στιν.

RΕστω τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον τ? ΑΒ, Γ∆, Ε, Ζ, jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Γ∆, οwτως τ; Ε
πρ;ς τ; Ζ, 1στω δ� µ�γιστον µ�ν α�τ9ν τ; ΑΒ, �λ-χιστον
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δ� τ; ΖV λ�γω, Dτι τ? ΑΒ, Ζ τ9ν Γ∆, Ε µε*ζον- �στιν.
Κε*σθω γ?ρ τ97 µ�ν Ε %σον τ; ΑΗ, τ97 δ� Ζ %σον τ; ΓΘ.
+Επε0 [οYν] �στιν jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Γ∆, οwτως τ; Ε πρ;ς τ; Ζ, %σον δ� τ; µ�ν Ε τ97 ΑΗ,

τ; δ� Ζ τ97 ΓΘ, 1στιν Zρα jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Γ∆, οwτως τ; ΑΗ πρ;ς τ; ΓΘ. κα0 �πε* �στιν
jς Dλον τ; ΑΒ πρ;ς Dλον τ; Γ∆, οwτως �φαιρεθ�ν τ; ΑΗ πρ;ς �φαιρεθ�ν τ; ΓΘ, κα0 λοιπ;ν
Zρα τ; ΗΒ πρ;ς λοιπ;ν τ; Θ∆ 1σται jς Dλον τ; ΑΒ πρ;ς Dλον τ; Γ∆. µε�ζον δ� τ; ΑΒ τοI
Γ∆V µε�ζον Zρα κα0 τ; ΗΒ τοI Θ∆. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; µ�ν ΑΗ τ97 Ε, τ; δ� ΓΘ τ97 Ζ, τ?
Zρα ΑΗ, Ζ %σα �στ0 το�ς ΓΘ, Ε. Κα0 [�πε0] �?ν [�ν*σοις %σα προστεθ�@, τ? Dλα Zνισ- �στιν,
�?ν Zρα] τ9ν ΗΒ, Θ∆ �ν*σων mντων κα0 µε*ζονος τοI ΗΒ τ97 µ�ν ΗΒ προστεθ�@ τ? ΑΗ, Ζ,
τ97 δ� Θ∆ προστεθ�@ τ? ΓΘ, Ε, συν-γεται τ? ΑΒ, Ζ µε*ζονα τ9ν Γ∆, Ε.

+Ε?ν Zρα τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, τ; µ�γιστον α�τ9ν κα0 τ; �λ-χιστον δ8ο τ9ν
λοιπ9ν µε*ζον- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.
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BIBΛION

F′

ΟΡΟΙ

ά . <Οµοια σχ"µατα ε�θ8γραµµ- �στιν, Dσα τ-ς τε γων*ας %σας 1χει κατ? µ*αν κα0 τ?ς περ0
τ?ς %σας γων*ας πλευρ?ς �ν-λογον.

β́ . [+Αντιπεπονθ	τα δ� σχ"µατ- �στιν, Dταν �ν )κατ�ρω7 τ9ν σχηµ-των 6γο8µενο* τε κα0
)π	µενοι λ	γοι >σιν.]

γ́ . RΑκρον κα0 µ�σον λ	γον ε�θε�α τετµ�σθαι λ�γεται, Dταν k@ jς 6 Dλη πρ;ς τ; µε�ζον τµ�µα,
οwτως τ; µε�ζον πρ;ς τ; 1λαττον.

δ́ . <Υψος �στ0 παντ;ς σχ"µατος 6 �π; τ�ς κορυφ�ς �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος �γοµ�νη.

έ . [Λ	γος �κ λ	γων συγκε�σθαι λ�γεται, Dταν α= τ9ν λ	γων πηλικ	τητες �φ( )αυτ?ς πολ-
λαπλασιασθε�σαι ποι9σ* τινα.]

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

ý .ά
Τ? τρ*γωνα κα0 τ? παραλληλ	γραµµα, τ? Eπ; τ; α�τ; wψος mντα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς α=
β-σεις.
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RΕστω τρ*γωνα µ�ν τ? ΑΒΓ, ΑΓ∆, παραλληλ	γραµµα δ� τ? ΕΓ, ΓΖ Eπ; τ; α�τ; wψος τ;
ΑΓV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν Γ∆ β-σιν, οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ;
ΑΓ∆ τρ*γωνον, κα0 τ; ΕΓ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΖ παραλληλ	γραµµον.

+Εκβεβλ"σθω γ?ρ 6 Β∆ �φ( )κ-τερα τ? µ�ρη �π0 τ? Θ, Λ σηµε�α, κα0 κε*σθωσαν τ�@ µ�ν
ΒΓ β-σει %σαι [bσαιδηποτοIν] α= ΒΗ, ΗΘ, τ�@ δ� Γ∆ β-σει %σαι bσαιδηποτοIν α= ∆Κ, ΚΛ,
κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΗ, ΑΘ, ΑΚ, ΑΛ.

Κα0 �πε0 %σαι εJσ0ν α= ΓΒ, ΒΗ, ΗΘ �λλ"λαις, %σα �στ0 κα0 τ? ΑΘΗ, ΑΗΒ, ΑΒΓ τρ*γωνα
�λλ"λοις. bσαπλασ*ων Zρα �στ0ν 6 ΘΓ β-σις τ�ς ΒΓ β-σεως, τοσαυταπλ-σι	ν �στι κα0
τ; ΑΘΓ τρ*γωνον τοI ΑΒΓ τριγSνου. δι? τ? α�τ? δ� bσαπλασ*ων �στ0ν 6 ΛΓ β-σις τ�ς
Γ∆ β-σεως, τοσαυταπλ-σι	ν �στι κα0 τ; ΑΛΓ τρ*γωνον τοI ΑΓ∆ τριγSνουV κα0 εJ %ση
�στ0ν 6 ΘΓ β-σις τ�@ ΓΛ β-σει, %σον �στ0 κα0 τ; ΑΘΓ τρ*γωνον τ97 ΑΓΛ τριγSνω7, κα0 εJ
Eπερ�χει 6 ΘΓ β-σις τ�ς ΓΛ β-σεως, Eπερ�χει κα0 τ; ΑΘΓ τρ*γωνον τοI ΑΓΛ τριγSνου,
κα0 εJ �λ-σσων, 1λασσον. τεσσ-ρων δ� mντων µεγεθ9ν δ8ο µ�ν β-σεων τ9ν ΒΓ, Γ∆, δ8ο
δ� τριγSνων τ9ν ΑΒΓ, ΑΓ∆ ε%ληπται Jσ-κις πολλαπλ-σια τ�ς µ�ν ΒΓ β-σεως κα0 τοI ΑΒΓ
τριγSνου # τε ΘΓ β-σις κα0 τ; ΑΘΓ τρ*γωνον, τ�ς δ� Γ∆ β-σεως κα0 τοI Α∆Γ τριγSνου
Zλλα, _ 1τυχεν, Jσ-κις πολλαπλ-σια # τε ΛΓ β-σις κα0 τ; ΑΛΓ τρ*γωνονV κα0 δ�δεικται, Dτι,
εJ Eπερ�χει 6 ΘΓ β-σις τ�ς ΓΛ β-σεως, Eπερ�χει κα0 τ; ΑΘΓ τρ*γωνον τοI ΑΛΓ τριγSνου,
κα0 εJ %ση, %σον, κα0 εJ �λ-σσων, 1λασσονV 1στιν Zρα jς 6 ΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν Γ∆ β-σιν,
οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΑΓ∆ τρ*γωνον.

Κα0 �πε0 τοI µ�ν ΑΒΓ τριγSνου διπλ-σι	ν �στι τ; ΕΓ παραλληλ	γραµµον, τοI δ� ΑΓ∆
τριγSνου διπλ-σι	ν �στι τ; ΖΓ παραλληλ	γραµµον, τ? δ� µ�ρη το�ς jσα8τως πολλαπλασ*οις
τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον, 1στιν Zρα jς τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΑΓ∆ τρ*γωνον, οwτως τ; ΕΓ
παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΖΓ παραλληλ	γραµµον. �πε0 οYν �δε*χθη, jς µ�ν 6 ΒΓ β-σις
πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΑΓ∆ τρ*γωνον, jς δ� τ; ΑΒΓ τρ*γωνον
πρ;ς τ; ΑΓ∆ τρ*γωνον, οwτως τ; ΕΓ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΖ παραλληλ	γραµµον,
κα0 jς Zρα 6 ΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν Γ∆ β-σιν, οwτως τ; ΕΓ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΖΓ
παραλληλ	γραµµον.

Τ? Zρα τρ*γωνα κα0 τ? παραλληλ	γραµµα τ? Eπ; τ; α�τ; wψος mντα πρ;ς Zλληλ- �στιν
jς α= β-σειςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .β́

+Ε?ν τριγSνου παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν �χθ�@ τις ε�θε�α, �ν-λογον τεµε� τ?ς τοI τριγSνου
πλευρ-ςV κα0 �?ν α= τοI τριγSνου πλευρα0 �ν-λογον τµηθ9σιν, 6 �π0 τ?ς



προτ-σεις 141

�

� �

� �

Α

Β Γ

∆ Ε

τοµ?ς �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α παρ? τ�ν λοιπ�ν 1σται τοI τριγSνου πλευρ-ν.
ΤριγSνου γ?ρ τοI ΑΒΓ παρ-λληλος µιHc τ9ν πλευρ9ν τ�@ ΒΓ Fχθω 6 ∆ΕV λ�γω, Dτι �στ0ν

jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν ΕΑ.
+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΒΕ, Γ∆.
RΙσον Zρα �στ0 Β∆Ε τρ*γωνον τ97 Γ∆Ε τριγSνω7V �π0 γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς �στι τ�ς ∆Ε

κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις τα�ς ∆Ε, ΒΓV Zλλο δ� τι τ; Α∆Ε τρ*γωνον. τ? δ� %σα πρ;ς
τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV 1στιν Zρα jς τ; Β∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ; Α∆Ε [τρ*γωνον],
οwτως τ; Γ∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ; Α∆Ε τρ*γωνον. �λλ( jς µ�ν τ; Β∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ;
Α∆Ε, οwτως 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆ΑV Eπ; γ?ρ τ; α�τ; wψος mντα τ�ν �π; τοI Ε �π0 τ�ν ΑΒ
κ-θετον �γοµ�νην πρ;ς Zλληλ- εJσιν jς α= β-σεις. δι? τ? α�τ? δ� jς τ; Γ∆Ε τρ*γωνον
πρ;ς τ; Α∆Ε, οwτως 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν ΕΑV κα0 jς Zρα 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΓΕ πρ;ς
τ�ν ΕΑ.

+Αλλ? δ� α= τοI ΑΒΓ τριγSνου πλευρα0 α= ΑΒ, ΑΓ �ν-λογον τετµ"σθωσαν, jς 6 Β∆ πρ;ς
τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν ΕΑ, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆ΕV λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 ∆Ε
τ�@ ΒΓ.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε* �στιν jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΓΕ πρ;ς
τ�ν ΕΑ, �λλ( jς µ�ν 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως τ; Β∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ; Α∆Ε τρ*γωνον,
jς δ� 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν ΕΑ, οwτως τ; Γ∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ; Α∆Ε τρ*γωνον, κα0 jς Zρα τ;
Β∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ; Α∆Ε τρ*γωνον, οwτως τ; Γ∆Ε τρ*γωνον πρ;ς τ; Α∆Ε τρ*γωνον.
)κ-τερον Zρα τ9ν Β∆Ε, Γ∆Ε τριγSνων πρ;ς τ; Α∆Ε τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον. %σον Zρα �στ0
τ; Β∆Ε τρ*γωνον τ97 Γ∆Ε τριγSνω7V κα* εJσιν �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως τ�ς ∆Ε. τ? δ� %σα
τρ*γωνα κα0 �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα κα0 �ν τα�ς α�τα�ς παραλλ"λοις �στ*ν. παρ-λληλος
Zρα �στ0ν 6 ∆Ε τ�@ ΒΓ.

+Ε?ν Zρα τριγSνου παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν �χθ�@ τις ε�θε�α, �ν-λογον τεµε� τ?ς τοI
τριγSνου πλευρ-ςV κα0 �?ν α= τοI τριγSνου πλευρα0 �ν-λογον τµηθ9σιν, 6 �π0 τ?ς τοµ?ς
�πιζευγνυµ�νη ε�θε�α παρ? τ�ν λοιπ�ν 1σται τοI τριγSνου πλευρ-νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .γ́
+Ε?ν τριγSνου 6 γων*α δ*χα τµηθ�@, 6 δ� τ�µνουσα τ�ν γων*αν ε�θε�α τ�µνη@ κα0 τ�ν β-σιν,
τ? τ�ς β-σεως τµ"µατα τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον τα�ς λοιπα�ς τοI τριγSνου πλευρα�ςV κα0 �?ν
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τ? τ�ς β-σεως τµ"µατα τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον τα�ς λοιπα�ς τοI τριγSνου πλευρα�ς, 6 �π; τ�ς
κορυφ�ς �π0 τ�ν τοµ�ν �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α δ*χα τεµε� τ�ν τοI τριγSνου γων*αν.

RΕστω τρ*γωνον τ; ΑΒΓ, κα0 τετµ"σθω 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α δ*χα Eπ; τ�ς Α∆ ε�θε*αςV λ�γω,
Dτι �στ0ν jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ.

RΗχθω γ?ρ δι? τοI Γ τ�@ ∆Α παρ-λληλος 6 ΓΕ κα0 διαχθε�σα 6 ΒΑ συµπιπτ�τω α�τ�@ κατ?
τ; Ε.

Κα0 �πε0 εJς παραλλ"λους
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τ?ς Α∆, ΕΓ ε�θε�α �ν�πεσεν 6 ΑΓ, 6 Zρα Eπ; ΑΓΕ γων*α %ση �στ0 τ�@ Eπ; ΓΑ∆. �λλ( 6
Eπ; ΓΑ∆ τ�@ Eπ; ΒΑ∆ Eπ	κειται %σηV κα0 6 Eπ; ΒΑ∆ Zρα τ�@ Eπ; ΑΓΕ �στιν %ση. π-λιν, �πε0
εJς παραλλ"λους τ?ς Α∆, ΕΓ ε�θε�α �ν�πεσεν 6 ΒΑΕ, 6 �κτ;ς γων*α 6 Eπ; ΒΑ∆ %ση �στ0 τ�@
�ντ;ς τ�@ Eπ; ΑΕΓ. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΑΓΕ τ�@ Eπ; ΒΑ∆ %σηV κα0 6 Eπ; ΑΓΕ Zρα γων*α
τ�@ Eπ; ΑΕΓ �στιν %σηV hστε κα0 πλευρ? 6 ΑΕ πλευρHc τ�@ ΑΓ �στιν %ση. κα0 �πε0 τριγSνου
τοI ΒΓΕ παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΕΓ kκται 6 Α∆, �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 Β∆ πρ;ς
τ�ν ∆Γ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΕ. %ση δ� 6 ΑΕ τ�@ ΑΓV jς Zρα 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Γ, οwτως
6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ.

+Αλλ? δ� 1στω jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Γ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, κα0 �πεζε8χθω 6 Α∆V
λ�γω, Dτι δ*χα τ�τµηται 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α Eπ; τ�ς Α∆ ε�θε*ας.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε* �στιν jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Γ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς
τ�ν ΑΓ, �λλ? κα0 jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Γ, οwτως �στ0ν 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΕV τριγSνου γ?ρ τοI
ΒΓΕ παρ? µ*αν τ�ν ΕΓ kκται 6 Α∆V κα0 jς Zρα 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν
ΑΕ. %ση Zρα 6 ΑΓ τ�@ ΑΕV hστε κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΕΓ τ�@ Eπ; ΑΓΕ �στιν %ση. �λλ( 6 µ�ν Eπ;
ΑΕΓ τ�@ �κτ;ς τ�@ Eπ; ΒΑ∆ [�στιν] %ση, 6 δ� Eπ; ΑΓΕ τ�@ �ναλλ?$ τ�@ Eπ; ΓΑ∆ �στιν %σηV
κα0 6 Eπ; ΒΑ∆ Zρα τ�@ Eπ; ΓΑ∆ �στιν %ση. 6 Zρα Eπ; ΒΑΓ γων*α δ*χα τ�τµηται Eπ; τ�ς
Α∆ ε�θε*ας.

+Ε?ν Zρα τριγSνου 6 γων*α δ*χα τµηθ�@, 6 δ� τ�µνουσα τ�ν γων*αν ε�θε�α τ�µνη@ κα0 τ�ν
β-σιν, τ? τ�ς β-σεως τµ"µατα τ;ν α�τ;ν i$ει λ	γον τα�ς λοιπα�ς τοI τριγSνου πλευρα�ςV
κα0 �?ν τ? τ�ς β-σεως τµ"µατα τ;ν α�τ;ν 1χη@ λ	γον τα�ς λοιπα�ς τοI τριγSνου πλευρα�ς, 6
�π; τ�ς κορυφ�ς �π0 τ�ν τοµ�ν �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α δ*χα τ�µνει τ�ν τοI τριγSνου γων*ανV
Dπερ 1δει δε�$αι.
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ý .δ́
Τ9ν Jσογων*ων τριγSνων �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας κα0 bµ	λογοι
α= Eπ; τ?ς %σας γων*ας Eποτε*νουσαι.

RΕστω JσογSνια τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΓΕ %σην 1χοντα τ�ν µ�ν Eπ; ΑΒΓ γων*αν τ�@ Eπ;
∆ΓΕ, τ�ν δ� Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Γ∆Ε κα0 1τι τ�ν Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ΓΕ∆V λ�γω, Dτι τ9ν ΑΒΓ,
∆ΓΕ τριγSνων �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας
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κα0 bµ	λογοι α= Eπ; τ?ς %σας γων*ας Eποτε*νουσαι.
Κε*σθω γ?ρ �π( ε�θε*ας 6 ΒΓ τ�@ ΓΕ. κα0 �πε0 α= Eπ; ΑΒΓ, ΑΓΒ γων*αι δ8ο Aρθ9ν

�λ-ττον�ς εJσιν, %ση δ� 6 Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΕΓ, α= Zρα Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΓ δ8ο Aρθ9ν �λ-ττον�ς
εJσινV α= ΒΑ, Ε∆ Zρα �κβαλλ	µεναι συµπεσοIνται. �κβεβλ"σθωσαν κα0 συµπιπτ�τωσαν κατ?
τ; Ζ.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ∆ΓΕ γων*α τ�@ Eπ; ΑΒΓ, παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΒΖ τ�@ Γ∆. π-λιν,
�πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΕΓ, παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΓ τ�@ ΖΕ. παραλληλ	γραµµον
Zρα �στ0 τ; ΖΑΓ∆V %ση Zρα 6 µ�ν ΖΑ τ�@ ∆Γ, 6 δ� ΑΓ τ�@ Ζ∆. κα0 �πε0 τριγSνου τοI ΖΒΕ
παρ? µ*αν τ�ν ΖΕ kκται 6 ΑΓ, 1στιν Zρα jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΖ, οwτως 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΕ.
%ση δ� 6 ΑΖ τ�@ Γ∆V jς Zρα 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΕ, κα0 �ναλλ?$ jς
6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΕ. π-λιν, �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 Γ∆ τ�@ ΒΖ,
1στιν Zρα jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΕ, οwτως 6 Ζ∆ πρ;ς τ�ν ∆Ε. %ση δ� 6 Ζ∆ τ�@ ΑΓV jς Zρα 6
ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΕ, οwτως 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ∆Ε, κα0 �ναλλ?$ jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6 ΓΕ
πρ;ς τ�ν Ε∆. �πε0 οYν �δε*χθη jς µ�ν 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΕ, jς δ�
6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν Ε∆, δ* %σου Zρα jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως 6
Γ∆ πρ;ς τ�ν ∆Ε.

Τ9ν Zρα Jσογων*ων τριγSνων �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας κα0
bµ	λογοι α= Eπ; τ?ς %σας γων*ας Eποτε*νουσαιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .έ
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον 1χη@, JσογSνια 1σται τ? τρ*γωνα κα0 %σας i$ει τ?ς
γων*ας, Eφ(
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_ς α= bµ	λογοι πλευρα0 Eποτε*νουσιν.

RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον 1χοντα, jς µ�ν τ�ν ΑΒ πρ;ς
τ�ν ΒΓ, οwτως τ�ν ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ, jς δ� τ�ν ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως τ�ν ΕΖ πρ;ς τ�ν
Ζ∆, κα0 1τι jς τ�ν ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως τ�ν Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆Ζ. λ�γω, Dτι JσογSνι	ν �στι
τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7 κα0 %σας i$ουσι τ?ς γων*ας, Eφ( _ς α= bµ	λογοι πλευρα0
Eποτε*νουσιν, τ�ν µ�ν Eπ; ΑΒΓ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ, τ�ν δ� Eπ; ΒΓΑ τ�@ Eπ; ΕΖ∆ κα0 1τι τ�ν Eπ;
ΒΑΓ τ�@ Eπ; Ε∆Ζ.

Συνεστ-τω γ?ρ πρ;ς τ�@ ΕΖ ε�θε*αc κα0 το�ς πρ;ς α�τ�@ σηµε*οις το�ς Ε, Ζ τ�@ µ�ν Eπ; ΑΒΓ
γων*αc %ση 6 Eπ; ΖΕΗ, τ�@ δ� Eπ; ΑΓΒ %ση 6 Eπ; ΕΖΗV λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97 Α λοιπ�@ τ�@ πρ;ς
τ97 Η �στιν %ση.

JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΕΗΖ [τριγSνω7]. τ9ν Zρα ΑΒΓ, ΕΗΖ τριγSνων
�ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας κα0 bµ	λογοι α= Eπ; τ?ς %σας γων*ας
Eποτε*νουσαιV 1στιν Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, [οwτως] 6 ΗΕ πρ;ς τ�ν ΕΖ. �λλ( jς 6 ΑΒ
πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως Eπ	κειται 6 ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖV jς Zρα 6 ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ, οwτως 6 ΗΕ
πρ;ς τ�ν ΕΖ. )κατ�ρα Zρα τ9ν ∆Ε, ΗΕ πρ;ς τ�ν ΕΖ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV %ση Zρα �στ0ν
6 ∆Ε τ�@ ΗΕ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ∆Ζ τ�@ ΗΖ �στιν %ση. �πε0 οYν %ση �στ0ν 6 ∆Ε τ�@ ΕΗ,
κοιν� δ� 6 ΕΖ, δ8ο δ� α= ∆Ε, ΕΖ δυσ0 τα�ς ΗΕ, ΕΖ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις 6 ∆Ζ β-σει τ�@ ΖΗ
[�στιν] %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΕΖ γων*αc τ�@ Eπ; ΗΕΖ �στιν %ση, κα0 τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον τ97
ΗΕΖ τριγSνω7 %σον, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0
Eποτε*νουσιν. %ση Zρα �στ0 κα0 6 µ�ν Eπ; ∆ΖΕ γων*α τ�@ Eπ; ΗΖΕ, 6 δ� Eπ; Ε∆Ζ τ�@ Eπ;
ΕΗΖ. κα0 �πε0 6 µ�ν Eπ; ΖΕ∆ τ�@ Eπ; ΗΕΖ �στιν %ση, �λλ( 6 Eπ; ΗΕΖ τ�@ Eπ; ΑΒΓ, κα0 6
Eπ; ΑΒΓ Zρα γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ
�στιν %ση, κα0 1τι 6 πρ;ς τ97 Α τ�@ πρ;ς τ97 ∆V JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ
τριγSνω7.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον 1χη@, JσογSνια 1σται τ? τρ*γωνα κα0 %σας
i$ει τ?ς γων*ας, Eφ( _ς α= bµ	λογοι πλευρα0 Eποτε*νουσινV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ý .3́

+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα µ*αν γων*αν µιHc γων*αc %σην 1χη@, περ0 δ� τ?ς %σας γων*ας τ?ς πλευρ?ς
�ν-λογον, JσογSνια 1σται

Α
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τ? τρ*γωνα κα0 %σας i$ει τ?ς γων*ας, Eφ( _ς α= bµ	λογοι πλευρα0 Eποτε*νουσιν.
RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ µ*αν γων*αν τ�ν Eπ; ΒΑΓ µιHc γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ %σην

1χοντα, περ0 δ� τ?ς %σας γων*ας τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον, jς τ�ν ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως τ�ν
Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆ΖV λ�γω, Dτι JσογSνι	ν �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7 κα0 %σην
i$ει τ�ν Eπ; ΑΒΓ γων*αν τ�@ Eπ; ∆ΕΖ, τ�ν δ� Eπ; ΑΓΒ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ.

Συνεστ-τω γ?ρ πρ;ς τ�@ ∆Ζ ε�θε*αc κα0 το�ς πρ;ς α�τ�@ σηµε*οις το�ς ∆, Ζ bποτ�ραc µ�ν
τ9ν Eπ; ΒΑΓ, Ε∆Ζ %ση 6 Eπ; Ζ∆Η, τ�@ δ� Eπ; ΑΓΒ %ση 6 Eπ; ∆ΖΗV λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97
Β γων*α λοιπ�@ τ�@ πρ;ς τ97 Η %ση �στ*ν.

+ΙσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΗΖ τριγSνω7. �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΒΑ
πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως 6 Η∆ πρ;ς τ�ν ∆Ζ. Eπ	κειται δ� κα0 jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως
6 Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆ΖV κα0 jς Zρα 6 Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆Ζ, οwτως 6 Η∆ πρ;ς τ�ν ∆Ζ. %ση Zρα 6
Ε∆ τ�@ ∆ΗV κα0 κοιν� 6 ∆ΖV δ8ο δ� α= Ε∆, ∆Ζ δυσ0 τα�ς Η∆, ∆Ζ %σαι εJσ*νV κα0 γων*α
6 Eπ; Ε∆Ζ γων*αc τ�@ Eπ; Η∆Ζ [�στιν] %σηV β-σις Zρα 6 ΕΖ β-σει τ�@ ΗΖ �στιν %ση, κα0 τ;
∆ΕΖ τρ*γωνον τ97 Η∆Ζ τριγSνω7 %σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι
1σονται, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσιν. %ση Zρα �στ0ν 6 µ�ν Eπ; ∆ΖΗ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ, 6
δ� Eπ; ∆ΗΖ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ. �λλ( 6 Eπ; ∆ΖΗ τ�@ Eπ; ΑΓΒ �στιν %σηV κα0 6 Eπ; ΑΓΒ Zρα τ�@
Eπ; ∆ΖΕ �στιν %ση. Eπ	κειται δ� κα0 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Ε∆Ζ %σηV κα0 λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97
Β λοιπ�@ τ�@ πρ;ς τ97 Ε %ση �στ*νV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα µ*αν γων*αν µιHc γων*αc %σην 1χη@, περ0 δ� τ?ς %σας γων*ας τ?ς πλευρ?ς
�ν-λογον, JσογSνια 1σται τ? τρ*γωνα κα0 %σας i$ει τ?ς γων*ας, Eφ( _ς α= bµ	λογοι πλευρα0
Eποτε*νουσινV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ý .ζ́
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα µ*αν γων*αν µιHc γων*αc %σην 1χη@, περ0 δ� Zλλας γων*ας τ?ς πλευρ?ς
�ν-λογον, τ9ν δ� λοιπ9ν )κατ�ραν rµα Fτοι �λ-σσονα P µ� �λ-σσονα Aρθ�ς, JσογSνια
1σται τ? τρ*γωνα κα0 %σας i$ει τ?ς γων*ας, περ0 _ς �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα*.

RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ µ*αν γων*αν µιHc γων*αc %σην 1χοντα τ�ν Eπ; ΒΑΓ τ�@
Eπ; Ε∆Ζ, περ0 δ� Zλλας γων*ας τ?ς Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον, jς τ�ν ΑΒ πρ;ς
τ�ν ΒΓ, οwτως τ�ν ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ, τ9ν δ� λοιπ9ν τ9ν πρ;ς το�ς Γ, Ζ πρ	τερον )κατ�ραν
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rµα �λ-σσονα Aρθ�ςV λ�γω, Dτι JσογSνι	ν �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7, κα0
%ση 1σται 6 Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ, κα0 λοιπ� δηλον	τι 6 πρ;ς τ97 Γ λοιπ�@ τ�@ πρ;ς τ97
Ζ %ση.

ΕJ γ?ρ Zνισ	ς �στιν 6 Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ, µ*α α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων
6 Eπ; ΑΒΓ. κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Β τ�@ Eπ; ∆ΕΖ
γων*αc %ση 6 Eπ; ΑΒΗ.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν Α γων*α τ�@ ∆, 6 δ� Eπ; ΑΒΗ τ�@ Eπ; ∆ΕΖ, λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΗΒ
λοιπ�@ τ�@ Eπ; ∆ΖΕ �στιν %ση. JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΗ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7. 1στιν
Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΗ, οwτως 6 ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ. jς δ� 6 ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ, [οwτως]
Eπ	κειται 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓV 6 ΑΒ Zρα πρ;ς )κατ�ραν τ9ν ΒΓ, ΒΗ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV
%ση Zρα 6 ΒΓ τ�@ ΒΗ. hστε κα0 γων*α 6 πρ;ς τ97 Γ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΗΓ �στιν %ση. �λ-ττων
δ� Aρθ�ς Eπ	κειται 6 πρ;ς τ97 ΓV �λ-ττων Zρα �στ0ν Aρθ�ς κα0 6 Eπ; ΒΗΓV hστε 6 �φε$�ς
α�τ�@ γων*α 6 Eπ; ΑΗΒ µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς. κα0 �δε*χθη %ση οYσα τ�@ πρ;ς τ97 ΖV κα0 6 πρ;ς
τ97 Ζ Zρα µε*ζων �στ0ν Aρθ�ς. Eπ	κειται δ� �λ-σσων Aρθ�ςV Dπερ �στ0ν Zτοπον. ο�κ Zρα
Zνισ	ς �στιν 6 Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖV %ση Zρα. 1στι δ� κα0 6 πρ;ς τ97 Α %ση τ�@ πρ;ς
τ97 ∆V κα0 λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97 Γ λοιπ�@ τ�@ πρ;ς τ97 Ζ %ση �στ*ν. JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ
τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7.

+Αλλ? δ� π-λιν Eποκε*σθω )κατ�ρα τ9ν πρ;ς το�ς Γ, Ζ µ� �λ-σσων Aρθ�ςV λ�γω π-λιν, Dτι
κα0 οwτως �στ0ν JσογSνιον τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7.
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Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι %ση �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ΒΗV hστε
κα0 γων*α 6 πρ;ς τ97 Γ τ�@ Eπ; ΒΗΓ %ση �στ*ν. ο�κ �λ-ττων δ� Aρθ�ς 6 πρ;ς τ97 ΓV ο�κ
�λ-ττων Zρα Aρθ�ς ο�δ� 6 Eπ; ΒΗΓ. τριγSνου δ� τοI ΒΗΓ α= δ8ο γων*αι δ8ο Aρθ9ν οUκ
εJσιν �λ-ττονεςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα π-λιν Zνισ	ς �στιν 6 Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ;
∆ΕΖV %ση Zρα. 1στι δ� κα0 6 πρ;ς τ97 Α τ�@ πρ;ς τ97 ∆ %σηV λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97 Γ λοιπ�@ τ�@
πρ;ς τ97 Ζ %ση �στ*ν. JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα µ*αν γων*αν µιHc γων*αc %σην 1χη@, περ0 δ� Zλλας γων*ας τ?ς πλευρ?ς
�ν-λογον, τ9ν δ� λοιπ9ν )κατ�ραν rµα �λ-ττονα P µ� �λ-ττονα Aρθ�ς, JσογSνια 1σται τ?
τρ*γωνα κα0 %σας i$ει τ?ς γων*ας, περ0 _ς �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα*V Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .ή
+Ε?ν �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7 �π; τ�ς Aρθ�ς γων*ας �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος �χθ�@, τ? πρ;ς τ�@
καθ�τω7 τρ*γωνα Dµοι- �στι τ97 τε Dλω7 κα0 �λλ"λοις.

RΕστω τρ*γωνον AρθογSνιον τ; ΑΒΓ Aρθ�ν 1χον τ�ν Eπ; ΒΑΓ γων*αν, κα0 Fχθω �π; τοI
Α �π0 τ�ν ΒΓ κ-θετος 6 Α∆V λ�γω, Dτι Dµοι	ν �στιν )κ-τερον τ9ν ΑΒ∆, Α∆Γ τριγSνων
Dλω7 τ97 ΑΒΓ κα0 1τι �λλ"λοις.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ

�
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τ�@ Eπ; Α∆ΒV Aρθ� γ?ρ )κατ�ραV κα0 κοιν� τ9ν δ8ο τριγSνων τοI τε ΑΒΓ κα0 τοI ΑΒ∆ 6
πρ;ς τ97 Β, λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΓΒ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΒΑ∆ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ
τρ*γωνον τ97 ΑΒ∆ τριγSνω7. 1στιν Zρα jς 6 ΒΓ Eποτε*νουσα τ�ν Aρθ�ν τοI ΑΒΓ τριγSνου
πρ;ς τ�ν ΒΑ Eποτε*νουσαν τ�ν Aρθ�ν τοI ΑΒ∆ τριγSνου, οwτως α�τ� 6 ΑΒ Eποτε*νουσα τ�ν
πρ;ς τ97 Γ γων*αν τοI ΑΒΓ τριγSνου πρ;ς τ�ν Β∆ Eποτε*νουσαν τ�ν %σην τ�ν Eπ; ΒΑ∆ τοI
ΑΒ∆ τριγSνου, κα0 1τι 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν Α∆ Eποτε*νουσαν τ�ν πρ;ς τ97 Β γων*αν κοιν�ν τ9ν
δ8ο τριγSνων. τ; ΑΒΓ Zρα τρ*γωνον τ97 ΑΒ∆ τριγSνω7 JσογSνι	ν τ� �στι κα0 τ?ς περ0 τ?ς
%σας γων*ας πλευρ?ς �ν-λογον 1χει. Dµοιον Zρα [�στ0] τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΑΒ∆ τριγSνω7.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 τ97 Α∆Γ τριγSνω7 Dµοι	ν �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνονV )κ-τερον Zρα
τ9ν ΑΒ∆, Α∆Γ [τριγSνων] Dµοι	ν �στιν Dλω7 τ97 ΑΒΓ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 �λλ"λοις �στ0ν Dµοια τ? ΑΒ∆, Α∆Γ τρ*γωνα.

+Επε0 γ?ρ Aρθ� 6 Eπ; Β∆Α Aρθ�@ τ�@ Eπ; Α∆Γ �στιν %ση, �λλ? µ�ν κα0 6 Eπ; ΒΑ∆ τ�@ πρ;ς
τ97 Γ �δε*χθη %ση, κα0 λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97 Β λοιπ�@ τ�@ Eπ; ∆ΑΓ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0
τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον τ97 Α∆Γ τριγSνω7. 1στιν Zρα jς 6 Β∆ τοI ΑΒ∆ τριγSνου Eποτε*νουσα
τ�ν Eπ; ΒΑ∆ πρ;ς τ�ν ∆Α τοI Α∆Γ τριγSνου Eποτε*νουσαν τ�ν πρ;ς τ97 Γ %σην τ�@ Eπ;
ΒΑ∆, οwτως α�τ� 6 Α∆ τοI ΑΒ∆ τριγSνου Eποτε*νουσα τ�ν πρ;ς τ97 Β γων*αν πρ;ς τ�ν
∆Γ Eποτε*νουσαν τ�ν Eπ; ∆ΑΓ τοI Α∆Γ τριγSνου %σην τ�@ πρ;ς τ97 Β, κα0 1τι 6 ΒΑ πρ;ς
τ�ν ΑΓ Eποτε*νουσαι τ?ς Aρθ-ςV Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον τ97 Α∆Γ τριγSνω7.

+Ε?ν Zρα �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7 �π; τ�ς Aρθ�ς γων*ας �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος �χθ�@, τ?
πρ;ς τ�@ καθ�τω7 τρ*γωνα Dµοι- �στι τ97 τε Dλω7 κα0 �λλ"λοις [Dπερ 1δει δε�$αι].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7 �π; τ�ς Aρθ�ς �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος
�χθ�@, 6 �χθε�σα τ9ν τ�ς β-σεως τµηµ-των µ�ση �ν-λογ	ν �στινV Dπερ 1δει δε�$αι [κα0 1τι
τ�ς β-σεως κα0 )ν;ς bποιουοIν τ9ν τµηµ-των 6 πρ;ς τ97 τµ"µατι πλευρ? µ�ση �ν-λογ	ν
�στιν].

ý .θ́

Τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας τ; προσταχθ�ν µ�ρος �φελε�ν.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒV δε� δ� τ�ς ΑΒ τ; προσταχθ�ν µ�ρος �φελε�ν.

+Επιτετ-χθω δ� τ; τρ*τον. [κα0] δι"χθω τις �π; τοI Α ε�θε�α 6 ΑΓ γων*αν περι�χουσα
µετ? τ�ς ΑΒ τυχοIσανV κα0 εJλ"φθω τυχ;ν σηµε�ον
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�π0 τ�ς ΑΓ τ; ∆, κα0 κε*σθωσαν τ�@ Α∆ %σαι α= ∆Ε, ΕΓ. κα0 �πεζε8χθω 6 ΒΓ, κα0 δι?
τοI ∆ παρ-λληλος α�τ�@ Fχθω 6 ∆Ζ.

+Επε0 οYν τριγSνου τοI ΑΒΓ παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΒΓ kκται 6 Ζ∆, �ν-λογον Zρα
�στ0ν jς 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΒΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ. διπλ� δ� 6 Γ∆ τ�ς ∆ΑV διπλ� Zρα
κα0 6 ΒΖ τ�ς ΖΑV τριπλ� Zρα 6 ΒΑ τ�ς ΑΖ.

Τ�ς Zρα δοθε*σης ε�θε*ας τ�ς ΑΒ τ; �πιταχθ�ν τρ*τον µ�ρος �φ"@ρηται τ; ΑΖV Dπερ 1δει
ποι�σαι.

ý .ί
Τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν Zτµητον τ�@ δοθε*ση@ τετµηµ�νη@ bµο*ως τεµε�ν.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α Zτµητος 6 ΑΒ, 6 δ� τετµηµ�νη 6 ΑΓ κατ? τ? ∆, Ε σηµε�α,
κα0 κε*σθωσαν
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hστε γων*αν τυχοIσαν περι�χειν, κα0 �πεζε8χθω 6 ΓΒ, κα0 δι? τ9ν ∆, Ε τ�@ ΒΓ παρ-λληλοι
Fχθωσαν α= ∆Ζ, ΕΗ, δι? δ� τοI ∆ τ�@ ΑΒ παρ-λληλος Fχθω 6 ∆ΘΚ.
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Παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0ν )κ-τερον τ9ν ΖΘ, ΘΒV %ση Zρα 6 µ�ν ∆Θ τ�@ ΖΗ, 6 δ� ΘΚ
τ�@ ΗΒ. κα0 �πε0 τριγSνου τοI ∆ΚΓ παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΚΓ ε�θε�α kκται 6 ΘΕ,
�ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν Ε∆, οwτως 6 ΚΘ πρ;ς τ�ν Θ∆. %ση δ� 6 µ�ν ΚΘ τ�@
ΒΗ, 6 δ� Θ∆ τ�@ ΗΖ. 1στιν Zρα jς 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν Ε∆, οwτως 6 ΒΗ πρ;ς τ�ν ΗΖ. π-λιν, �πε0
τριγSνου τοI ΑΗΕ παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΗΕ kκται 6 Ζ∆, �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6
Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ. �δε*χθη δ� κα0 jς 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν Ε∆, οwτως 6
ΒΗ πρ;ς τ�ν ΗΖV 1στιν Zρα jς µ�ν 6 ΓΕ πρ;ς τ�ν Ε∆, οwτως 6 ΒΗ πρ;ς τ�ν ΗΖ, jς δ� 6
Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆Α, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ.

MΗ Zρα δοθε�σα ε�θε�α Zτµητος 6 ΑΒ τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τετµηµ�νη@ τ�@ ΑΓ bµο*ως τ�τµηταιV
Dπερ 1δει ποι�σαι.

ý .ιά
∆8ο δοθεισ9ν ε�θει9ν τρ*την �ν-λογον προσευρε�ν.

RΕστωσαν α= δοθε�σαι [δ8ο ε�θε�αι] α= ΒΑ, ΑΓ κα0 κε*σθωσαν γων*αν περι�χουσαι τυχοIσαν.
δε� δ� τ9ν ΒΑ, ΑΓ τρ*την �ν-λογον προσευρε�ν. �κβεβλ"σθωσαν
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γ?ρ �π0 τ? ∆, Ε σηµε�α, κα0 κε*σθω τ�@ ΑΓ %ση 6 Β∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ΒΓ, κα0 δι? τοI
∆ παρ-λληλος α�τ�@ Fχθω 6 ∆Ε.

+Επε0 οYν τριγSνου τοI Α∆Ε παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ∆Ε kκται 6 ΒΓ, �ν-λογ	ν �στιν
jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Β∆, οwτως 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ΓΕ. %ση δ� 6 Β∆ τ�@ ΑΓ. 1στιν Zρα jς 6 ΑΒ
πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ΓΕ.

∆8ο Zρα δοθεισ9ν ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, ΑΓ τρ*τη �ν-λογον α�τα�ς προσε8ρηται 6 ΓΕV Dπερ
1δει ποι�σαι.

ý .ιβ́
Τρι9ν δοθεισ9ν ε�θει9ν τετ-ρτην �ν-λογον προσευρε�ν.

RΕστωσαν α= δοθε�σαι τρε�ς ε�θε�αι α= Α, Β, ΓV δε� δ� τ9ν Α, Β, Γ τετ-ρτην �ν-λογον
προσευρε�ν.
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+Εκκε*σθωσαν δ8ο ε�θε�αι α= ∆Ε, ∆Ζ γων*αν περι�χουσαι [τυχοIσαν] τ�ν Eπ; Ε∆ΖV κα0
κε*σθω τ�@ µ�ν Α
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%ση 6 ∆Η, τ�@ δ� Β %ση 6 ΗΕ, κα0 1τι τ�@ Γ %ση 6 ∆ΘV κα0 �πιζευχθε*σης τ�ς ΗΘ παρ-λληλος
α�τ�@ Fχθω δι? τοI Ε 6 ΕΖ.

+Επε0 οYν τριγSνου τοI ∆ΕΖ παρ? µ*αν τ�ν ΕΖ kκται 6 ΗΘ, 1στιν Zρα jς 6 ∆Η πρ;ς τ�ν
ΗΕ, οwτως 6 ∆Θ πρ;ς τ�ν ΘΖ. %ση δ� 6 µ�ν ∆Η τ�@ Α, 6 δ� ΗΕ τ�@ Β, 6 δ� ∆Θ τ�@ ΓV 1στιν
Zρα jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν ΘΖ.

Τρι9ν Zρα δοθεισ9ν ε�θει9ν τ9ν Α, Β, Γ τετ-ρτη �ν-λογον προσε8ρηται 6 ΘΖV Dπερ 1δει
ποι�σαι.

ý .ιγ́
∆8ο δοθεισ9ν ε�θει9ν µ�σην �ν-λογον προσευρε�ν.

RΕστωσαν α= δοθε�σαι δ8ο ε�θε�αι α= ΑΒ, ΒΓV δε� δ� τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σην �ν-λογον
προσευρε�ν.

Κε*σθωσαν �π( ε�θε*ας, κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΓ 6µικ8κλιον τ; Α∆Γ, κα0 Fχθω �π; τοI
Β σηµε*ου τ�@ ΑΓ ε�θε*αc πρ;ς Aρθ?ς 6 Β∆, κα0
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�πεζε8χθωσαν α= Α∆, ∆Γ.
+Επε0 �ν 6µικυκλ*ω7 γων*α �στ0ν 6 Eπ; Α∆Γ, Aρθ" �στιν. κα0 �πε0 �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7

τ97 Α∆Γ �π; τ�ς Aρθ�ς γων*ας �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος kκται 6 ∆Β, 6 ∆Β Zρα τ9ν τ�ς β-σεως
τµηµ-των τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�ση �ν-λογ	ν �στιν.
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∆8ο Zρα δοθεισ9ν ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�ση �ν-λογον προσε8ρηται 6 ∆ΒV Dπερ 1δει
ποι�σαι.

ý .ιδ́
Τ9ν %σων τε κα0 Jσογων*ων παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας
γων*αςV κα0 gν Jσογων*ων παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας
γων*ας, %σα �στ0ν �κε�να.

RΕστω %σα τε κα0 JσογSνια παραλληλ	γραµµα τ? ΑΒ, ΒΓ %σας 1χοντα τ?ς πρ;ς τ97 Β
γων*ας, κα0 κε*σθωσαν �π( ε�θε*ας α= ∆Β, ΒΕV �π( ε�θε*ας Zρα εJσ0 κα0 α= ΖΒ, ΒΗ. λ�γω,
Dτι τ9ν ΑΒ, ΒΓ �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας, τουτ�στιν, Dτι �στ0ν jς
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6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως 6 ΗΒ πρ;ς τ�ν ΒΖ.
ΣυµπεπληρSσθω γ?ρ τ; ΖΕ παραλληλ	γραµµον. �πε0 οYν %σον �στ0 τ; ΑΒ παραλληλ	γραµµον

τ97 ΒΓ παραλληλογρ-µµω7, Zλλο δ� τι τ; ΖΕ, 1στιν Zρα jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΖΕ, οwτως τ; ΒΓ
πρ;ς τ; ΖΕ. �λλ( jς µ�ν τ; ΑΒ πρ;ς τ; ΖΕ, οwτως 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, jς δ� τ; ΒΓ πρ;ς
τ; ΖΕ, οwτως 6 ΗΒ πρ;ς τ�ν ΒΖV κα0 jς Zρα 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως 6 ΗΒ πρ;ς τ�ν ΒΖ.
τ9ν Zρα ΑΒ, ΒΓ παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας.

+Αλλ? δ� 1στω jς 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως 6 ΗΒ πρ;ς τ�ν ΒΖV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ;
ΑΒ παραλληλ	γραµµον τ97 ΒΓ παραλληλογρ-µµω7.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως 6 ΗΒ πρ;ς τ�ν ΒΖ, �λλ( jς µ�ν 6 ∆Β πρ;ς
τ�ν ΒΕ, οwτως τ; ΑΒ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΖΕ παραλληλ	γραµµον, jς δ� 6 ΗΒ πρ;ς
τ�ν ΒΖ, οwτως τ; ΒΓ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΖΕ παραλληλ	γραµµον, κα0 jς Zρα τ;
ΑΒ πρ;ς τ; ΖΕ, οwτως τ; ΒΓ πρ;ς τ; ΖΕV %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒ παραλληλ	γραµµον τ97 ΒΓ
παραλληλογρ-µµω7.

Τ9ν Zρα %σων τε κα0 Jσογων*ων παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0
τ?ς %σας γων*αςV κα0 gν Jσογων*ων παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0
τ?ς %σας γων*ας, %σα �στ0ν �κε�ναV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ý .ιέ
Τ9ν %σων κα0 µ*αν µιHc %σην �χ	ντων γων*αν τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς
%σας γων*αςV κα0 gν µ*αν µιHc %σην �χ	ντων γων*αν τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α=
περ0 τ?ς %σας γων*ας, %σα �στ0ν �κε�να.

RΕστω %σα τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, Α∆Ε µ*αν µιHc %σην 1χοντα γων*αν τ�ν Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ;
∆ΑΕV λ�γω, Dτι τ9ν ΑΒΓ, Α∆Ε τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας
γων*ας, τουτ�στιν, Dτι �στ0ν jς 6 ΓΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως 6 ΕΑ πρ;ς τ�ν ΑΒ.

Κε*σθω γ?ρ hστε �π( ε�θε*ας ε ν̂αι τ�ν ΓΑ τ�@ Α∆V �π( ε�θε*ας Zρα �στ0 κα0 6 ΕΑ τ�@ ΑΒ.
κα0 �πεζε8χθω 6 Β∆.

+Επε0 οYν %σον �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 Α∆Ε τριγSνω7, Zλλο δ� τι τ; ΒΑ∆, 1στιν Zρα jς
τ; ΓΑΒ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΑ∆ τρ*γωνον, οwτως τ; ΕΑ∆ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΑ∆ τρ*γωνον.
�λλ( jς µ�ν τ; ΓΑΒ
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πρ;ς τ; ΒΑ∆, οwτως 6 ΓΑ πρ;ς τ�ν Α∆, jς δ� τ; ΕΑ∆ πρ;ς τ; ΒΑ∆, οwτως 6 ΕΑ πρ;ς
τ�ν ΑΒ. κα0 jς Zρα 6 ΓΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως 6 ΕΑ πρ;ς τ�ν ΑΒ. τ9ν ΑΒΓ, Α∆Ε Zρα
τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας.

+Αλλ? δ� �ντιπεπονθ�τωσαν α= πλευρα0 τ9ν ΑΒΓ, Α∆Ε τριγSνων, κα0 1στω jς 6 ΓΑ πρ;ς
τ�ν Α∆, οwτως 6 ΕΑ πρ;ς τ�ν ΑΒV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 Α∆Ε τριγSνω7.

+Επιζευχθε*σης γ?ρ π-λιν τ�ς Β∆, �πε* �στιν jς 6 ΓΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως 6 ΕΑ πρ;ς
τ�ν ΑΒ, �λλ( jς µ�ν 6 ΓΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΑ∆ τρ*γωνον,
jς δ� 6 ΕΑ πρ;ς τ�ν ΑΒ, οwτως τ; ΕΑ∆ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΑ∆ τρ*γωνον, jς Zρα τ;
ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΑ∆ τρ*γωνον, οwτως τ; ΕΑ∆ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΑ∆ τρ*γωνον.
)κ-τερον Zρα τ9ν ΑΒΓ, ΕΑ∆ πρ;ς τ; ΒΑ∆ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον. %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ
[τρ*γωνον] τ97 ΕΑ∆ τριγSνω7.

Τ9ν Zρα %σων κα0 µ*αν µιHc %σην �χ	ντων γων*αν τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0
α= περ0 τ?ς %σας γων*αςV κα0 gν µ*αν µιHc %σην �χ	ντων γων*αν τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α=
πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας, �κε�να %σα �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .ι3́
Ε?ν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0
τ97 Eπ; τ9ν µ�σων περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7V κlν τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον
%σον k@ τ97 Eπ; τ9ν µ�σων περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7, α= τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον 1σονται.
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RΕστωσαν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον α= ΑΒ, Γ∆, Ε, Ζ, jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6
Ε πρ;ς τ�ν ΖV λ�γω,
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Dτι τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Γ∆, Ε περιεχοµ�νω7
Aρθογων*ω7.

RΗχθωσαν [γ?ρ] �π; τ9ν Α, Γ σηµε*ων τα�ς ΑΒ, Γ∆ ε�θε*αις πρ;ς Aρθ?ς α= ΑΗ, ΓΘ,
κα0 κε*σθω τ�@ µ�ν Ζ %ση 6 ΑΓ, τ�@ δ� Ε %ση 6 ΓΘ. κα0 συµπεπληρSσθω τ? ΒΗ, ∆Θ παρ-
αλληλ	γραµµα.

Κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 Ε πρ;ς τ�ν Ζ, %ση δ� 6 µ�ν Ε τ�@ ΓΘ, 6
δ� Ζ τ�@ ΑΗ, 1στιν Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΓΘ πρ;ς τ�ν ΑΗ. τ9ν ΒΗ, ∆Θ Zρα
παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας. gν δ� Jσογων*ων
παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας, %σα �στ0ν �κε�ναV
%σον Zρα �στ0 τ; ΒΗ παραλληλ	γραµµον τ97 ∆Θ παραλληλογρ-µµω7. κα* �στι τ; µ�ν ΒΗ
τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΖV %ση γ?ρ 6 ΑΗ τ�@ ΖV τ; δ� ∆Θ τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ΕV %ση γ?ρ 6 Ε τ�@ ΓΘV
τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Γ∆, Ε περιεχοµ�νω7
Aρθογων*ω7.

+Αλλ? δ� τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον 1στω τ97 Eπ; τ9ν Γ∆, Ε
περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7V λ�γω, Dτι α= τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον 1σονται, jς 6 ΑΒ πρ;ς
τ�ν Γ∆, οwτως 6 Ε πρ;ς τ�ν Ζ.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Γ∆,
Ε, κα* �στι τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ τ; ΒΗV %ση γ-ρ �στιν 6 ΑΗ τ�@ ΖV τ; δ� Eπ; τ9ν Γ∆, Ε
τ; ∆ΘV %ση γ?ρ 6 ΓΘ τ�@ ΕV τ; Zρα ΒΗ %σον �στ0 τ97 ∆Θ. κα* �στιν JσογSνια. τ9ν δ� %σων
κα0 Jσογων*ων παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας. 1στιν
Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΓΘ πρ;ς τ�ν ΑΗ. %ση δ� 6 µ�ν ΓΘ τ�@ Ε, 6 δ� ΑΗ τ�@ ΖV
1στιν Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 Ε πρ;ς τ�ν Ζ.

+Ε?ν Zρα τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον
%σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν µ�σων περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7V κlν τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον
AρθογSνιον %σον k@ τ97 Eπ; τ9ν µ�σων περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7, α= τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον
1σονταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .ιζ́
+Ε?ν τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς µ�σης τετραγSνω7V κlν τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον k@ τ97 �π;
τ�ς µ�σης τετραγSνω7, α= τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον 1σονται.
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RΕστωσαν τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον α= Α, Β, Γ, jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν ΓV
λ�γω, Dτι τ; Eπ; τ9ν Α, Γ περιεχ	µενον AρθογSνιον

Α
Β

Γ
∆

%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β τετραγSνω7.
Κε*σθω τ�@ Β %ση 6 ∆.
Κα0 �πε* �στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν Γ, %ση δ� 6 Β τ�@ ∆, 1στιν Zρα

jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, 6 ∆ πρ;ς τ�ν Γ. �?ν δ� τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; Eπ; τ9ν
Zκρων περιεχ	µενον [AρθογSνιον] %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν µ�σων περιεχοµ�νω7 Aρθογων*ω7. τ;
Zρα Eπ; τ9ν Α, Γ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Β, ∆. �λλ? τ; Eπ; τ9ν Β, ∆ τ; �π; τ�ς Β �στινV
%ση γ?ρ 6 Β τ�@ ∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν Α, Γ περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β
τετραγSνω7.

+Αλλ? δ� τ; Eπ; τ9ν Α, Γ %σον 1στω τ97 �π; τ�ς ΒV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β,
οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν Γ.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε0 τ; Eπ; τ9ν Α, Γ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β, �λλ?
τ; �π; τ�ς Β τ; Eπ; τ9ν Β, ∆ �στινV %ση γ?ρ 6 Β τ�@ ∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν Α, Γ %σον �στ0
τ97 Eπ; τ9ν Β, ∆. �?ν δ� τ; Eπ; τ9ν Zκρων %σον k@ τ97 Eπ; τ9ν µ�σων, α= τ�σσαρες ε�θε�αι
�ν-λογ	ν εJσιν. 1στιν Zρα jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 ∆ πρ;ς τ�ν Γ. %ση δ� 6 Β τ�@ ∆V jς
Zρα 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν Γ.

+Ε?ν Zρα τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον
�στ0 τ97 �π; τ�ς µ�σης τετραγSνω7V κlν τ; Eπ; τ9ν Zκρων περιεχ	µενον AρθογSνιον %σον k@
τ97 �π; τ�ς µ�σης τετραγSνω7, α= τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον 1σονταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .ιή

+Απ; τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 Dµοι	ν τε κα0 bµο*ως κε*µενον ε�θ8γραµµον
�ναγρ-ψαι.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� δοθ�ν ε�θ8γραµµον τ; ΓΕV δε� δ� �π; τ�ς ΑΒ
ε�θε*ας τ97 ΓΕ ε�θυγρ-µµω7 Dµοι	ν τε κα0
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bµο*ως κε*µενον ε�θ8γραµµον �ναγρ-ψαι.
+Επεζε8χθω 6 ∆Ζ, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 το�ς πρ;ς α�τ�@ σηµε*οις το�ς

Α, Β τ�@ µ�ν πρ;ς τ97 Γ γων*αc %ση 6 Eπ; ΗΑΒ, τ�@ δ� Eπ; Γ∆Ζ %ση 6 Eπ; ΑΒΗ. λοιπ� Zρα 6
Eπ; ΓΖ∆ τ�@ Eπ; ΑΗΒ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΖΓ∆ τρ*γωνον τ97 ΗΑΒ τριγSνω7.
�ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 Ζ∆ πρ;ς τ�ν ΗΒ, οwτως 6 ΖΓ πρ;ς τ�ν ΗΑ, κα0 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν
ΑΒ. π-λιν συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΒΗ ε�θε*αc κα0 το�ς πρ;ς α�τ�@ σηµε*οις το�ς Β, Η τ�@ µ�ν Eπ;
∆ΖΕ γων*αc %ση 6 Eπ; ΒΗΘ, τ�@ δ� Eπ; Ζ∆Ε %ση 6 Eπ; ΗΒΘ. λοιπ� Zρα 6 πρ;ς τ97 Ε λοιπ�@
τ�@ πρ;ς τ97 Θ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; Ζ∆Ε τρ*γωνον τ97 ΗΘΒ τριγSνω7V �ν-λογον
Zρα �στ0ν jς 6 Ζ∆ πρ;ς τ�ν ΗΒ, οwτως 6 ΖΕ πρ;ς τ�ν ΗΘ κα0 6 Ε∆ πρ;ς τ�ν ΘΒ. �δε*χθη
δ� κα0 jς 6 Ζ∆ πρ;ς τ�ν ΗΒ, οwτως 6 ΖΓ πρ;ς τ�ν ΗΑ κα0 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν ΑΒV κα0 jς Zρα
6 ΖΓ πρ;ς τ�ν ΑΗ, οwτως # τε Γ∆ πρ;ς τ�ν ΑΒ κα0 6 ΖΕ πρ;ς τ�ν ΗΘ κα0 1τι 6 Ε∆ πρ;ς
τ�ν ΘΒ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν Eπ; ΓΖ∆ γων*α τ�@ Eπ; ΑΗΒ, 6 δ� Eπ; ∆ΖΕ τ�@ Eπ; ΒΗΘ,
Dλη Zρα 6 Eπ; ΓΖΕ Dλη@ τ�@ Eπ; ΑΗΘ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; Γ∆Ε τ�@ Eπ; ΑΒΘ
�στιν %ση. 1στι δ� κα0 6 µ�ν πρ;ς τ97 Γ τ�@ πρ;ς τ97 Α %ση, 6 δ� πρ;ς τ97 Ε τ�@ πρ;ς τ97 Θ.
JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΘ τ97 ΓΕV κα0 τ?ς περ0 τ?ς %σας γων*ας α�τ9ν πλευρ?ς �ν-λογον
1χειV Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΑΘ ε�θ8γραµµον τ97 ΓΕ ε�θυγρ-µµω7.

+Απ; τ�ς δοθε*σης Zρα ε�θε*ας τ�ς ΑΒ τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 ΓΕ Dµοι	ν τε κα0 bµο*ως
κε*µενον ε�θ8γραµµον �ναγ�γραπται τ; ΑΘV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ý .ιθ́

Τ? Dµοια τρ*γωνα πρ;ς Zλληλα �ν διπλασ*ονι λ	γω7 �στ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν.
RΕστω Dµοια τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ %σην 1χοντα τ�ν πρ;ς τ97 Β γων*αν τ�@ πρ;ς τ97 Ε, jς

δ� τ�ν ΑΒ πρ;ς τ�ν
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ΒΓ, οwτως τ�ν ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ, hστε bµ	λογον ε ν̂αι τ�ν ΒΓ τ�@ ΕΖV λ�γω, Dτι τ; ΑΒΓ
τρ*γωνον πρ;ς τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν ΒΓ, ΕΖ τρ*τη �ν-λογον 6 ΒΗ, hστε ε ν̂αι jς τ�ν ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ,
οwτως τ�ν ΕΖ πρ;ς τ�ν ΒΗV κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΗ.

+Επε0 οYν �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως 6 ∆Ε πρ;ς τ�ν ΕΖ, �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς
6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ∆Ε, οwτως 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ. �λλ( jς 6 ΒΓ πρ;ς ΕΖ, οwτως �στ0ν 6 ΕΖ
πρ;ς ΒΗ. κα0 jς Zρα 6 ΑΒ πρ;ς ∆Ε, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς ΒΗV τ9ν ΑΒΗ, ∆ΕΖ Zρα τριγSνων
�ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας. gν δ� µ*αν µιHc %σην �χ	ντων γων*αν
τριγSνων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*ας, %σα �στ0ν �κε�να. %σον Zρα �στ0
τ; ΑΒΗ τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς
τ�ν ΒΗ, �?ν δ� τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, 6 πρSτη πρ;ς τ�ν τρ*την διπλασ*ονα λ	γον 1χει
Fπερ πρ;ς τ�ν δευτ�ραν, 6 ΒΓ Zρα πρ;ς τ�ν ΒΗ διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν
ΕΖ. jς δ� 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν ΒΗ, οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΑΒΗ τρ*γωνονV κα0 τ; ΑΒΓ
Zρα τρ*γωνον πρ;ς τ; ΑΒΗ διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ. %σον δ� τ; ΑΒΗ
τρ*γωνον τ97 ∆ΕΖ τριγSνω7V κα0 τ; ΑΒΓ Zρα τρ*γωνον πρ;ς τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον διπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ.

Τ? Zρα Dµοια τρ*γωνα πρ;ς Zλληλα �ν διπλασ*ονι λ	γω7 �στ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9νV
[Dπερ 1δει δε�$αι].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι, �?ν τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, 1στιν jς 6 πρSτη πρ;ς
τ�ν τρ*την, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης ε^δος πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ρας τ; Dµοιον κα0 bµο*ως
�ναγραφ	µενον [�πε*περ �δε*χθη, jς 6 ΓΒ πρ;ς ΒΗ, οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΑΒΗ
τρ*γωνον, τουτ�στι τ; ∆ΕΖ]V Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .κ́
Τ? Dµοια πολ8γωνα ε%ς τε Dµοια τρ*γωνα διαιρε�ται κα0 εJς %σα τ; πλ�θος κα0 bµ	λογα το�ς
Dλοις, κα0 τ; πολ8γωνον πρ;ς τ; πολ8γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ?
πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ-ν.

RΕστω Dµοια πολ8γωνα τ? ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ, bµ	λογος δ� 1στω 6 ΑΒ τ�@ ΖΗV λ�γω, Dτι
τ? ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ πολ8γωνα ε%ς τε Dµοια τρ*γωνα διαιρε�ται κα0 εJς %σα τ; πλ�θος κα0
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bµ	λογα το�ς Dλοις, κα0 τ; ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον πρ;ς τ; ΖΗΘΚΛ πολ8γωνον διπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΖΗ.

+Επεζε8χθωσαν α= ΒΕ, ΕΓ,
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ΗΛ, ΛΘ.
Κα0 �πε0 Dµοι	ν �στι τ; ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον τ97 ΖΗΘΚΛ πολυγSνω7, %ση �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΕ

γων*α τ�@ Eπ; ΗΖΛ. κα* �στιν jς 6 ΒΑ πρ;ς ΑΕ, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς ΖΛ. �πε0 οYν δ8ο τρ*γων-
�στι τ? ΑΒΕ, ΖΗΛ µ*αν γων*αν µιHc γων*αc %σην 1χοντα, περ0 δ� τ?ς %σας γων*ας τ?ς πλευρ?ς
�ν-λογον, JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΖΗΛ τριγSνω7V hστε κα0 DµοιονV %ση Zρα
�στ0ν 6 Eπ; ΑΒΕ γων*α τ�@ Eπ; ΖΗΛ. 1στι δ� κα0 Dλη 6 Eπ; ΑΒΓ Dλη@ τ�@ Eπ; ΖΗΘ %ση δι?
τ�ν bµοι	τητα τ9ν πολυγSνωνV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΕΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ΛΗΘ �στιν %ση. κα0 �πε0
δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΑΒΕ, ΖΗΛ τριγSνων �στ0ν jς 6 ΕΒ πρ;ς ΒΑ, οwτως 6 ΛΗ πρ;ς ΗΖ,
�λλ? µ�ν κα0 δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν πολυγSνων �στ0ν jς 6 ΑΒ πρ;ς ΒΓ, οwτως 6 ΖΗ πρ;ς
ΗΘ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς 6 ΕΒ πρ;ς ΒΓ, οwτως 6 ΛΗ πρ;ς ΗΘ, κα0 περ0 τ?ς %σας γων*ας
τ?ς Eπ; ΕΒΓ, ΛΗΘ α= πλευρα0 �ν-λογ	ν εJσινV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΕΒΓ τρ*γωνον τ97
ΛΗΘ τριγSνω7V hστε κα0 Dµοι	ν �στι τ; ΕΒΓ τρ*γωνον τ97 ΛΗΘ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ�
κα0 τ; ΕΓ∆ τρ*γωνον Dµοι	ν �στι τ97 ΛΘΚ τριγSνω7. τ? Zρα Dµοια πολ8γωνα τ? ΑΒΓ∆Ε,
ΖΗΘΚΛ ε%ς τε Dµοια τρ*γωνα δι"@ρηται κα0 εJς %σα τ; πλ�θος.

Λ�γω, Dτι κα0 bµ	λογα το�ς Dλοις, τουτ�στιν hστε �ν-λογον ε ν̂αι τ? τρ*γωνα, κα0
6γο8µενα µ�ν ε ν̂αι τ? ΑΒΕ, ΕΒΓ, ΕΓ∆, )π	µενα δ� α�τ9ν τ? ΖΗΛ, ΛΗΘ, ΛΘΚ, κα0 Dτι τ;
ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον πρ;ς τ; ΖΗΘΚΛ πολ8γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος
πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΖΗ.

+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΑΓ, ΖΘ. κα0 �πε0 δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν πολυγSνων %ση �στ0ν 6 Eπ;
ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ΖΗΘ, κα* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς ΒΓ, οwτως 6 ΖΗ πρ;ς ΗΘ, JσογSνι	ν �στι
τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΖΗΘ τριγSνω7V %ση Zρα �στ0ν 6 µ�ν Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�@ Eπ; ΗΖΘ, 6 δ�
Eπ; ΒΓΑ τ�@ Eπ; ΗΘΖ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΜ γων*α τ�@ Eπ; ΗΖΝ, 1στι δ� κα0 6 Eπ;
ΑΒΜ τ�@ Eπ; ΖΗΝ %ση, κα0 λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΜΒ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΖΝΗ %ση �στ*νV JσογSνιον
Zρα �στ0 τ; ΑΒΜ τρ*γωνον τ97 ΖΗΝ τριγSνω7. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 τ; ΒΜΓ τρ*γωνον
JσογSνι	ν �στι τ97 ΗΝΘ τριγSνω7. �ν-λογον Zρα �στ*ν, jς µ�ν 6 ΑΜ πρ;ς ΜΒ, οwτως 6
ΖΝ πρ;ς ΝΗ, jς δ� 6 ΒΜ πρ;ς ΜΓ, οwτως 6 ΗΝ πρ;ς ΝΘV hστε κα0 δ* %σου, jς 6 ΑΜ
πρ;ς ΜΓ, οwτως 6 ΖΝ πρ;ς ΝΘ. �λλ( jς 6 ΑΜ πρ;ς ΜΓ, οwτως τ; ΑΒΜ [τρ*γωνον] πρ;ς
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τ; ΜΒΓ, κα0 τ; ΑΜΕ πρ;ς τ; ΕΜΓV πρ;ς Zλληλα γ-ρ εJσιν jς α= β-σεις. κα0 jς Zρα oν
τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς rπαντα τ? )π	µεναV
jς Zρα τ; ΑΜΒ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΜΓ, οwτως τ; ΑΒΕ πρ;ς τ; ΓΒΕ. �λλ( jς τ; ΑΜΒ
πρ;ς τ; ΒΜΓ, οwτως 6 ΑΜ πρ;ς ΜΓV κα0 jς Zρα 6 ΑΜ πρ;ς ΜΓ, οwτως τ; ΑΒΕ τρ*γωνον
πρ;ς τ; ΕΒΓ τρ*γωνον. δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς 6 ΖΝ πρ;ς ΝΘ, οwτως τ; ΖΗΛ τρ*γωνον
πρ;ς τ; ΗΛΘ τρ*γωνον. κα* �στιν jς 6 ΑΜ πρ;ς ΜΓ, οwτως 6 ΖΝ πρ;ς ΝΘV κα0 jς Zρα
τ; ΑΒΕ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΕΓ τρ*γωνον, οwτως τ; ΖΗΛ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΗΛΘ τρ*γωνον,
κα0 �ναλλ?$, jς τ; ΑΒΕ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΖΗΛ τρ*γωνον, οwτως τ; ΒΕΓ τρ*γωνον πρ;ς
τ; ΗΛΘ τρ*γωνον. bµο*ως δ� δε*$οµεν �πιζευχθεισ9ν τ9ν Β∆, ΗΚ, Dτι κα0 jς τ; ΒΕΓ
τρ*γωνον πρ;ς τ; ΛΗΘ τρ*γωνον, οwτως τ; ΕΓ∆ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΛΘΚ τρ*γωνον. κα0 �πε*
�στιν jς τ; ΑΒΕ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΖΗΛ τρ*γωνον, οwτως τ; ΕΒΓ πρ;ς τ; ΛΗΘ, κα0 1τι τ;
ΕΓ∆ πρ;ς τ; ΛΘΚ, κα0 jς Zρα oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντα τ?
6γο8µενα πρ;ς rπαντα τ? )π	µεναV 1στιν Zρα jς τ; ΑΒΕ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΖΗΛ τρ*γωνον,
οwτως τ; ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον πρ;ς τ; ΖΗΘΚΛ πολ8γωνον. �λλ? τ; ΑΒΕ τρ*γωνον πρ;ς τ;
ΖΗΛ τρ*γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΒ bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν ΖΗ bµ	λογον
πλευρ-νV τ? γ?ρ Dµοια τρ*γωνα �ν διπλασ*ονι λ	γω7 �στ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν. κα0 τ;
ΑΒΓ∆Ε Zρα πολ8γωνον πρ;ς τ; ΖΗΘΚΛ πολ8γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΒ
bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν ΖΗ bµ	λογον πλευρ-ν.

Τ? Zρα Dµοια πολ8γωνα ε%ς τε Dµοια τρ*γωνα διαιρε�ται κα0 εJς %σα τ; πλ�θος κα0 bµ	λογα
το�ς Dλοις, κα0 τ; πολ8γωνον πρ;ς τ; πολ8γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος
πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ-νV [Dπερ 1δει δε�$αι].

Π	ρισµα

MΩσα8τως δ� κα0 �π0 τ9ν [bµο*ων] τετραπλε8ρων δειχθ"σεται, Dτι �ν διπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0
τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν. �δε*χθη δ� κα0 �π0 τ9ν τριγSνωνV hστε κα0 καθ	λου τ? Dµοια
ε�θ8γραµµα σχ"µατα πρ;ς Zλληλα �ν διπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν. Dπερ
1δει δε�$αι.

[

Π	ρισµα

Κα0 �?ν τ9ν ΑΒ, ΖΗ τρ*την �ν-λογον λ-βωµεν τ�ν q, 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν q διπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΖΗ. 1χει δ� κα0 τ; πολ8γωνον πρ;ς τ; πολ8γωνον P τ;
τετρ-πλευρον πρ;ς τ; τετρ-πλευρον διπλασ*ονα λ	γον Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν
bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΖΗV �δε*χθη δ� τοIτο κα0 �π0 τ9ν τριγSνωνV
hστε κα0 καθ	λου φανερ	ν, Dτι, �?ν τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, 1σται jς 6 πρSτη πρ;ς
τ�ν τρ*την, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης ε^δος πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ρας τ; Dµοιον κα0 bµο*ως
�ναγραφ	µενον.]

ý .κά
Τ? τ97 α�τ97 ε�θυγρ-µµω7 Dµοια κα0 �λλ"λοις �στ0ν Dµοια.

RΕστω γ?ρ )κ-τερον τ9ν Α, Β ε�θυγρ-µµων τ97 Γ DµοιονV λ�γω, Dτι κα0 τ; Α τ97 Β �στιν
Dµοιον.
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+Επε0 γ?ρ Dµοι	ν �στι τ; Α τ97 Γ, JσογSνι	ν τ� �στιν α�τ97 κα0 τ?ς περ0 τ?ς %σας γων*ας
πλευρ?ς �ν-λογον 1χει. π-λιν, �πε0 Dµοι	ν �στι τ; Β τ97 Γ, JσογSνι	ν τ�

Α
Β

Γ

�στιν α�τ97 κα0 τ?ς περ0 τ?ς %σας γων*ας πλευρ?ς �ν-λογον 1χει. )κ-τερον Zρα τ9ν Α, Β
τ97 Γ JσογSνι	ν τ� �στι κα0 τ?ς περ0 τ?ς %σας γων*ας πλευρ?ς �ν-λογον 1χει [hστε κα0 τ; Α
τ97 Β JσογSνι	ν τ� �στι κα0 τ?ς περ0 τ?ς %σας γων*ας πλευρ?ς �ν-λογον 1χει]. Dµοιον Zρα
�στ0 τ; Α τ97 ΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .κβ́

+Ε?ν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, κα0 τ? �π( α�τ9ν ε�θ8γραµµα Dµοι- τε κα0 bµο*ως
�ναγεγραµµ�να �ν-λογον 1σταιV κlν τ? �π( α�τ9ν ε�θ8γραµµα Dµοι- τε κα0 bµο*ως �ναγεγραµµ�να
�ν-λογον k@, κα0 α�τα0 α= ε�θε�αι �ν-λογον 1σονται.

RΕστωσαν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον α= ΑΒ, Γ∆, ΕΖ, ΗΘ, jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως
6 ΕΖ πρ;ς τ�ν
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ΗΘ, κα0 �ναγεγρ-φθωσαν �π; µ�ν τ9ν ΑΒ, Γ∆ Dµοι- τε κα0 bµο*ως κε*µενα ε�θ8γραµµα
τ? ΚΑΒ, ΛΓ∆, �π; δ� τ9ν ΕΖ, ΗΘ Dµοι- τε κα0 bµο*ως κε*µενα ε�θ8γραµµα τ? ΜΖ, ΝΘV
λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; ΚΑΒ πρ;ς τ; ΛΓ∆, οwτως τ; ΜΖ πρ;ς τ; ΝΘ.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ9ν µ�ν ΑΒ, Γ∆ τρ*τη �ν-λογον 6 q, τ9ν δ� ΕΖ, ΗΘ τρ*τη �ν-λογον 6 Ο.
κα0 �πε* �στιν jς µ�ν 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ, jς δ� 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν
q, οwτως 6 ΗΘ πρ;ς τ�ν Ο, δ* %σου Zρα �στ0ν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν q, οwτως 6 ΕΖ

� �

�

Π Ρ

Σ

πρ;ς τ�ν Ο. �λλ( jς µ�ν 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν q, οwτως [κα0] τ; ΚΑΒ πρ;ς τ; ΛΓ∆, jς δ� 6
ΕΖ πρ;ς τ�ν Ο, οwτως τ; ΜΖ πρ;ς τ; ΝΘV κα0 jς Zρα τ; ΚΑΒ πρ;ς τ; ΛΓ∆, οwτως τ; ΜΖ
πρ;ς τ; ΝΘ.
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+Αλλ? δ� 1στω jς τ; ΚΑΒ πρ;ς τ; ΛΓ∆, οwτως τ; ΜΖ πρ;ς τ; ΝΘV λ�γω, Dτι �στ0 κα0 jς
6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ. εJ γ?ρ µ" �στιν, jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως
6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ, 1στω jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΠΡ, κα0 �ναγεγρ-φθω
�π; τ�ς ΠΡ bποτ�ρω7 τ9ν ΜΖ, ΝΘ Dµοι	ν τε κα0 bµο*ως κε*µενον ε�θ8γραµµον τ; ΣΡ.

+Επε0 οYν �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΠΡ, κα0 �ναγ�γραπται �π;
µ�ν τ9ν ΑΒ, Γ∆ Dµοι- τε κα0 bµο*ως κε*µενα τ? ΚΑΒ, ΛΓ∆, �π; δ� τ9ν ΕΖ, ΠΡ Dµοι- τε
κα0 bµο*ως κε*µενα τ? ΜΖ, ΣΡ, 1στιν Zρα jς τ; ΚΑΒ πρ;ς τ; ΛΓ∆, οwτως τ; ΜΖ πρ;ς
τ; ΣΡ. Eπ	κειται δ� κα0 jς τ; ΚΑΒ πρ;ς τ; ΛΓ∆, οwτως τ; ΜΖ πρ;ς τ; ΝΘV κα0 jς Zρα
τ; ΜΖ πρ;ς τ; ΣΡ, οwτως τ; ΜΖ πρ;ς τ; ΝΘ. τ; ΜΖ Zρα πρ;ς )κ-τερον τ9ν ΝΘ, ΣΡ
τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV %σον Zρα �στ0 τ; ΝΘ τ97 ΣΡ. 1στι δ� α�τ97 κα0 Dµοιον κα0 bµο*ως
κε*µενονV %ση Zρα 6 ΗΘ τ�@ ΠΡ. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν
ΠΡ, %ση δ� 6 ΠΡ τ�@ ΗΘ, 1στιν Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ.

+Ε?ν Zρα τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, κα0 τ? �π( α�τ9ν ε�θ8γραµµα Dµοι- τε κα0
bµο*ως �ναγεγραµµ�να �ν-λογον 1σταιV κlν τ? �π( α�τ9ν ε�θ8γραµµα Dµοι- τε κα0 bµο*ως
�ναγεγραµµ�να �ν-λογον k@, κα0 α�τα0 α= ε�θε�αι �ν-λογον 1σονταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

[

Λ�µµα

]

[<Οτι δ�, �?ν ε�θ8γραµµα %σα k@ κα0 Dµοια, α= bµ	λογοι α�τ9ν πλευρα0 %σαι �λλ"λαις εJσ*ν,
δε*$οµεν οwτως.

RΕστω %σα κα0 Dµοια ε�θ8γραµµα τ? ΝΘ, ΣΡ, κα0 1στω jς 6 ΘΗ πρ;ς τ�ν ΗΝ, οwτως 6
ΡΠ πρ;ς τ�ν ΠΣV λ�γω, Dτι %ση �στ0ν 6 ΡΠ τ�@ ΘΗ.

ΕJ γ?ρ Zνισο* εJσιν, µ*α α�τ9ν µε*ζων �στ*ν. 1στω µε*ζων 6 ΡΠ τ�ς ΘΗ. κα0 �πε* �στιν
jς 6 ΡΠ πρ;ς ΠΣ, οwτως 6 ΘΗ πρ;ς τ�ν ΗΝ, κα0 �ναλλ-$, jς 6 ΡΠ πρ;ς τ�ν ΘΗ, οwτως 6
ΠΣ πρ;ς τ�ν ΗΝ, µε*ζων δ� 6 ΠΡ τ�ς ΘΗ, µε*ζων Zρα κα0 6 ΠΣ τ�ς ΗΝV hστε κα0 τ; ΡΣ
µε�ζ	ν �στι τοI ΘΝ. �λλ? κα0 %σονV Dπερ �δ8νατον. ο�κ Zρα Zνισ	ς �στιν 6 ΠΡ τ�@ ΗΘV %ση
ZραV Dπερ 1δει δε�$αι.]

ý .κγ́

Τ? JσογSνια παραλληλ	γραµµα πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9ν.

RΕστω JσογSνια παραλληλ	γραµµα
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τ? ΑΓ, ΓΖ %σην 1χοντα τ�ν Eπ; ΒΓ∆ γων*αν τ�@ Eπ; ΕΓΗV λ�γω, Dτι τ; ΑΓ παρ-
αλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΖ παραλληλ	γραµµον λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9ν.

Κε*σθω γ?ρ hστε �π( ε�θε*ας ε ν̂αι τ�ν ΒΓ τ�@ ΓΗV �π( ε�θε*ας Zρα �στ0 κα0 6 ∆Γ τ�@ ΓΕ.
κα0 συµπεπληρSσθω τ; ∆Η παραλληλ	γραµµον, κα0 �κκε*σθω τις ε�θε�α 6 Κ, κα0 γεγον�τω
jς µ�ν 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΗ, οwτως 6 Κ πρ;ς τ�ν Λ, jς δ� 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΕ, οwτως 6 Λ πρ;ς
τ�ν Μ.

Ο= Zρα λ	γοι τ�ς τε Κ πρ;ς τ�ν Λ κα0 τ�ς Λ πρ;ς τ�ν Μ ο= α�το* εJσι το�ς λ	γοις τ9ν
πλευρ9ν, τ�ς τε ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΗ κα0 τ�ς ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΕ. �λλ( b τ�ς Κ πρ;ς Μ λ	γος
σ8γκειται 1κ τε τοI τ�ς Κ πρ;ς Λ λ	γου κα0 τοI τ�ς Λ πρ;ς ΜV hστε κα0 6 Κ πρ;ς τ�ν
Μ λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9ν. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΗ,
οwτως τ; ΑΓ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΘ, �λλ( jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΗ, οwτως 6 Κ πρ;ς
τ�ν Λ, κα0 jς Zρα 6 Κ πρ;ς τ�ν Λ, οwτως τ; ΑΓ πρ;ς τ; ΓΘ. π-λιν, �πε* �στιν jς 6 ∆Γ
πρ;ς τ�ν ΓΕ, οwτως τ; ΓΘ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΖ, �λλ( jς 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΕ,
οwτως 6 Λ πρ;ς τ�ν Μ, κα0 jς Zρα 6 Λ πρ;ς τ�ν Μ, οwτως τ; ΓΘ παραλληλ	γραµµον
πρ;ς τ; ΓΖ παραλληλ	γραµµον. �πε0 οYν �δε*χθη, jς µ�ν 6 Κ πρ;ς τ�ν Λ, οwτως τ; ΑΓ
παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΘ παραλληλ	γραµµον, jς δ� 6 Λ πρ;ς τ�ν Μ, οwτως τ; ΓΘ
παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΓΖ παραλληλ	γραµµον, δ* %σου Zρα �στ0ν jς 6 Κ πρ;ς τ�ν Μ,
οwτως τ; ΑΓ πρ;ς τ; ΓΖ παραλληλ	γραµµον. 6 δ� Κ πρ;ς τ�ν Μ λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον
�κ τ9ν πλευρ9νV κα0 τ; ΑΓ Zρα πρ;ς τ; ΓΖ λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9ν.

Τ? Zρα JσογSνια παραλληλ	γραµµα πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν
πλευρ9νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .κδ́
Παντ;ς παραλληλογρ-µµου τ? περ0 τ�ν δι-µετρον παραλληλ	γραµµα Dµοι- �στι τ97 τε Dλω7
κα0 �λλ"λοις.

RΕστω παραλληλ	γραµµον τ; ΑΒΓ∆, δι-µετρος δ� α�τοI 6 ΑΓ, περ0 δ� τ�ν ΑΓ παρ-
αλληλ	γραµµα 1στω τ? ΕΗ, ΘΚV λ�γω, Dτι )κ-τερον τ9ν ΕΗ, ΘΚ παραλληλογρ-µµων
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Dµοι	ν �στι Dλω7 τ97 ΑΒΓ∆ κα0 �λλ"λοις.

+Επε0 γ?ρ τριγSνου τοI ΑΒΓ

� �
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παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΒΓ kκται 6 ΕΖ, �ν-λογ	ν �στιν jς 6 ΒΕ πρ;ς τ�ν ΕΑ, οwτως,
6 ΓΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ. π-λιν, �πε0 τριγSνου τοI ΑΓ∆ παρ? µ*αν τ�ν Γ∆ kκται 6 ΖΗ, �ν-λογ	ν
�στιν jς 6 ΓΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ, οwτως 6 ∆Η πρ;ς τ�ν ΗΑ. �λλ( jς 6 ΓΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ, οwτως
�δε*χθη κα0 6 ΒΕ πρ;ς τ�ν ΕΑV κα0 jς Zρα 6 ΒΕ πρ;ς τ�ν ΕΑ, οwτως 6 ∆Η πρ;ς τ�ν ΗΑ,
κα0 συνθ�ντι Zρα jς 6 ΒΑ πρ;ς ΑΕ, οwτως 6 ∆Α πρ;ς ΑΗ, κα0 �ναλλ?$ jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν
Α∆, οwτως 6 ΕΑ πρ;ς τ�ν ΑΗ. τ9ν Zρα ΑΒΓ∆, ΕΗ παραλληλογρ-µµων �ν-λογ	ν εJσιν α=
πλευρα0 α= περ0 τ�ν κοιν�ν γων*αν τ�ν Eπ; ΒΑ∆. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΗΖ τ�@ ∆Γ, %ση
�στ0ν 6 µ�ν Eπ; ΑΖΗ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΓΑV κα0 κοιν� τ9ν δ8ο τριγSνων τ9ν Α∆Γ, ΑΗΖ 6 Eπ;
∆ΑΓ γων*αV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; Α∆Γ τρ*γωνον τ97 ΑΗΖ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ;
ΑΓΒ τρ*γωνον JσογSνι	ν �στι τ97 ΑΖΕ τριγSνω7, κα0 Dλον τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον τ97
ΕΗ παραλληλογρ-µµω7 JσογSνι	ν �στιν. �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 Α∆ πρ;ς τ�ν ∆Γ, οwτως
6 ΑΗ πρ;ς τ�ν ΗΖ, jς δ� 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ, jς δ� 6 ΑΓ πρ;ς
τ�ν ΓΒ, οwτως 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΖΕ, κα0 1τι jς 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν ΒΑ, οwτως 6 ΖΕ πρ;ς τ�ν ΕΑ.
κα0 �πε0 �δε*χθη jς µ�ν 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς τ�ν ΖΑ, jς δ� 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν
ΓΒ, οwτως 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΖΕ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς
τ�ν ΖΕ. τ9ν Zρα ΑΒΓ∆, ΕΗ παραλληλογρ-µµων �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας
γων*αςV Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον τ97 ΕΗ παραλληλογρ-µµω7. δι? τ?
α�τ? δ� τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον κα0 τ97 ΚΘ παραλληλογρ-µµω7 Dµοι	ν �στινV )κ-τερον
Zρα τ9ν ΕΗ, ΘΚ παραλληλογρ-µµων τ97 ΑΒΓ∆ [παραλληλογρ-µµω7] Dµοι	ν �στιν. τ? δ� τ97
α�τ97 ε�θυγρ-µµω7 Dµοια κα0 �λλ"λοις �στ0ν DµοιαV κα0 τ; ΕΗ Zρα παραλληλ	γραµµον τ97
ΘΚ παραλληλογρ-µµω7 Dµοι	ν �στιν.

Παντ;ς Zρα παραλληλογρ-µµου τ? περ0 τ�ν δι-µετρον παραλληλ	γραµµα Dµοι- �στι τ97
τε Dλω7 κα0 �λλ"λοιςV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ý .κέ
Τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 Dµοιον κα0 Zλλω7 τ97 δοθ�ντι %σον τ; α�τ; συστ"σασθαι.

RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν ε�θ8γραµµον, g7 δε� Dµοιον συστ"σασθαι, τ; ΑΒΓ, g7 δ� δε� %σον, τ;
∆V δε� δ� τ97 µ�ν ΑΒΓ Dµοιον, τ97 δ� ∆ %σον τ; α�τ; συστ"σασθαι.

Παραβεβλ"σθω γ?ρ παρ? µ�ν τ�ν ΒΓ τ97 ΑΒΓ τριγSνω7 %σον παραλληλ	γραµµον τ; ΒΕ,
παρ? δ� τ�ν ΓΕ τ97 ∆ %σον παραλληλ	γραµµον τ; ΓΜ �ν γων*αc τ�@ Eπ; ΖΓΕ,
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# �στιν %ση τ�@ Eπ; ΓΒΛ. �π( ε�θε*ας Zρα �στ0ν 6 µ�ν ΒΓ τ�@ ΓΖ, 6 δ� ΛΕ τ�@ ΕΜ. κα0
εJλ"φθω τ9ν ΒΓ, ΓΖ µ�ση �ν-λογον 6 ΗΘ, κα0 �ναγεγρ-φθω �π; τ�ς ΗΘ τ97 ΑΒΓ Dµοι	ν
τε κα0 bµο*ως κε*µενον τ; ΚΗΘ.

Κα0 �πε* �στιν jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΗΘ, οwτως 6 ΗΘ πρ;ς τ�ν ΓΖ, �?ν δ� τρε�ς ε�θε�αι
�ν-λογον >σιν, 1στιν jς 6 πρSτη πρ;ς τ�ν τρ*την, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης ε^δος πρ;ς τ;
�π; τ�ς δευτ�ρας τ; Dµοιον κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενον, 1στιν Zρα jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΖ,
οwτως τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΚΗΘ τρ*γωνον. �λλ? κα0 jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΖ, οwτως
τ; ΒΕ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΕΖ παραλληλ	γραµµον. κα0 jς Zρα τ; ΑΒΓ τρ*γωνον
πρ;ς τ; ΚΗΘ τρ*γωνον, οwτως τ; ΒΕ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΕΖ παραλληλ	γραµµονV
�ναλλ?$ Zρα jς τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΒΕ παραλληλ	γραµµον, οwτως τ; ΚΗΘ τρ*γωνον
πρ;ς τ; ΕΖ παραλληλ	γραµµον. %σον δ� τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΒΕ παραλληλογρ-µµω7V %σον
Zρα κα0 τ; ΚΗΘ τρ*γωνον τ97 ΕΖ παραλληλογρ-µµω7. �λλ? τ; ΕΖ παραλληλ	γραµµον τ97 ∆
�στιν %σονV κα0 τ; ΚΗΘ Zρα τ97 ∆ �στιν %σον. 1στι δ� τ; ΚΗΘ κα0 τ97 ΑΒΓ Dµοιον.

Τ97 Zρα δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 ΑΒΓ Dµοιον κα0 Zλλω7 τ97 δοθ�ντι τ97 ∆ %σον τ; α�τ;
συν�σταται τ; ΚΗΘV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ý .κ3́
+Ε?ν �π; παραλληλογρ-µµου παραλληλ	γραµµον �φαιρεθ�@ Dµοι	ν τε τ97 Dλω7 κα0 bµο*ως
κε*µενον κοιν�ν γων*αν 1χον α�τ97, περ0 τ�ν α�τ�ν δι-µετρ	ν �στι τ97 Dλω7.

+Απ; γ?ρ παραλληλογρ-µµου
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τοI ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον �φη@ρ"σθω τ; ΑΖ Dµοιον τ97 ΑΒΓ∆ κα0 bµο*ως κε*µενον
κοιν�ν γων*αν 1χον α�τ97 τ�ν Eπ; ∆ΑΒV λ�γω, Dτι περ0 τ�ν α�τ�ν δι-µετρ	ν �στι τ; ΑΒΓ∆
τ97 ΑΖ.

Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, 1στω [α�τ9ν] δι-µετρος 6 ΑΘΓ, κα0 �κβληθε�σα 6 ΗΖ δι"χθω
�π0 τ; Θ, κα0 Fχθω δι? τοI Θ bποτ�ραc τ9ν Α∆, ΒΓ παρ-λληλος 6 ΘΚ.

+Επε0 οYν περ0 τ�ν α�τ�ν δι-µετρ	ν �στι τ; ΑΒΓ∆ τ97 ΚΗ, 1στιν Zρα jς 6 ∆Α πρ;ς τ�ν
ΑΒ, οwτως 6 ΗΑ πρ;ς τ�ν ΑΚ. 1στι δ� κα0 δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΑΒΓ∆, ΕΗ κα0 jς 6 ∆Α
πρ;ς τ�ν ΑΒ, οwτως 6 ΗΑ πρ;ς τ�ν ΑΕV κα0 jς Zρα 6 ΗΑ πρ;ς τ�ν ΑΚ, οwτως 6 ΗΑ πρ;ς
τ�ν ΑΕ. 6 ΗΑ Zρα πρ;ς )κατ�ραν τ9ν ΑΚ, ΑΕ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον. %ση Zρα �στ0ν 6 ΑΕ τ�@
ΑΚ 6 �λ-ττων τ�@ µε*ζονιV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα οUκ �στι περ0 τ�ν α�τ�ν δι-µετρον
τ; ΑΒΓ∆ τ97 ΑΖV περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα �στ0 δι-µετρον τ; ΑΒΓ∆ παραλληλ	γραµµον τ97 ΑΖ
παραλληλογρ-µµω7.

+Ε?ν Zρα �π; παραλληλογρ-µµου παραλληλ	γραµµον �φαιρεθ�@ Dµοι	ν τε τ97 Dλω7 κα0
bµο*ως κε*µενον κοιν�ν γων*αν 1χον α�τ97, περ0 τ�ν α�τ�ν δι-µετρ	ν �στι τ97 Dλω7V Dπερ 1δει
δε�$αι.

ý .κζ́

Π-ντων τ9ν παρ? τ�ν α�τ�ν ε�θε�αν παραβαλλοµ�νων παραλληλογρ-µµων κα0 �λλειπ	ντων
ε%δεσι παραλληλογρ-µµοις bµο*οις τε κα0 bµο*ως κειµ�νοις τ97 �π; τ�ς 6µισε*ας �ναγραφοµ�νω7
µ�γιστ	ν �στι τ; �π; τ�ς 6µισε*ας παραβαλλ	µενον [παραλληλ	γραµµον] Dµοιον xν τ97
�λλε*µµατι.

RΕστω ε�θε�α 6 ΑΒ κα0 τετµ"σθω δ*χα κατ? τ; Γ, κα0 παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ΑΒ
ε�θε�αν τ; Α∆ παραλληλ	γραµµον �λλε�πον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 τ97 ∆Β �ναγραφ�ντι
�π; τ�ς 6µισε*ας τ�ς ΑΒ, τουτ�στι τ�ς ΓΒV λ�γω, Dτι π-ντων τ9ν παρ? τ�ν ΑΒ παραβαλ-
λοµ�νων παραλληλογρ-µµων κα0 �λλειπ	ντων ε%δεσι [παραλληλογρ-µµοις] bµο*οις τε κα0
bµο*ως κειµ�νοις τ97 ∆Β µ�γιστ	ν �στι τ; Α∆. παραβεβλ"σθω γ?ρ παρ?
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τ�ν ΑΒ ε�θε�αν τ; ΑΖ παραλληλ	γραµµον �λλε�πον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 τ97 ΖΒ bµο*ω7
τε κα0 bµο*ως κειµ�νω7 τ97 ∆ΒV λ�γω, Dτι µε�ζ	ν �στι τ; Α∆ τοI ΑΖ.

+Επε0 γ?ρ Dµοι	ν �στι τ; ∆Β παραλληλ	γραµµον τ97 ΖΒ παραλληλογρ-µµω7, περ0 τ�ν
α�τ"ν εJσι δι-µετρον. Fχθω α�τ9ν δι-µετρος 6 ∆Β, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα.

+Επε0 οYν %σον �στ0 τ; ΓΖ τ97 ΖΕ, κοιν;ν δ� τ; ΖΒ, Dλον Zρα τ; ΓΘ Dλω7 τ97 ΚΕ �στιν
%σον. �λλ? τ; ΓΘ τ97 ΓΗ �στιν %σον, �πε0 κα0 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ. κα0 τ; ΗΓ Zρα τ97 ΕΚ �στιν
%σον. κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΓΖV Dλον Zρα τ; ΑΖ τ97 ΛΜΝ γνSµον* �στιν %σονV hστε τ; ∆Β
παραλληλ	γραµµον, τουτ�στι τ; Α∆, τοI ΑΖ παραλληλογρ-µµου µε�ζ	ν �στιν.

Π-ντων Zρα τ9ν παρ? τ�ν α�τ�ν ε�θε�αν παραβαλλοµ�νων παραλληλογρ-µµων κα0 �λλειπ	ντων
ε%δεσι παραλληλογρ-µµοις bµο*οις τε κα0 bµο*ως κειµ�νοις τ97 �π; τ�ς 6µισε*ας �ναγραφοµ�νω7
µ�γιστ	ν �στι τ; �π; τ�ς 6µισε*ας παραβληθ�νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .κή
Παρ? τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 %σον παραλληλ	γραµµον παραβαλε�ν
�λλε�πον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 bµο*ω7 τ97 δοθ�ντιV δε� δ� τ; διδ	µενον ε�θ8γραµµον [g7 δε�
%σον παραβαλε�ν] µ� µε�ζον ε ν̂αι τοI �π; τ�ς 6µισε*ας �ναγραφοµ�νου bµο*ου τ97 �λλε*µµατι
[τοI τε �π; τ�ς 6µισε*ας κα0 g7 δε� Dµοιον �λλε*πειν].

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� δοθ�ν ε�θ8γραµµον, g7 δε� %σον παρ? τ�ν ΑΒ
παραβαλε�ν, τ; Γ µ� µε�ζον [xν] τοI �π; τ�ς 6µισε*ας τ�ς ΑΒ �ναγραφοµ�νου bµο*ου
τ97 �λλε*µµατι, g7 δ� δε� Dµοιον �λλε*πειν, τ; ∆V δε� δ� παρ? τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τ�ν
ΑΒ τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 Γ %σον παραλληλ	γραµµον παραβαλε�ν �λλε�πον ε%δει παρ-
αλληλογρ-µµω7 bµο*ω7 mντι τ97 ∆.

Τετµ"σθω 6 ΑΒ δ*χα κατ? τ; Ε σηµε�ον, κα0 �ναγεγρ-φθω �π; τ�ς ΕΒ τ97 ∆ Dµοιον κα0
bµο*ως κε*µενον τ; ΕΒΖΗ, κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΑΗ παραλληλ	γραµµον.

ΕJ µ�ν οYν %σον �στ0 τ; ΑΗ τ97 Γ, γεγον;ς lν ε%η τ; �πιταχθ�νV παραβ�βληται γ?ρ παρ?
τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τ�ν ΑΒ τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 Γ %σον παραλληλ	γραµµον τ; ΑΗ
�λλε�πον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 τ97 ΗΒ bµο*ω7 mντι τ97 ∆. εJ δ� οU, µε�ζον 1στω τ; ΘΕ τοI
Γ. %σον δ� τ; ΘΕ τ97 ΗΒV µε�ζον Zρα κα0 τ; ΗΒ τοI Γ. g7 δ� µε�ζ	ν �στι τ; ΗΒ τοI Γ, τα8τη@
τ�@ Eπεροχ�@ %σον, τ97 δ� ∆ Dµοιον κα0 bµο*ως κε*µενον τ; α�τ; συνεστ-τω τ; ΚΛΜΝ. �λλ?
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τ; ∆ τ97 ΗΒ [�στιν] DµοιονV κα0 τ; ΚΜ Zρα τ97 ΗΒ �στιν Dµοιον. 1στω οYν bµ	λογος 6 µ�ν
ΚΛ τ�@ ΗΕ, 6 δ� ΛΜ τ�@ ΗΖ. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΗΒ το�ς Γ, ΚΜ, µε�ζον Zρα �στ0 τ; ΗΒ
τοI ΚΜV µε*ζων Zρα �στ0 κα0 6 µ�ν ΗΕ τ�ς ΚΛ, 6 δ� ΗΖ τ�ς ΛΜ. κε*σθω τ�@ µ�ν ΚΛ %ση 6
Ηq, τ�@ δ� ΛΜ %ση 6 ΗΟ, κα0 συµπεπληρSσθω τ; qΗΟΠ παραλληλ	γραµµονV %σον Zρα κα0
Dµοι	ν �στι [τ; ΗΠ] τ97 ΚΜ [�λλ? τ; ΚΜ τ97 ΗΒ Dµοι	ν �στιν]. κα0 τ; ΗΠ Zρα τ97 ΗΒ
Dµοι	ν �στινV περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ; ΗΠ τ97 ΗΒ. 1στω α�τ9ν δι-µετρος 6
ΗΠΒ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα.

+Επε0 οYν %σον �στ0 τ; ΒΗ το�ς Γ, ΚΜ, gν τ; ΗΠ τ97 ΚΜ �στιν %σον, λοιπ;ς Zρα b ΥΧΦ
γνSµων λοιπ97 τ97 Γ %σος �στ*ν. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΟΡ τ97 qΣ, κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΠΒV
Dλον Zρα τ; ΟΒ Dλω7 τ97 qΒ %σον �στ*ν. �λλ? τ; qΒ τ97 ΤΕ �στιν %σον, �πε0 κα0 πλευρ? 6
ΑΕ πλευρHc τ�@ ΕΒ �στιν %σηV κα0 τ; ΤΕ Zρα τ97 ΟΒ �στιν %σον. κοιν;ν προσκε*σθω τ; qΣV
Dλον Zρα τ; ΤΣ Dλω7 τ97 ΦΧΥ γνSµον* �στιν %σον. �λλ( b ΦΧΥ γνSµων τ97 Γ �δε*χθη %σοςV
κα0 τ; ΤΣ Zρα τ97 Γ �στιν %σον.

Παρ? τ�ν δοθε�σαν Zρα ε�θε�αν τ�ν ΑΒ τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 Γ %σον παραλληλ	γραµµον
παραβ�βληται τ; ΣΤ �λλε�πον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 τ97 ΠΒ bµο*ω7 mντι τ97 ∆ [�πειδ"περ
τ; ΠΒ τ97 ΗΠ Dµοι	ν �στιν]V Dπερ 1δει ποι�σαι.

ý .κθ́

Παρ? τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 %σον παραλληλ	γραµµον παραβαλε�ν
Eπερβ-λλον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 bµο*ω7 τ97 δοθ�ντι.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� δοθ�ν ε�θ8γραµµον, g7 δε� %σον παρ? τ�ν ΑΒ
παραβαλε�ν, τ; Γ, g7 δ� δε� Dµοιον Eπερβ-λλειν, τ; ∆V δε� δ� παρ? τ�ν ΑΒ ε�θε�αν τ97 Γ
ε�θυγρ-µµω7 %σον παραλληλ	γραµµον παραβαλε�ν Eπερβ-λλον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 bµο*ω7
τ97 ∆.

Τετµ"σθω 6 ΑΒ δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 �ναγεγρ-φθω �π; τ�ς ΕΒ τ97 ∆ Dµοιον κα0 bµο*ως
κε*µενον παραλληλ	γραµµον τ; ΒΖ, κα0 συναµφοτ�ροις µ�ν το�ς ΒΖ, Γ %σον, τ97 δ� ∆ Dµοιον
κα0 bµο*ως κε*µενον τ; α�τ; συνεστ-τω τ; ΗΘ. bµ	λογος δ� 1στω 6 µ�ν ΚΘ τ�@ ΖΛ, 6 δ�
ΚΗ τ�@ ΖΕ. κα0 �πε0 µε�ζ	ν �στι τ; ΗΘ τοI ΖΒ, µε*ζων Zρα �στ0 κα0 6 µ�ν ΚΘ τ�ς ΖΛ, 6
δ� ΚΗ τ�ς ΖΕ. �κβεβλ"σθωσαν α= ΖΛ, ΖΕ, κα0 τ�@ µ�ν ΚΘ %ση 1στω 6 ΖΛΜ, τ�@ δ� ΚΗ %ση
6 ΖΕΝ, κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΜΝV τ; ΜΝ Zρα τ97 ΗΘ %σον τ� �στι κα0
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Dµοιον. �λλ? τ; ΗΘ τ97 ΕΛ �στιν DµοιονV κα0 τ; ΜΝ Zρα τ97 ΕΛ Dµοι	ν �στινV περ0 τ�ν
α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ; ΕΛ τ97 ΜΝ. Fχθω α�τ9ν δι-µετρος 6 Ζq, κα0 καταγεγρ-φθω
τ; σχ�µα.

+Επε0 %σον �στ0 τ; ΗΘ το�ς ΕΛ, Γ, �λλ? τ; ΗΘ τ97 ΜΝ %σον �στ*ν, κα0 τ; ΜΝ Zρα το�ς
ΕΛ, Γ %σον �στ*ν. κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; ΕΛV λοιπ;ς Zρα b ΨΧΦ γνSµων τ97 Γ �στιν %σος. κα0
�πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ ΕΒ, %σον �στ0 κα0 τ; ΑΝ τ97 ΝΒ, τουτ�στι τ97 ΛΟ. κοιν;ν προσκε*σθω
τ; ΕqV Dλον Zρα τ; Αq %σον �στ0 τ97 ΦΧΨ γνSµονι. �λλ? b ΦΧΨ γνSµων τ97 Γ %σος �στ*νV
κα0 τ; Αq Zρα τ97 Γ %σον �στ*ν.

Παρ? τ�ν δοθε�σαν Zρα ε�θε�αν τ�ν ΑΒ τ97 δοθ�ντι ε�θυγρ-µµω7 τ97 Γ %σον παραλληλ	γραµµον
παραβ�βληται τ; Αq Eπερβ-λλον ε%δει παραλληλογρ-µµω7 τ97 ΠΟ bµο*ω7 mντι τ97 ∆, �πε0 κα0
τ97 ΕΛ �στιν Dµοιον τ; ΟΠV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ý .λ́

Τ�ν δοθε�σαν ε�θε�αν πεπερασµ�νην Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµε�ν.

RΕστω 6 δοθε�σα ε�θε�α πεπερασµ�νη 6 ΑΒV δε� δ� τ�ν ΑΒ ε�θε�αν Zκρον κα0 µ�σον λ	γον
τεµε�ν.
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+Αναγεγρ-φθω �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; ΒΓ, κα0 παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ΑΓ τ�@ ΒΓ
%σον παραλληλ	γραµµον τ; Γ∆ Eπερβ-λλον ε%δει τ97 Α∆ bµο*ω7 τ97 ΒΓ.

Τετρ-γωνον δ� �στι τ; ΒΓV τετρ-γωνον Zρα �στ0 κα0 τ; Α∆. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΒΓ
τ97 Γ∆, κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; ΓΕV λοιπ;ν Zρα τ; ΒΖ λοιπ97 τ97 Α∆ �στιν %σον. 1στι δ� α�τ97
κα0 JσογSνιονV τ9ν ΒΖ, Α∆ Zρα �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας γων*αςV 1στιν
Zρα jς 6 ΖΕ πρ;ς τ�ν Ε∆, οwτως 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΒ. %ση δ� 6 µ�ν ΖΕ τ�@ ΑΒ, 6 δ� Ε∆ τ�@
ΑΕ. 1στιν Zρα jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΕ, οwτως 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΒ. µε*ζων δ� 6 ΑΒ τ�ς ΑΕV
µε*ζων Zρα κα0 6 ΑΕ τ�ς ΕΒ.

MΗ Zρα ΑΒ ε�θε�α Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Ε, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ-
�στι τ; ΑΕV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ý .λά

+Εν το�ς Aρθογων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν Aρθ�ν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς ε^δος
%σον �στ0 το�ς �π; τ9ν τ�ν Aρθ�ν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν ε%δεσι το�ς bµο*οις τε κα0
bµο*ως �ναγραφοµ�νοις.

RΕστω τρ*γωνον AρθογSνιον τ; ΑΒΓ Aρθ�ν 1χον τ�ν Eπ; ΒΑΓ γων*ανV λ�γω, Dτι τ; �π;
τ�ς ΒΓ ε^δος %σον
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�στ0 το�ς �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ ε%δεσι το�ς bµο*οις τε κα0 bµο*ως �ναγραφοµ�νοις.
RΗχθω κ-θετος 6 Α∆.
+Επε0 οYν �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7 τ97 ΑΒΓ �π; τ�ς πρ;ς τ97 Α Aρθ�ς γων*ας �π0 τ�ν ΒΓ

β-σιν κ-θετος kκται 6 Α∆, τ? ΑΒ∆, Α∆Γ πρ;ς τ�@ καθ�τω7 τρ*γωνα Dµοι- �στι τ97 τε Dλω7
τ97 ΑΒΓ κα0 �λλ"λοις. κα0 �πε0 Dµοι	ν �στι τ; ΑΒΓ τ97 ΑΒ∆, 1στιν Zρα jς 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν
ΒΑ, οwτως 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Β∆. κα0 �πε0 τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογ	ν εJσιν, 1στιν jς 6 πρSτη πρ;ς
τ�ν τρ*την, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης ε^δος πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ρας τ; Dµοιον κα0 bµο*ως
�ναγραφ	µενον. jς Zρα 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν Β∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΒ ε^δος πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΒΑ τ; Dµοιον κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενον. δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως
τ; �π; τ�ς ΒΓ ε^δος πρ;ς τ; �π; τ�ς ΓΑ. hστε κα0 jς 6 ΒΓ πρ;ς τ?ς Β∆, ∆Γ, οwτως τ;
�π; τ�ς ΒΓ ε^δος πρ;ς τ? �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ τ? Dµοια κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενα. %ση δ� 6 ΒΓ
τα�ς Β∆, ∆ΓV %σον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΒΓ ε^δος το�ς �π; τ9ν ΒΑ, ΑΓ ε%δεσι το�ς bµο*οις
τε κα0 bµο*ως �ναγραφοµ�νοις.

+Εν Zρα το�ς Aρθογων*οις τριγSνοις τ; �π; τ�ς τ�ν Aρθ�ν γων*αν Eποτεινο8σης πλευρHς
ε^δος %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν τ�ν Aρθ�ν γων*αν περιεχουσ9ν πλευρ9ν ε%δεσι το�ς bµο*οις τε
κα0 bµο*ως �ναγραφοµ�νοιςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .λβ́
+Ε?ν δ8ο τρ*γωνα συντεθ�@ κατ? µ*αν γων*αν τ?ς δ8ο πλευρ?ς τα�ς δυσ0 πλευρα�ς �ν-λογον
1χοντα hστε τ?ς bµολ	γους α�τ9ν πλευρ?ς κα0 παραλλ"λους ε ν̂αι, α= λοιπα0 τ9ν τριγSνων
πλευρα0 �π( ε�θε*ας 1σονται.

RΕστω δ8ο τρ*γωνα τ? ΑΒΓ, ∆ΓΕ τ?ς δ8ο πλευρ?ς τ?ς ΒΑ, ΑΓ τα�ς δυσ0 πλευρα�ς τα�ς
∆Γ, ∆Ε �ν-λογον 1χοντα, jς µ�ν τ�ν ΑΒ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως τ�ν ∆Γ πρ;ς τ�ν ∆Ε,
παρ-λληλον δ� τ�ν µ�ν ΑΒ τ�@ ∆Γ, τ�ν δ� ΑΓ τ�@ ∆ΕV λ�γω, Dτι �π( ε�θε*ας �στ0ν 6 ΒΓ τ�@
ΓΕ.
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+Επε0 γ?ρ παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ∆Γ, κα0 εJς α�τ?ς �µπ�πτωκεν ε�θε�α 6 ΑΓ, α=
�ναλλ?$ γων*αι α= Eπ; ΒΑΓ, ΑΓ∆ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; Γ∆Ε τ�@
Eπ; ΑΓ∆ %ση �στ*ν. hστε κα0 6 Eπ; ΒΑΓ τ�@ Eπ; Γ∆Ε �στιν %ση. κα0 �πε0 δ8ο τρ*γων- �στι
τ? ΑΒΓ, ∆ΓΕ µ*αν γων*αν τ�ν πρ;ς τ97 Α µιHc γων*αc τ�@ πρ;ς τ97 ∆ %σην 1χοντα, περ0 δ� τ?ς
%σας γων*ας τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον, jς τ�ν ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως τ�ν Γ∆ πρ;ς τ�ν ∆Ε,
JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΓΕ τριγSνω7V %ση Zρα 6 Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ;
∆ΓΕ. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΑΓ∆ τ�@ Eπ; ΒΑΓ %σηV Dλη Zρα 6 Eπ; ΑΓΕ δυσ0 τα�ς Eπ; ΑΒΓ,
ΒΑΓ %ση �στ*ν. κοιν� προσκε*σθω 6 Eπ; ΑΓΒV α= Zρα Eπ; ΑΓΕ, ΑΓΒ τα�ς Eπ; ΒΑΓ, ΑΓΒ,
ΓΒΑ %σαι εJσ*ν. �λλ( α= Eπ; ΒΑΓ, ΑΒΓ, ΑΓΒ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV κα0 α= Eπ; ΑΓΕ, ΑΓΒ
Zρα δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. πρ;ς δ" τινι ε�θε*αc τ�@ ΑΓ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Γ δ8ο
ε�θε�αι α= ΒΓ, ΓΕ µ� �π0 τ? α�τ? µ�ρη κε*µεναι τ?ς �φε$�ς γων*ας τ?ς Eπ; ΑΓΕ, ΑΓΒ δυσ0ν
Aρθα�ς %σας ποιοIσινV �π( ε�θε*ας Zρα �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ ΓΕ.

+Ε?ν Zρα δ8ο τρ*γωνα συντεθ�@ κατ? µ*αν γων*αν τ?ς δ8ο πλευρ?ς τα�ς δυσ0 πλευρα�ς
�ν-λογον 1χοντα hστε τ?ς bµολ	γους α�τ9ν πλευρ?ς κα0 παραλλ"λους ε ν̂αι, α= λοιπα0 τ9ν
τριγSνων πλευρα0 �π( ε�θε*ας 1σονταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ý .λγ́

+Εν το�ς %σοις κ8κλοις α= γων*αι τ;ν α�τ;ν 1χουσι λ	γον τα�ς περιφερε*αις, �φ( gν βεβ"κασιν,
�-ν τε πρ;ς το�ς κ�ντροις �-ν τε πρ;ς τα�ς περιφερε*αις >σι βεβηκυ�αι.
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RΕστωσαν %σοι κ8κλοι ο= ΑΒΓ, ∆ΕΖ, κα0 πρ;ς µ�ν το�ς κ�ντροις α�τ9ν το�ς Η, Θ γων*αι
1στωσαν α= Eπ; ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρ;ς δ� τα�ς περιφερε*αις α= Eπ; ΒΑΓ, Ε∆ΖV λ�γω, Dτι �στ0ν
jς 6 ΒΓ περιφ�ρεια πρ;ς τ�ν ΕΖ περιφ�ρειαν, οwτως # τε Eπ; ΒΗΓ γων*α πρ;ς τ�ν Eπ; ΕΘΖ
κα0 6 Eπ; ΒΑΓ πρ;ς τ�ν Eπ; Ε∆Ζ.

Κε*σθωσαν γ?ρ τ�@ µ�ν ΒΓ περιφερε*αc %σαι κατ? τ; )$�ς bσαιδηποτοIν α= ΓΚ, ΚΛ, τ�@ δ�
ΕΖ περιφερε*αc %σαι bσαιδηποτοIν α= ΖΜ, ΜΝ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΗΚ, ΗΛ, ΘΜ, ΘΝ.

+Επε0 οYν %σαι εJσ0ν α= ΒΓ, ΓΚ, ΚΛ περιφ�ρειαι �λλ"λαις, %σαι εJσ0 κα0 α= Eπ; ΒΗΓ, ΓΗΚ,
ΚΗΛ γων*αι �λλ"λαιςV bσαπλασ*ων Zρα �στ0ν 6 ΒΛ περιφ�ρεια τ�ς ΒΓ, τοσαυταπλασ*ων �στ0
κα0 6 Eπ; ΒΗΛ γων*α τ�ς Eπ; ΒΗΓ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 bσαπλασ*ων �στ0ν 6 ΝΕ περιφ�ρεια
τ�ς ΕΖ, τοσαυταπλασ*ων �στ0 κα0 6 Eπ; ΝΘΕ γων*α τ�ς Eπ; ΕΘΖ. εJ Zρα %ση �στ0ν 6 ΒΛ
περιφ�ρεια τ�@ ΕΝ περιφερε*αc, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ΒΗΛ τ�@ Eπ; ΕΘΝ, κα0 εJ µε*ζων �στ0ν
6 ΒΛ περιφ�ρεια τ�ς ΕΝ περιφερε*ας, µε*ζων �στ0 κα0 6 Eπ; ΒΗΛ γων*α τ�ς Eπ; ΕΘΝ, κα0
εJ �λ-σσων, �λ-σσων. τεσσ-ρων δ� mντων µεγεθ9ν, δ8ο µ�ν περιφερει9ν τ9ν ΒΓ, ΕΖ, δ8ο
δ� γωνι9ν τ9ν Eπ; ΒΗΓ, ΕΘΖ, ε%ληπται τ�ς µ�ν ΒΓ περιφερε*ας κα0 τ�ς Eπ; ΒΗΓ γων*ας
Jσ-κις πολλαπλασ*ων # τε ΒΛ περιφ�ρεια κα0 6 Eπ; ΒΗΛ γων*α, τ�ς δ� ΕΖ περιφερε*ας
κα0 τ�ς Eπ; ΕΘΖ γων*ας # τε ΕΝ περιφ�ρεια κα0 6 Eπ; ΕΘΝ γων*α. κα0 δ�δεικται, Dτι εJ
Eπερ�χει 6 ΒΛ περιφ�ρεια τ�ς ΕΝ περιφερε*ας, Eπερ�χει κα0 6 Eπ; ΒΗΛ γων*α τ�ς Eπ; ΕΘΝ
γων*ας, κα0 εJ %ση, %ση, κα0 εJ �λ-σσων, �λ-σσων. 1στιν Zρα, jς 6 ΒΓ περιφ�ρεια πρ;ς τ�ν
ΕΖ, οwτως 6 Eπ; ΒΗΓ γων*α πρ;ς τ�ν Eπ; ΕΘΖ. �λλ( jς 6 Eπ; ΒΗΓ γων*α πρ;ς τ�ν Eπ;
ΕΘΖ, οwτως 6 Eπ; ΒΑΓ πρ;ς τ�ν Eπ; Ε∆ΖV διπλασ*α γ?ρ )κατ�ρα )κατ�ρας. κα0 jς Zρα 6
ΒΓ περιφ�ρεια πρ;ς τ�ν ΕΖ περιφ�ρειαν, οwτως # τε Eπ; ΒΗΓ γων*α πρ;ς τ�ν Eπ; ΕΘΖ κα0
6 Eπ; ΒΑΓ πρ;ς τ�ν Eπ; Ε∆Ζ.

+Εν Zρα το�ς %σοις κ8κλοις α= γων*αι τ;ν α�τ;ν 1χουσι λ	γον τα�ς περιφερε*αις, �φ( gν
βεβ"κασιν, �-ν τε πρ;ς το�ς κ�ντροις �-ν τε πρ;ς τα�ς περιφερε*αις >σι βεβηκυ�αιV Dπερ 1δει
δε�$αι.
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Z′

ΟΡΟΙ

ά . Μον-ς �στιν, καθ( Bν iκαστον τ9ν mντων oν λ�γεται.

β́ . +Αριθµ;ς δ� τ; �κ µον-δων συγκε*µενον πλ�θος.

γ́ . Μ�ρος �στ0ν �ριθµ;ς �ριθµοI b �λ-σσων τοI µε*ζονος, Dταν καταµετρ�@ τ;ν µε*ζονα.

δ́ . Μ�ρη δ�, Dταν µ� καταµετρ�@.

έ . Πολλαπλ-σιος δ� b µε*ζων τοI �λ-σσονος, Dταν καταµετρ�ται Eπ; τοI �λ-σσονος.

3́ . RΑρτιος �ριθµ	ς �στιν b δ*χα διαιρο8µενος.

ζ́ . Περισσ;ς δ� b µ� διαιρο8µενος δ*χα P [b] µον-δι διαφ�ρων �ρτ*ου �ριθµοI.

ή . +Αρτι-κις Zρτιος �ριθµ	ς �στιν b Eπ; �ρτ*ου �ριθµοI µετρο8µενος κατ? Zρτιον �ριθµ	ν.

θ́ . +Αρτι-κις δ� περισσ	ς �στιν b Eπ; �ρτ*ου �ριθµοI µετρο8µενος κατ? περισσ;ν �ριθµ	ν.
[Περισσ-κις �ρτι	ς �στιν b Eπ; περισσοI �ριθµοI µετρο8µενος κατ? Zρτιον �ριθµ	ν].

ί . Περισσ-κις δ� περισσ;ς �ριθµ	ς �στιν b Eπ; περισσοI �ριθµοI µετρο8µενος κατ? περισσ;ν
�ριθµ	ν.

ιά . Πρ9τος �ριθµ	ς �στιν b µον-δι µ	νη@ µετρο8µενος.

ιβ́ . Πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους �ριθµο* εJσιν ο= µον-δι µ	νη@ µετρο8µενοι κοιν97 µ�τρω7.

ιγ́ . Σ8νθετος �ριθµ	ς �στιν b �ριθµ97 τινι µετρο8µενος.

ιδ́ . Σ8νθετοι δ� πρ;ς �λλ"λους �ριθµο* εJσιν ο= �ριθµ97 τινι µετρο8µενοι κοιν97 µ�τρω7.

ιέ . +Αριθµ;ς �ριθµ;ν πολλαπλασι-ζειν λ�γεται, Dταν, Dσαι εJσ0ν �ν α�τ97 µον-δες, τοσαυτ-κις
συντεθ�@ b πολλαπλασιαζ	µενος, κα0 γ�νητα* τις.

ι3́ . <Οταν δ� δ8ο �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σ* τινα, b γεν	µενος �π*πεδος
καλε�ται, πλευρα0 δ� α�τοI ο= πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους �ριθµο*.

175
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ιζ́ . <Οταν δ� τρε�ς �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σ* τινα, b γεν	µενος στερε	ς
�στιν, πλευρα0 δ� α�τοI ο= πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους �ριθµο*.

ιή . Τετρ-γωνος �ριθµ	ς �στιν b Jσ-κις %σος P [b] Eπ; δ8ο %σων �ριθµ9ν περιεχ	µενος.

ιθ́ . Κ8βος δ� b Jσ-κις %σος Jσ-κις P [b] Eπ; τρι9ν %σων �ριθµ9ν περιεχ	µενος.

κ́ . +Αριθµο0 �ν-λογ	ν εJσιν, Dταν b πρ9τος τοI δευτ�ρου κα0 b τρ*τος τοI τετ-ρτου Jσ-κις k@
πολλαπλ-σιος P τ; α�τ; µ�ρος P τ? α�τ? µ�ρη >σιν.

κά . <Οµοιοι �π*πεδοι κα0 στερεο0 �ριθµο* εJσιν ο= �ν-λογον 1χοντες τ?ς πλευρ-ς.

κβ́ . Τ�λειος �ριθµ	ς �στιν b το�ς )αυτοI µ�ρεσιν %σος ~ν.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Ζ́ .ά
∆8ο �ριθµ9ν �ν*σων �κκειµ�νων, �νθυφαιρουµ�νου δ� �ε0 τοI �λ-σσονος �π; τοI µε*ζονος,
�?ν b λειπ	µενος µηδ�ποτε καταµετρ�@ τ;ν πρ; )αυτοI, iως ο� λειφθ�@ µον-ς, ο= �$ �ρχ�ς
�ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1σονται.

∆8ο γ?ρ [�ν*σων] �ριθµ9ν τ9ν ΑΒ, Γ∆
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�νθυφαιρουµ�νου �ε0 τοI �λ-σσονος �π; τοI µε*ζονος b λειπ	µενος µηδ�ποτε καταµε-
τρε*τω τ;ν πρ; )αυτοI, iως ο� λειφθ�@ µον-ςV λ�γω, Dτι ο= ΑΒ, Γ∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
εJσ*ν, τουτ�στιν Dτι τοpς ΑΒ, Γ∆ µον?ς µ	νη µετρε�.

ΕJ γ?ρ µ" εJσιν ο= ΑΒ, Γ∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει τις α�τοpς �ριθµ	ς. µετρε*τω,
κα0 1στω b ΕV κα0 b µ�ν Γ∆ τ;ν ΒΖ µετρ9ν λειπ�τω )αυτοI �λ-σσονα τ;ν ΖΑ, b δ� ΑΖ τ;ν
∆Η µετρ9ν λειπ�τω )αυτοI �λ-σσονα τ;ν ΗΓ, b δ� ΗΓ τ;ν ΖΘ µετρ9ν λειπ�τω µον-δα τ�ν
ΘΑ.
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+Επε0 οYν b Ε τ;ν Γ∆ µετρε�, b δ� Γ∆ τ;ν ΒΖ µετρε� κα0 b Ε Zρα τ;ν ΒΖ µετρε�V µετρε�
δ� κα0 Dλον τ;ν ΒΑV κα0 λοιπ;ν Zρα τ;ν ΑΖ µετρ"σει. b δ� ΑΖ τ;ν ∆Η µετρε�V κα0 b Ε Zρα
τ;ν ∆Η µετρε�V µετρε� δ� κα0 Dλον τ;ν ∆ΓV κα0 λοιπ;ν Zρα τ;ν ΓΗ µετρ"σει. b δ� ΓΗ τ;ν
ΖΘ µετρε�V κα0 b Ε Zρα τ;ν ΖΘ µετρε�V µετρε� δ� κα0 Dλον τ;ν ΖΑV κα0 λοιπ�ν Zρα τ�ν ΑΘ
µον-δα µετρ"σει �ριθµ;ς ~νV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς ΑΒ, Γ∆ �ριθµοpς µετρ"σει
τις �ριθµ	ςV ο= ΑΒ, Γ∆ Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .β́
∆8ο �ριθµ9ν δοθ�ντων µ� πρSτων πρ;ς �λλ"λους τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες δ8ο �ριθµο0 µ� πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= ΑΒ, Γ∆. δε� δ� τ9ν ΑΒ,
Γ∆ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.

ΕJ µ�ν οYν b Γ∆ τ;ν ΑΒ µετρε�, µετρε� δ� κα0 )αυτ	ν, b Γ∆ Zρα τ9ν Γ∆, ΑΒ κοιν;ν
µ�τρον �στ*ν. κα0 φανερ	ν, Dτι κα0 µ�γιστονV ο�δε0ς γ?ρ µε*ζων τοI Γ∆ τ;ν Γ∆ µετρ"σει.

ΕJ δ� ο� µετρε� b Γ∆ τ;ν ΑΒ, τ9ν ΑΒ, Γ∆ �νθυφαιρουµ�νου �ε0 τοI �λ-σσονος �π; τοI
µε*ζονος λειφθ"σετα* τις �ριθµ	ς, /ς µετρ"σει τ;ν πρ; )αυτοI.
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µον?ς µ�ν γ?ρ ο� λειφθ"σεταιV εJ δ� µ", 1σονται ο= ΑΒ, Γ∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ
ο�χ Eπ	κειται. λειφθ"σετα* τις Zρα �ριθµ	ς, /ς µετρ"σει τ;ν πρ; )αυτοI. κα0 b µ�ν Γ∆
τ;ν ΒΕ µετρ9ν λειπ�τω )αυτοI �λ-σσονα τ;ν ΕΑ, b δ� ΕΑ τ;ν ∆Ζ µετρ9ν λειπ�τω )αυτοI
�λ-σσονα τ;ν ΖΓ, b δ� ΓΖ τ;ν ΑΕ µετρε*τω. �πε0 οYν b ΓΖ τ;ν ΑΕ µετρε�, b δ� ΑΕ τ;ν
∆Ζ µετρε�, κα0 b ΓΖ Zρα τ;ν ∆Ζ µετρ"σειV µετρε� δ� κα0 )αυτ	νV κα0 Dλον Zρα τ;ν Γ∆
µετρ"σει. b δ� Γ∆ τ;ν ΒΕ µετρε�V κα0 b ΓΖ Zρα τ;ν ΒΕ µετρε�V µετρε� δ� κα0 τ;ν ΕΑV κα0
Dλον Zρα τ;ν ΒΑ µετρ"σειV µετρε� δ� κα0 τ;ν Γ∆V b ΓΖ Zρα τοpς ΑΒ, Γ∆ µετρε�. b ΓΖ Zρα
τ9ν ΑΒ, Γ∆ κοιν;ν µ�τρον �στ*ν. λ�γω δ", Dτι κα0 µ�γιστον. εJ γ?ρ µ" �στιν b ΓΖ τ9ν ΑΒ,
Γ∆ µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον, µετρ"σει τις τοpς ΑΒ, Γ∆ �ριθµοpς �ριθµ;ς µε*ζων �ν τοI ΓΖ.
µετρε*τω, κα0 1στω b Η. κα0 �πε0 b Η τ;ν Γ∆ µετρε�, b δ� Γ∆ τ;ν ΒΕ µετρε�, κα0 b Η Zρα
τ;ν ΒΕ µετρε�V µετρε� δ� κα0 Dλον τ;ν ΒΑV κα0 λοιπ;ν Zρα τ;ν ΑΕ µετρ"σει. b δ� ΑΕ τ;ν
∆Ζ µετρε�V κα0 b Η Zρα τ;ν ∆Ζ µετρ"σειV µετρε� δ� κα0 Dλον τ;ν ∆ΓV κα0 λοιπ;ν Zρα τ;ν
ΓΖ µετρ"σει b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV ο�κ Zρα τοpς ΑΒ, Γ∆ �ριθµοpς



178 BIBΛION. Z′

�ριθµ	ς τις µετρ"σει µε*ζων �ν τοI ΓΖV b ΓΖ Zρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ µ�γιστ	ν �στι κοιν;ν µ�τρονV
[Dπερ 1δει δε�$αι].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν �ριθµ;ς δ8ο �ριθµοpς µετρ�@, κα0 τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν
µ�τρον µετρ"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .γ́
Τρι9ν �ριθµ9ν δοθ�ντων µ� πρSτων πρ;ς �λλ"λους τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.

Α

Β
Γ

∆
Ε Ζ

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες τρε�ς �ριθµο0 µ� πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= Α, Β, ΓV δε� δ� τ9ν Α,
Β, Γ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.

ΕJλ"φθω γ?ρ δ8ο τ9ν Α, Β τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον b ∆V b δ� ∆ τ;ν Γ Fτοι µετρε� P
ο� µετρε�. µετρε*τω πρ	τερονV µετρε� δ� κα0 τοpς Α, ΒV b ∆ Zρα τοpς Α, Β, Γ µετρε�V b ∆
Zρα τ9ν Α, Β, Γ κοιν;ν µ�τρον �στ*ν. λ�γω δ", Dτι κα0 µ�γιστον. εJ γ?ρ µ" �στιν b ∆ τ9ν
Α, Β, Γ µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον, µετρ"σει τις τοpς Α, Β, Γ �ριθµοpς �ριθµ;ς µε*ζων �ν τοI
∆. µετρε*τω, κα0 1στω b Ε. �πε0 οYν b Ε τοpς Α, Β, Γ µετρε�, κα0 τοpς Α, Β Zρα µετρ"σειV
κα0 τ; τ9ν Α, Β Zρα µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον µετρ"σει. τ; δ� τ9ν Α, Β µ�γιστον κοιν;ν
µ�τρον �στ0ν b ∆V b Ε Zρα τ;ν ∆ µετρε� b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ
Zρα τοpς Α, Β, Γ �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σει µε*ζων �ν τοI ∆V b ∆ Zρα τ9ν Α, Β, Γ
µ�γιστ	ν �στι κοιν;ν µ�τρον.

Μ� µετρε*τω δ� b ∆ τ;ν ΓV λ�γω πρ9τον, Dτι ο= Γ, ∆ οUκ εJσι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους.
�πε0 γ?ρ ο= Α, Β, Γ οUκ εJσι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει τις α�τοpς �ριθµ	ς. b δ� τοpς
Α, Β, Γ µετρ9ν κα0 τοpς Α, Β µετρ"σει, κα0 τ; τ9ν Α, Β µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον τ;ν ∆
µετρ"σειV µετρε� δ� κα0 τ;ν ΓV τοpς ∆, Γ Zρα �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σειV ο= ∆, Γ Zρα
οUκ εJσι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους. εJλ"φθω οYν α�τ9ν τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον b Ε. κα0 �πε0
b Ε τ;ν ∆ µετρε�, b δ� ∆ τοpς Α, Β µετρε�, κα0 b Ε Zρα τοpς Α, Β µετρε�V µετρε� δ� κα0 τ;ν
ΓV b Ε Zρα τοpς Α, Β, Γ µετρε�V b Ε Zρα τ9ν Α, Β, Γ κοιν	ν �στι µ�τρον. λ�γω δ", Dτι κα0
µ�γιστον. εJ γ?ρ µ" �στιν b Ε τ9ν Α, Β, Γ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον, µετρ"σει τις τοpς Α,
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Β, Γ �ριθµοpς �ριθµ;ς µε*ζων �ν τοI Ε. µετρε*τω, κα0 1στω b Ζ. κα0 �πε0 b Ζ τοpς Α, Β, Γ
µετρε�, κα0 τοpς Α, Β µετρε�V κα0 τ; τ9ν Α, Β Zρα µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον µετρ"σει. τ; δ�
τ9ν Α, Β µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον �στ0ν b ∆V b Ζ Zρα τ;ν ∆ µετρε�V µετρε� δ� κα0 τ;ν ΓV b
Ζ Zρα τοpς ∆, Γ µετρε�V κα0 τ; τ9ν ∆, Γ Zρα µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον µετρ"σει. τ; δ� τ9ν
∆, Γ µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον �στ0ν b ΕV b Ζ Zρα τ;ν Ε µετρε� b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ
�στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς Α, Β, Γ �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σει µε*ζων �ν τοI ΕV b Ε
Zρα τ9ν Α, Β, Γ µ�γιστ	ν �στι κοιν;ν µ�τρονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .δ́
<Απας �ριθµ;ς παντ;ς �ριθµοI b �λ-σσων τοI µε*ζονος Fτοι µ�ρος �στ0ν P µ�ρη.

RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= Α, ΒΓ, κα0 1στω �λ-σσων b ΒΓV λ�γω, Dτι b ΒΓ τοI Α Fτοι
µ�ρος �στ0ν P µ�ρη.

Ο= Α, ΒΓ γ?ρ Fτοι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν P οU. 1στωσαν πρ	τερον ο= Α, ΒΓ πρ9τοι
πρ;ς �λλ"λους.
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διαιρεθ�ντος δ� τοI ΒΓ εJς τ?ς �ν α�τ97 µον-δας 1σται )κ-στη µον?ς τ9ν �ν τ97 ΒΓ µ�ρος
τι τοI ΑV hστε µ�ρη �στ0ν b ΒΓ τοI Α.

Μ� 1στωσαν δ� ο= Α, ΒΓ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λουςV b δ� ΒΓ τ;ν Α Fτοι µετρε� P ο� µετρε�.
εJ µ�ν οYν b ΒΓ τ;ν Α µετρε�, µ�ρος �στ0ν b ΒΓ τοI Α. εJ δ� οU, εJλ"φθω τ9ν Α, ΒΓ µ�γιστον
κοιν;ν µ�τρον b ∆, κα0 διη@ρ"σθω b ΒΓ εJς τοpς τ97 ∆ %σους τοpς ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ. κα0 �πε0 b ∆
τ;ν Α µετρε�, µ�ρος �στ0ν b ∆ τοI ΑV %σος δ� b ∆ )κ-στω7 τ9ν ΒΕ, ΕΖ, ΖΓV κα0 iκαστος
Zρα τ9ν ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ τοI Α µ�ρος �στ*νV hστε µ�ρη �στ0ν b ΒΓ τοI Α.

<Απας Zρα �ριθµ;ς παντ;ς �ριθµοI b �λ-σσων τοI µε*ζονος Fτοι µ�ρος �στ0ν P µ�ρηV Dπερ
1δει δε�$αι.

Ζ́ .έ
+Ε?ν �ριθµ	ς �ριθµοI µ�ρος k@, κα0 iτερος )τ�ρου τ; α�τ; µ�ρος k@, κα0 συναµφ	τερος συναµ-
φοτ�ρου τ; α�τ; µ�ρος 1σται, Dπερ b εtς τοI )ν	ς.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α [�ριθµοI] τοI ΒΓ
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µ�ρος 1στω, κα0 iτερος b ∆ )τ�ρου τοI ΕΖ τ; α�τ; µ�ρος, Dπερ b Α τοI ΒΓV λ�γω, Dτι
κα0 συναµφ	τερος b Α, ∆ συναµφοτ�ρου τοI ΒΓ, ΕΖ τ; α�τ; µ�ρος �στ*ν, Dπερ b Α τοI
ΒΓ.

+Επε0 γ-ρ, / µ�ρος �στ0ν b Α τοI ΒΓ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ∆ τοI ΕΖ, Dσοι Zρα εJσ0ν
�ν τ97 ΒΓ �ριθµο0 %σοι τ97 Α, τοσοIτο* εJσι κα0 �ν τ97 ΕΖ �ριθµο0 %σοι τ97 ∆. διη@ρ"σθω b µ�ν
ΒΓ εJς τοpς τ97 Α %σους τοpς ΒΗ, ΗΓ, b δ� ΕΖ εJς τοpς τ97 ∆ %σους τοpς ΕΘ, ΘΖV 1σται
δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΒΗ, ΗΓ τ97 πλ"θει τ9ν ΕΘ, ΘΖ. κα0 �πε0 %σος �στ0ν b µ�ν ΒΗ τ97
Α, b δ� ΕΘ τ97 ∆, κα0 ο= ΒΗ, ΕΘ Zρα το�ς Α, ∆ %σοι. δι? τ? α�τ? δ� κα0 ο= ΗΓ, ΘΖ το�ς
Α, ∆. Dσοι Zρα [εJσ0ν] �ν τ97 ΒΓ �ριθµο0 %σοι τ97 Α, τοσοIτο* εJσι κα0 �ν το�ς ΒΓ, ΕΖ %σοι
το�ς Α, ∆. bσαπλασ*ων Zρα �στ0ν b ΒΓ τοI Α, τοσαυταπλασ*ων �στ0 κα0 συναµφ	τερος b
ΒΓ, ΕΖ συναµφοτ�ρου τοI Α, ∆. / Zρα µ�ρος �στ0ν b Α τοI ΒΓ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0
συναµφ	τερος b Α, ∆ συναµφοτ�ρου τοI ΒΓ, ΕΖV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .3́

+Ε?ν �ριθµ;ς �ριθµοI µ�ρη k@, κα0 iτερος )τ�ρου τ? α�τ? µ�ρη k@, κα0 συναµφ	τερος συναµ-
φοτ�ρου τ? α�τ? µ�ρη 1σται, Dπερ b εtς τοI )ν	ς.

+Αριθµ;ς γ?ρ b ΑΒ �ριθµοI τοI Γ µ�ρη 1στω, κα0 iτερος b ∆Ε )τ�ρου τοI Ζ τ? α�τ?
µ�ρη, rπερ b ΑΒ τοI ΓV λ�γω, Dτι κα0 συναµφ	τερος b ΑΒ, ∆Ε συναµφοτ�ρου τοI Γ, Ζ τ?
α�τ? µ�ρη �στ*ν, rπερ b ΑΒ τοI Γ.

+Επε0 γ-ρ, _ µ�ρη �στ0ν b ΑΒ τοI Γ, τ? α�τ? µ�ρη κα0 b ∆Ε τοI Ζ, Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97
ΑΒ µ�ρη τοI Γ, τοσαIτ- �στι κα0 �ν τ97 ∆Ε µ�ρη τοI Ζ. διη@ρ"σθω b µ�ν ΑΒ εJς τ? τοI Γ
µ�ρη τ? ΑΗ, ΗΒ, b δ� ∆Ε εJς τ? τοI
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Ζ µ�ρη τ? ∆Θ, ΘΕV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 πλ"θει τ9ν ∆Θ, ΘΕ. κα0
�πε*, / µ�ρος �στ0ν b ΑΗ τοI Γ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ∆Θ τοI Ζ, / Zρα µ�ρος �στ0ν b
ΑΗ τοI Γ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 συναµφ	τερος b ΑΗ, ∆Θ συναµφοτ�ρου τοI Γ, Ζ. δι?
τ? α�τ? δ� κα0 / µ�ρος �στ0ν b ΗΒ τοI Γ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 συναµφ	τερος b ΗΒ, ΘΕ
συναµφοτ�ρου τοI Γ, Ζ. _ Zρα µ�ρη �στ0ν b ΑΒ τοI Γ, τ? α�τ? µ�ρη �στ0 κα0 συναµφ	τερος
b ΑΒ, ∆Ε συναµφοτ�ρου τοI Γ, ΖV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ζ́
+Ε?ν �ριθµ;ς �ριθµοI µ�ρος k@, Dπερ �φαιρεθε0ς �φαιρεθ�ντος, κα0 b λοιπ;ς τοI λοιποI τ;
α�τ; µ�ρος 1σται, Dπερ b Dλος τοI Dλου.

+Αριθµ;ς γ?ρ b ΑΒ �ριθµοI τοI Γ∆ µ�ρος 1στω, Dπερ �φαιρεθε0ς b ΑΕ �φαιρεθ�ντος τοI
ΓΖV λ�γω, Dτι κα0 λοιπ;ς b ΕΒ λοιποI τοI Ζ∆ τ; α�τ; µ�ρος �στ*ν, Dπερ Dλος b ΑΒ Dλου
τοI Γ∆.

�Ο γ?ρ µ�ρος �στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ, τ; α�τ; µ�ρος 1στω κα0 b ΕΒ τοI ΓΗ. κα0 �πε*, / µ�ρος
�στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΕΒ τοI ΓΗ, / Zρα µ�ρος
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�στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΑΒ τοI ΗΖ. / δ� µ�ρος �στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ,
τ; α�τ; µ�ρος Eπ	κειται κα0 b ΑΒ τοI Γ∆V / Zρα µ�ρος �στ0 κα0 b ΑΒ τοI ΗΖ, τ; α�τ;
µ�ρος �στ0 κα0 τοI Γ∆V %σος Zρα �στ0ν b ΗΖ τ97 Γ∆. κοιν;ς �φη@ρ"σθω b ΓΖV λοιπ;ς Zρα b
ΗΓ λοιπ97 τ97 Ζ∆ �στιν %σος. κα0 �πε*, / µ�ρος �στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ, τ; α�τ; µ�ρος [�στ0] κα0
b ΕΒ τοI ΗΓ, %σος δ� b ΗΓ τ97 Ζ∆, / Zρα µ�ρος �στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0
κα0 b ΕΒ τοI Ζ∆. �λλ? / µ�ρος �στ0ν b ΑΕ τοI ΓΖ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΑΒ τοI Γ∆V
κα0 λοιπ;ς Zρα b ΕΒ λοιποI τοI Ζ∆ τ; α�τ; µ�ρος �στ*ν, Dπερ Dλος b ΑΒ Dλου τοI Γ∆V
Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ζ́ .ή
+Ε?ν �ριθµ;ς �ριθµοI µ�ρη k@, rπερ �φαιρεθε0ς �φαιρεθ�ντος, κα0 b λοιπ;ς τοI λοιποI τ? α�τ?
µ�ρη 1σται, rπερ b Dλος τοI Dλου.

+Αριθµ;ς γ?ρ b ΑΒ �ριθµοI τοI Γ∆ µ�ρη 1στω, rπερ �φαιρεθε0ς b ΑΕ �φαιρεθ�ντος τοI
ΓΖV λ�γω, Dτι κα0 λοιπ;ς b ΕΒ λοιποI τοI Ζ∆ τ? α�τ? µ�ρη �στ*ν, rπερ Dλος b ΑΒ Dλου
τοI Γ∆.

Κε*σθω γ?ρ τ97 ΑΒ %σος b ΗΘ. _ Zρα µ�ρη �στ0ν b ΗΘ τοI Γ∆, τ? α�τ? µ�ρη �στ0 κα0 b
ΑΕ τοI ΓΖ.
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διη@ρ"σθω b µ�ν ΗΘ εJς τ? τοI Γ∆ µ�ρη τ? ΗΚ, ΚΘ, b δ� ΑΕ εJς τ? τοI ΓΖ µ�ρη τ? ΑΛ,
ΛΕV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΗΚ, ΚΘ τ97 πλ"θει τ9ν ΑΛ, ΛΕ. κα0 �πε*, / µ�ρος �στ0ν b
ΗΚ τοI Γ∆, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΑΛ τοI ΓΖ, µε*ζων δ� b Γ∆ τοI ΓΖ, µε*ζων Zρα κα0
b ΗΚ τοI ΑΛ. κε*σθω τ97 ΑΛ %σος b ΗΜ. / Zρα µ�ρος �στ0ν b ΗΚ τοI Γ∆, τ; α�τ; µ�ρος
�στ0 κα0 b ΗΜ τοI ΓΖV κα0 λοιπ;ς Zρα b ΜΚ λοιποI τοI Ζ∆ τ; α�τ; µ�ρος �στ*ν, Dπερ
Dλος b ΗΚ Dλου τοI Γ∆. π-λιν �πε*, / µ�ρος �στ0ν b ΚΘ τοI Γ∆, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0
b ΕΛ τοI ΓΖ, µε*ζων δ� b Γ∆ τοI ΓΖ, µε*ζων Zρα κα0 b ΘΚ τοI ΕΛ. κε*σθω τ97 ΕΛ %σος
b ΚΝ. / Zρα µ�ρος �στ0ν b ΚΘ τοI Γ∆, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΚΝ τοI ΓΖV κα0 λοιπ;ς
Zρα b ΝΘ λοιποI τοI Ζ∆ τ; α�τ; µ�ρος �στ*ν, Dπερ Dλος b ΚΘ Dλου τοI Γ∆. �δε*χθη δ�
κα0 λοιπ;ς b ΜΚ λοιποI τοI Ζ∆ τ; α�τ; µ�ρος ~ν, Dπερ Dλος b ΗΚ Dλου τοI Γ∆V κα0
συναµφ	τερος Zρα b ΜΚ, ΝΘ τοI ∆Ζ τ? α�τ? µ�ρη �στ*ν, rπερ Dλος b ΘΗ Dλου τοI Γ∆.
%σος δ� συναµφ	τερος µ�ν b ΜΚ, ΝΘ τ97 ΕΒ, b δ� ΘΗ τ97 ΒΑV κα0 λοιπ;ς Zρα b ΕΒ λοιποI
τοI Ζ∆ τ? α�τ? µ�ρη �στ*ν, rπερ Dλος b ΑΒ Dλου τοI Γ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .θ́
+Ε?ν �ριθµ;ς �ριθµοI µ�ρος k@, κα0 iτερος )τ�ρου τ; α�τ; µ�ρος k@, κα0 �ναλλ-$, / µ�ρος
�στ0ν P µ�ρη b πρ9τος τοI τρ*του, τ; α�τ; µ�ρος 1σται P τ? α�τ? µ�ρη κα0 b δε8τερος τοI
τετ-ρτου.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α �ριθµοI τοI ΒΓ µ�ρος 1στω, κα0 iτερος b ∆ )τ�ρου τοI ΕΖ τ; α�τ;
µ�ρος, Dπερ b Α τοI ΒΓV λ�γω, Dτι κα0 �ναλλ-$, / µ�ρος �στ0ν b Α τοI ∆ P µ�ρη, τ; α�τ;
µ�ρος �στ0 κα0 b ΒΓ τοI ΕΖ P µ�ρη.

+Επε0 γ?ρ / µ�ρος �στ0ν b Α τοI ΒΓ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0
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κα0 b ∆ τοI ΕΖ, Dσοι Zρα εJσ0ν �ν τ97 ΒΓ �ριθµο0 %σοι τ97 Α, τοσοIτο* εJσι κα0 �ν τ97 ΕΖ
%σοι τ97 ∆. διη@ρ"σθω b µ�ν ΒΓ εJς τοpς τ97 Α %σους τοpς ΒΗ, ΗΓ, b δ� ΕΖ εJς τοpς τ97 ∆
%σους τοpς ΕΘ, ΘΖV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΒΗ, ΗΓ τ97 πλ"θει τ9ν ΕΘ, ΘΖ.

Κα0 �πε0 %σοι εJσ0ν ο= ΒΗ, ΗΓ �ριθµο0 �λλ"λοις, εJσ0 δ� κα0 ο= ΕΘ, ΘΖ �ριθµο0 %σοι
�λλ"λοις, κα* �στιν %σον τ; πλ�θος τ9ν ΒΗ, ΗΓ τ97 πλ"θει τ9ν ΕΘ, ΘΖ, / Zρα µ�ρος �στ0ν b
ΒΗ τοI ΕΘ P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΗΓ τοI ΘΖ P τ? α�τ? µ�ρηV hστε κα0 / µ�ρος
�στ0ν b ΒΗ τοI ΕΘ P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 συναµφ	τερος b ΒΓ συναµφοτ�ρου τοI
ΕΖ P τ? α�τ? µ�ρη. %σος δ� b µ�ν ΒΗ τ97 Α, b δ� ΕΘ τ97 ∆V / Zρα µ�ρος �στ0ν b Α τοI ∆ P
µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΒΓ τοI ΕΖ P τ? α�τ? µ�ρηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ί
+Ε?ν �ριθµ;ς �ριθµοI µ�ρη k@, κα0 iτερος )τ�ρου τ? α�τ? µ�ρη k@, κα0 �ναλλ-$, _ µ�ρη �στ0ν
b πρ9τος τοI τρ*του P µ�ρος, τ? α�τ? µ�ρη 1σται κα0 b δε8τερος τοI τετ-ρτου P τ; α�τ;
µ�ρος.

+Αριθµ;ς γ?ρ b ΑΒ �ριθµοI τοI Γ µ�ρη 1στω, κα0 iτερος b ∆Ε )τ�ρου τοI Ζ τ? α�τ?
µ�ρηV λ�γω, Dτι κα0 �ναλλ-$, _ µ�ρη �στ0ν b ΑΒ τοI ∆Ε P µ�ρος, τ? α�τ? µ�ρη �στ0 κα0 b
Γ τοI Ζ P τ; α�τ; µ�ρος.
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+Επε0 γ-ρ, _ µ�ρη �στ0ν b ΑΒ τοI Γ, τ? α�τ? µ�ρη �στ0 κα0 b ∆Ε τοI Ζ, Dσα Zρα �στ0ν
�ν τ97 ΑΒ µ�ρη τοI Γ, τοσαIτα κα0 �ν τ97 ∆Ε µ�ρη τοI Ζ. διη@ρ"σθω b µ�ν ΑΒ εJς τ? τοI Γ
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µ�ρη τ? ΑΗ, ΗΒ, b δ� ∆Ε εJς τ? τοI Ζ µ�ρη τ? ∆Θ, ΘΕV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΑΗ,
ΗΒ τ97 πλ"θει τ9ν ∆Θ, ΘΕ. κα0 �πε*, / µ�ρος �στ0ν b ΑΗ τοI Γ, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0
b ∆Θ τοI Ζ, κα0 �ναλλ-$, / µ�ρος �στ0ν b ΑΗ τοI ∆Θ P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b
Γ τοI Ζ P τ? α�τ? µ�ρη. δι? τ? α�τ? δ� κα*, / µ�ρος �στ0ν b ΗΒ τοI ΘΕ P µ�ρη, τ; α�τ;
µ�ρος �στ0 κα0 b Γ τοI Ζ P τ? α�τ? µ�ρηV hστε κα* [/ µ�ρος �στ0ν b ΑΗ τοI ∆Θ P µ�ρη, τ;
α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΗΒ τοI ΘΕ P τ? α�τ? µ�ρηV κα0 / Zρα µ�ρος �στ0ν b ΑΗ τοI ∆Θ P
µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΑΒ τοI ∆Ε P τ? α�τ? µ�ρηV �λλ( / µ�ρος �στ0ν b ΑΗ τοI
∆Θ P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �δε*χθη κα0 b Γ τοI Ζ P τ? α�τ? µ�ρη, κα0] _ [Zρα] µ�ρη �στ0ν b
ΑΒ τοI ∆Ε P µ�ρος, τ? α�τ? µ�ρη �στ0 κα0 b Γ τοI Ζ P τ; α�τ; µ�ροςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιά
+Ε?ν k@ jς Dλος πρ;ς Dλον, οwτως �φαιρεθε0ς πρ;ς �φαιρεθ�ντα, κα0 b λοιπ;ς πρ;ς τ;ν λοιπ;ν
1σται, jς Dλος πρ;ς Dλον.

RΕστω jς Dλος b ΑΒ πρ;ς Dλον τ;ν Γ∆, οwτως �φαιρεθε0ς b ΑΕ πρ;ς �φαιρεθ�ντα τ;ν
ΓΖV λ�γω, Dτι κα0 λοιπ;ς b ΕΒ πρ;ς λοιπ;ν τ;ν Ζ∆ �στιν, jς Dλος b ΑΒ πρ;ς Dλον τ;ν Γ∆.
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+Επε* �στιν jς b ΑΒ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως b ΑΕ πρ;ς τ;ν ΓΖ, / Zρα µ�ρος �στ0ν b ΑΒ
τοI Γ∆ P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b ΑΕ τοI ΓΖ P τ? α�τ? µ�ρη. κα0 λοιπ;ς Zρα b ΕΒ
λοιποI τοI Ζ∆ τ; α�τ; µ�ρος �στ0ν P µ�ρη, rπερ b ΑΒ τοI Γ∆. 1στιν Zρα jς b ΕΒ πρ;ς
τ;ν Ζ∆, οwτως b ΑΒ πρ;ς τ;ν Γ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιβ́
+Ε?ν >σιν bποσοιοIν �ριθµο0 �ν-λογον, 1σται jς εtς τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς iνα τ9ν )ποµ�νων,
οwτως rπαντες ο= 6γο8µενοι πρ;ς rπαντας τοpς )ποµ�νους.

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0 �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ
πρ;ς τ;ν ∆V λ�γω, Dτι �στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως ο= Α, Γ πρ;ς τοpς Β, ∆.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆, / Zρα µ�ρος �στ0ν b Α τοI Β
P µ�ρη,
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τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b Γ τοI ∆ P µ�ρη. κα0 συναµφ	τερος Zρα b Α, Γ συναµφοτ�ρου
τοI Β, ∆ τ; α�τ; µ�ρος �στ0ν P τ? α�τ? µ�ρη, rπερ b Α τοI Β. 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν
Β, οwτως ο= Α, Γ πρ;ς τοpς Β, ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιγ́
+Ε?ν τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογον >σιν, κα0 �ναλλ?$ �ν-λογον 1σονται.

RΕστωσαν τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ πρ;ς
τ;ν ∆V λ�γω, Dτι κα0 �ναλλ?$ �ν-λογον 1σονται, jς b Α πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b Β πρ;ς τ;ν
∆.
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+Επε0 γ-ρ �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆, / Zρα µ�ρος �στ0ν b Α τοI
Β P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b Γ τοI ∆ P τ? α�τ? µ�ρη. �ναλλ?$ Zρα, / µ�ρος �στ0ν b
Α τοI Γ P µ�ρη, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b Β τοI ∆ P τ? α�τ? µ�ρη. 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς
τ;ν Γ, οwτως b Β πρ;ς τ;ν ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ζ́ .ιδ́
+Ε?ν >σιν bποσοιοIν �ριθµο0 κα0 Zλλοι α�το�ς %σοι τ; πλ�θος σ8νδυο λαµβαν	µενοι κα0 �ν
τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0 δ* %σου �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 1σονται.

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0 ο= Α, Β, Γ κα0 Zλλοι α�το�ς %σοι τ; πλ�θος σ8νδυο λαµ-
βαν	µενοι �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 ο= ∆, Ε, Ζ, jς µ�ν b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

τ;ν Ε, jς δ� b Β πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν ΖV λ�γω, Dτι κα0 δ* %σου �στ0ν jς b Α
πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς b Α
πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Β πρ;ς τ;ν Ε. π-λιν, �πε* �στιν jς b Β πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b Ε πρ;ς
τ;ν Ζ, �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς b Β πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν Ζ. jς δ� b Β πρ;ς τ;ν Ε,
οwτως b Α πρ;ς τ;ν ∆V κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ΖV �ναλλ?$ Zρα
�στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΖV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιέ
+Ε?ν µον?ς �ριθµ	ν τινα µετρ�@, Jσ-κις δ� iτερος �ριθµ;ς Zλλον τιν? �ριθµ;ν µετρ�@, κα0
�ναλλ?$ Jσ-κις 6 µον?ς τ;ν τρ*τον �ριθµ;ν µετρ"σει κα0 b δε8τερος τ;ν τ�ταρτον.

Μον?ς γ?ρ 6 Α �ριθµ	ν τινα τ;ν ΒΓ µετρε*τω, Jσ-κις δ� iτερος �ριθµ;ς b ∆ Zλλον τιν?
�ριθµ;ν τ;ν ΕΖ µετρε*τωV λ�γω, Dτι κα0 �ναλλ?$ Jσ-κις 6 Α µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ;ν µετρε� κα0
b ΒΓ τ;ν ΕΖ.

� �

� �

� �

� �

Α Β Γ

∆

Ε Ζ

Η Θ

Κ Λ

+Επε0 γ?ρ Jσ-κις 6 Α µον?ς τ;ν ΒΓ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b ∆ τ;ν ΕΖ, Dσαι Zρα εJσ0ν �ν τ97
ΒΓ µον-δες, τοσοIτο* εJσι κα0 �ν τ97 ΕΖ �ριθµο0 %σοι τ97 ∆. διη@ρ"σθω b µ�ν ΒΓ εJς τ?ς �ν
)αυτ97 µον-δας τ?ς ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ, b δ� ΕΖ εJς τοpς τ97 ∆ %σους τοpς ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ. 1σται
δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ τ97 πλ"θει τ9ν ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ. κα0 �πε0 %σαι εJσ0ν α= ΒΗ,
ΗΘ, ΘΓ µον-δες �λλ"λαις, εJσ0 δ� κα0 ο= ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ �ριθµο0 %σοι �λλ"λοις, κα* �στιν %σον
τ; πλ�θος τ9ν ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ µον-δων τ97 πλ"θει τ9ν ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ �ριθµ9ν, 1σται Zρα jς 6
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ΒΗ µον?ς πρ;ς τ;ν ΕΚ �ριθµ	ν, οwτως 6 ΗΘ µον?ς πρ;ς τ;ν ΚΛ �ριθµ;ν κα0 6 ΘΓ µον?ς
πρ;ς τ;ν ΛΖ �ριθµ	ν. 1σται Zρα κα0 jς εtς τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς iνα τ9ν )ποµ�νων, οwτως
rπαντες ο= 6γο8µενοι πρ;ς rπαντας τοpς )ποµ�νουςV 1στιν Zρα jς 6 ΒΗ µον?ς πρ;ς τ;ν ΕΚ
�ριθµ	ν, οwτως b ΒΓ πρ;ς τ;ν ΕΖ. %ση δ� 6 ΒΗ µον?ς τ�@ Α µον-δι, b δ� ΕΚ �ριθµ;ς τ97 ∆
�ριθµ97. 1στιν Zρα jς 6 Α µον?ς πρ;ς τ;ν ∆ �ριθµ	ν, οwτως b ΒΓ πρ;ς τ;ν ΕΖ. Jσ-κις Zρα
6 Α µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b ΒΓ τ;ν ΕΖV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ι3́

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σ* τινας, ο= γεν	µενοι �$ α�τ9ν %σοι
�λλ"λοις 1σονται.

Α

Β

Γ

∆

Ε

RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 b µ�ν Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τω, b δ�
Β τ;ν Α πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τωV λ�γω, Dτι %σος �στ0ν b Γ τ97 ∆.

+Επε0 γ?ρ b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, b Β Zρα τ;ν Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν
τ97 Α µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 Ε µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV Jσ-κις
Zρα 6 Ε µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Β τ;ν Γ. �ναλλ?$ Zρα Jσ-κις 6 Ε µον?ς τ;ν Β
�ριθµ;ν µετρε� κα0 b Α τ;ν Γ. π-λιν, �πε0 b Β τ;ν Α πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, b
Α Zρα τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Β µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 Ε µον?ς τ;ν Β κατ? τ?ς
�ν α�τ97 µον-δαςV Jσ-κις Zρα 6 Ε µον?ς τ;ν Β �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Α τ;ν ∆. Jσ-κις δ� 6 Ε
µον?ς τ;ν Β �ριθµ;ν �µ�τρει κα0 b Α τ;ν ΓV Jσ-κις Zρα b Α )κ-τερον τ9ν Γ, ∆ µετρε�. %σος
Zρα �στ0ν b Γ τ97 ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιζ́

+Ε?ν �ριθµ;ς δ8ο �ριθµοpς πολλαπλασι-σας ποι�@ τινας, ο= γεν	µενοι �$ α�τ9ν τ;ν α�τ;ν
i$ουσι λ	γον το�ς πολλαπλασιασθε�σιν.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α δ8ο �ριθµοpς τοpς Β, Γ πολλαπλασι-σας τοpς ∆, Ε ποιε*τωV λ�γω, Dτι
�στ0ν jς b Β πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε.
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+Επε0 γ?ρ b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, b Β Zρα τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ?ς
�ν τ97 Α µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 Ζ µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV Jσ-κις
Zρα 6 Ζ µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Β τ;ν ∆. 1στιν Zρα jς 6 Ζ µον?ς πρ;ς τ;ν Α
�ριθµ	ν, οwτως b Β πρ;ς τ;ν ∆. δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς 6 Ζ µον?ς πρ;ς τ;ν Α �ριθµ	ν, οwτως
b Γ πρ;ς τ;ν ΕV κα0 jς Zρα b Β πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν Ε. �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς
b Β πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΕV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιή
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 �ριθµ	ν τινα πολλαπλασι-σαντες ποι9σ* τινας, ο= γεν	µενοι �$ α�τ9ν τ;ν
α�τ;ν i$ουσι λ	γον το�ς πολλαπλασι-σασιν.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β �ριθµ	ν τινα τ;ν Γ πολλαπλασι-σαντες τοpς ∆, Ε ποιε*τωσανV
λ�γω, Dτι �στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε.

+Επε0 γ?ρ b Α τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, κα0 b Γ Zρα τ;ν Α πολλαπλασι-σας
τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Γ τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*η

Α

Β

Γ

∆

Ε

κεν. �ριθµ;ς δ� b Γ δ8ο �ριθµοpς τοpς Α, Β πολλαπλασι-σας τοpς ∆, Ε πεπο*ηκεν. 1στιν
Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΕV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .ιθ́
+Ε?ν τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογον >σιν, b �κ πρSτου κα0 τετ-ρτου γεν	µενος �ριθµ;ς %σος
1σται τ97 �κ δευτ�ρου κα0 τρ*του γενοµ�νω7 �ριθµ97V κα0 �?ν b �κ πρSτου κα0 τετ-ρτου
γεν	µενος �ριθµ;ς %σος k@ τ97 �κ δευτ�ρου κα0 τρ*του, ο= τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογον 1σονται.

RΕστωσαν τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογον
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Α Β Γ ∆

Ε Ζ

Η

ο= Α, Β, Γ, ∆, jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆, κα0 b µ�ν Α τ;ν ∆ πολ-
λαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τω, b δ� Β τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Ζ ποιε*τωV λ�γω, Dτι %σος
�στ0ν b Ε τ97 Ζ.

MΟ γ?ρ Α τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Η ποιε*τω. �πε0 οYν b Α τ;ν Γ πολλαπλασι-σας
τ;ν Η πεπο*ηκεν, τ;ν δ� ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*ηκεν, �ριθµ;ς δ� b Α δ8ο �ριθµοpς
τοpς Γ, ∆ πολλαπλασι-σας τοpς Η, Ε πεπο*ηκεν. 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Η
πρ;ς τ;ν Ε. �λλ( jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Β,
οwτως b Η πρ;ς τ;ν Ε. π-λιν, �πε0 b Α τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Η πεπο*ηκεν, �λλ? µ�ν
κα0 b Β τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Ζ πεπο*ηκεν, δ8ο δ� �ριθµο0 ο= Α, Β �ριθµ	ν τινα τ;ν Γ
πολλαπλασι-σαντες τοpς Η, Ζ πεποι"κασιν. 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Η πρ;ς
τ;ν Ζ. �λλ? µ�ν κα0 jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Η πρ;ς τ;ν ΕV κα0 jς Zρα b Η πρ;ς τ;ν
Ε, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Ζ. b Η Zρα πρ;ς )κ-τερον τ9ν Ε, Ζ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV %σος Zρα
�στ0ν b Ε τ97 Ζ.

RΕστω δ� π-λιν %σος b Ε τ97 ΖV λ�γω, Dτι �στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν
∆.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε0 %σος �στ0ν b Ε τ97 Ζ, 1στιν Zρα jς b Η πρ;ς τ;ν
Ε, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Ζ. �λλ( jς µ�ν b Η πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆, jς δ� b Η
πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Β. κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆V Dπερ
1δει δε�$αι.

Ζ́ .κ́
Ο= �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον
1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα.

RΕστωσαν γ?ρ �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν
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λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Β ο= Γ∆, ΕΖV λ�γω, Dτι Jσ-κις b Γ∆ τ;ν Α µετρε� κα0 b ΕΖ τ;ν
Β.

MΟ Γ∆ γ?ρ τοI Α οUκ �στι µ�ρη. εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στωV κα0 b ΕΖ Zρα τοI Β τ? α�τ? µ�ρη
�στ*ν, rπερ b Γ∆ τοI Α. Dσα Zρα �στ0ν �ν τ97 Γ∆ µ�ρη τοI Α, τοσαIτ- �στι κα0 �ν τ97 ΕΖ
µ�ρη τοI Β. διη@ρ"σθω b µ�ν Γ∆ εJς τ? τοI Α µ�ρη τ? ΓΗ, Η∆, b δ� ΕΖ εJς τ? τοI Β µ�ρη
τ? ΕΘ, ΘΖV 1σται δ� %σον τ; πλ�θος τ9ν ΓΗ, Η∆ τ97 πλ"θει τ9ν ΕΘ, ΘΖ. κα0 �πε0 %σοι εJσ0ν
ο= ΓΗ, Η∆ �ριθµο0 �λλ"λοις, εJσ0 δ� κα0 ο= ΕΘ, ΘΖ �ριθµο0 %σοι �λλ"λοις, κα* �στιν %σον τ;
πλ�θος τ9ν ΓΗ, Η∆ τ97 πλ"θει τ9ν ΕΘ, ΘΖ, 1στιν Zρα jς b ΓΗ πρ;ς τ;ν ΕΘ, οwτως b Η∆
πρ;ς τ;ν ΘΖ. 1σται Zρα κα0 jς εtς τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς iνα τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντες
ο= 6γο8µενοι πρ;ς rπαντας τοpς )ποµ�νους. 1στιν Zρα jς b ΓΗ πρ;ς τ;ν ΕΘ, οwτως b Γ∆
πρ;ς τ;ν ΕΖV ο= ΓΗ, ΕΘ Zρα το�ς Γ∆, ΕΖ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0ν �λ-σσονες mντες α�τ9νV
Dπερ �στ0ν �δ8νατονV Eπ	κεινται γ?ρ ο= Γ∆, ΕΖ �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων
α�το�ς. ο�κ Zρα µ�ρη �στ0ν b Γ∆ τοI ΑV µ�ρος Zρα. κα0 b ΕΖ τοI Β τ; α�τ; µ�ρος �στ*ν,
Dπερ b Γ∆ τοI ΑV Jσ-κις Zρα b Γ∆ τ;ν Α µετρε� κα0 b ΕΖ τ;ν ΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κά

Ο= πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους �ριθµο0 �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς.
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Α

Β
Γ
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RΕστωσαν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους �ριθµο0 ο= Α, ΒV λ�γω, Dτι ο= Α, Β �λ-χιστο* εJσι τ9ν
τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς.

ΕJ γ?ρ µ", 1σοντα* τινες τ9ν Α, Β �λ-σσονες �ριθµο0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 mντες το�ς Α, Β.
1στωσαν ο= Γ, ∆.

+Επε0 οYν ο= �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων [2α�το�ς]2 µετροIσι τοpς τ;ν
α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-ττων τ;ν �λ-ττονα, τουτ�στιν
D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενον, Jσ-κις Zρα b Γ τ;ν Α µετρε�
κα0 b ∆ τ;ν Β. bσ-κις δ� b Γ τ;ν Α µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Ε. κα0 b ∆
Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ε µον-δας. κα0 �πε0 b Γ τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ε
µον-δας, κα0 b Ε Zρα τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Γ µον-δας. δι? τ? α�τ? δ� b Ε κα0 τ;ν Β
µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δας. b Ε Zρα τοpς Α, Β µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV
Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 1σοντα* τινες τ9ν Α, Β �λ-σσονες �ριθµο0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7
mντες το�ς Α, Β. ο= Α, Β Zρα �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ςV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Ζ́ .κβ́

Ο= �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.
RΕστωσαν �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς ο= Α, ΒV λ�γω, Dτι ο=

Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.
ΕJ γ?ρ µ" εJσι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους,
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µετρ"σει τις α�τοpς �ριθµ	ς. µετρε*τω, κα0 1στω b Γ. κα0 bσ-κις µ�ν b Γ τ;ν Α µετρε�,
τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ∆, bσ-κις δ� b Γ τ;ν Β µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν
�ν τ97 Ε.

+Επε0 b Γ τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δας, b Γ Zρα τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α
πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Γ τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. �ριθµ;ς δ� b Γ
δ8ο �ριθµοpς τοpς ∆, Ε πολλαπλασι-σας τοpς Α, Β πεπο*ηκενV 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν
Ε, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV ο= ∆, Ε Zρα το�ς Α, Β �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0ν �λ-σσονες mντες
α�τ9νV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς Α, Β �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σει. ο= Α, Β Zρα
πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κγ́

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, b τ;ν iνα α�τ9ν µετρ9ν �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν
λοιπ;ν πρ9τος 1σται.
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RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= Α, Β, τ;ν δ� Α µετρε*τω τις �ριθµ;ς b
ΓV λ�γω, Dτι κα0 ο= Γ, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

ΕJ γ?ρ µ" εJσιν ο= Γ, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει [τις] τοpς Γ, Β �ριθµ	ς. µετρε*τω,
κα0 1στω b ∆. �πε0 b ∆ τ;ν Γ µετρε�, b δ� Γ τ;ν Α µετρε�, κα0 b ∆ Zρα τ;ν Α µετρε�. µετρε�
δ� κα0 τ;ν ΒV b ∆ Zρα τοpς Α, Β µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον.
ο�κ Zρα τοpς Γ, Β �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σει. ο= Γ, Β Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κδ́

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ	ς τινα �ριθµ;ν πρ9τοι >σιν, κα0 b �$ α�τ9ν γεν	µενος πρ;ς τ;ν α�τ;ν
πρ9τος 1σται.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β πρ	ς τινα



194 BIBΛION. Z′

Α
Β

Γ
∆

Ε
Ζ

�ριθµ;ν τ;ν Γ πρ9τοι 1στωσαν, κα0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τωV λ�γω, Dτι
ο= Γ, ∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

ΕJ γ?ρ µ" εJσιν ο= Γ, ∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει [τις] τοpς Γ, ∆ �ριθµ	ς. µετρε*τω,
κα0 1στω b Ε. κα0 �πε0 ο= Γ, Α πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, τ;ν δ� Γ µετρε� τις �ριθµ;ς
b Ε, ο= Α, Ε Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. bσ-κις δ� b Ε τ;ν ∆ µετρε�, τοσαIται
µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ΖV κα0 b Ζ Zρα τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ε µον-δας. b Ε Zρα
τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν ∆
πεπο*ηκενV %σος Zρα �στ0ν b �κ τ9ν Ε, Ζ τ97 �κ τ9ν Α, Β. �?ν δ� b Eπ; τ9ν Zκρων %σος k@ τ97
Eπ; τ9ν µ�σων, ο= τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογ	ν εJσινV 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Α, οwτως
b Β πρ;ς τ;ν Ζ. ο= δ� Α, Ε πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν
τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων
τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα, τουτ�στιν D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b
)π	µενος τ;ν )π	µενονV b Ε Zρα τ;ν Β µετρε�. µετρε� δ� κα0 τ;ν ΓV b Ε Zρα τοpς Β, Γ µετρε�
πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς Γ, ∆ �ριθµοpς �ριθµ	ς
τις µετρ"σει. ο= Γ, ∆ Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κέ

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, b �κ τοI )ν;ς α�τ9ν γεν	µενος πρ;ς τ;ν
λοιπ;ν πρ9τος 1σται.



προτ-σεις 195

Α
Β

Γ

∆

RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= Α, Β, κα0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας
τ;ν Γ ποιε*τωV λ�γω, Dτι ο= Β, Γ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

Κε*σθω γ?ρ τ97 Α %σος b ∆. �πε0 ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, %σος δ� b Α τ97 ∆,
κα0 ο= ∆, Β Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. )κ-τερος Zρα τ9ν ∆, Α πρ;ς τ;ν Β πρ9τ	ς
�στινV κα0 b �κ τ9ν ∆, Α Zρα γεν	µενος πρ;ς τ;ν Β πρ9τος 1σται. b δ� �κ τ9ν ∆, Α
γεν	µενος �ριθµ	ς �στιν b Γ. ο= Γ, Β Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κ3́
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ;ς δ8ο �ριθµοpς �µφ	τεροι πρ;ς )κ-τερον πρ9τοι >σιν, κα0 ο= �$ α�τ9ν
γεν	µενοι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1σονται.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β πρ;ς δ8ο �ριθµοpς τοpς Γ, ∆ �µφ	τεροι πρ;ς )κ-τερον πρ9τοι
1στωσαν, κα0 b µ�ν Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τω, b δ� Γ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας
τ;ν Ζ ποιε*τωV λ�γω, Dτι ο= Ε, Ζ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

+Επε0 γ?ρ )κ-τερος τ9ν Α, Β πρ;ς τ;ν Γ πρ9τ	ς �στιν, κα0 b �κ τ9ν Α, Β Zρα γεν	µενος
πρ;ς τ;ν Γ πρ9τος 1σται. b δ� �κ τ9ν Α, Β γεν	µεν	ς �στιν b ΕV ο= Ε, Γ Zρα

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 ο= ∆, Ε πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.
)κ-τερος Zρα τ9ν Γ, ∆ πρ;ς τ;ν Ε πρ9τ	ς �στιν. κα0 b �κ τ9ν Γ, ∆ Zρα γεν	µενος πρ;ς τ;ν
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Ε πρ9τος 1σται. b δ� �κ τ9ν Γ, ∆ γεν	µεν	ς �στιν b Ζ. ο= Ε, Ζ Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κζ́
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, κα0 πολλαπλασι-σας )κ-τερος )αυτ;ν ποι�@
τινα, ο= γεν	µενοι �$ α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1σονται, κlν ο= �$ �ρχ�ς τοpς γενοµ�νους
πολλαπλασι-σαντες ποι9σ* τινας, κ�κε�νοι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1σονται [κα0 �ε0 περ0 τοpς
Zκρους τοIτο συµβα*νει].

RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= Α, Β, κα0 b Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας
τ;ν Γ ποιε*τω, τ;ν δ� Γ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τω, b δ� Β )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας
τ;ν Ε ποιε*τω, τ;ν δ� Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Ζ ποιε*τωV λ�γω, Dτι οX τε Γ, Ε κα0 ο= ∆, Ζ
πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

Α Β Γ ∆ Ε
Ζ

+Επε0 γ?ρ ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, κα0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Γ
πεπο*ηκεν, ο= Γ, Β Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. �πε0 οYν ο= Γ, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
εJσ*ν, κα0 b Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*ηκεν, ο= Γ, Ε Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
εJσ*ν. π-λιν, �πε0 ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, κα0 b Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν
Ε πεπο*ηκεν, ο= Α, Ε Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. �πε0 οYν δ8ο �ριθµο0 ο= Α, Γ πρ;ς δ8ο
�ριθµοpς τοpς Β, Ε �µφ	τεροι πρ;ς )κ-τερον πρ9το* εJσιν, κα0 b �κ τ9ν Α, Γ Zρα γεν	µενος
πρ;ς τ;ν �κ τ9ν Β, Ε πρ9τ	ς �στιν. κα* �στιν b µ�ν �κ τ9ν Α, Γ b ∆, b δ� �κ τ9ν Β, Ε b
Ζ. ο= ∆, Ζ Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κή
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, κα0 συναµφ	τερος πρ;ς )κ-τερον α�τ9ν πρ9τος
1σταιV κα0 �?ν συναµφ	τερος πρ;ς iνα τιν? α�τ9ν πρ9τος k@, κα0 ο= �$ �ρχ�ς �ριθµο0 πρ9τοι
πρ;ς �λλ"λους 1σονται.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= ΑΒ, ΒΓV λ�γω, Dτι κα0 συναµφ	τερος
b ΑΓ πρ;ς )κ-τερον τ9ν ΑΒ, ΒΓ πρ9τ	ς �στιν.

ΕJ γ?ρ µ" εJσιν ο= ΓΑ, ΑΒ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει τις τοpς ΓΑ, ΑΒ �ριθµ	ς.
µετρε*τω, κα0 1στω b ∆. �πε0 οYν b ∆ τοpς ΓΑ, ΑΒ µετρε�, κα0 λοιπ;ν Zρα τ;ν ΒΓ µετρ"σει.
µετρε� δ� κα0 τ;ν ΒΑV b ∆ Zρα τοpς ΑΒ, ΒΓ µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ
�στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς ΓΑ, ΑΒ �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σειV ο= ΓΑ, ΑΒ Zρα πρ9τοι
πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0
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� � �
Α Β Γ

∆

ο= ΑΓ, ΓΒ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. b ΓΑ Zρα πρ;ς )κ-τερον τ9ν ΑΒ, ΒΓ πρ9τ	ς
�στιν.

RΕστωσαν δ� π-λιν ο= ΓΑ, ΑΒ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λουςV λ�γω, Dτι κα0 ο= ΑΒ, ΒΓ πρ9τοι
πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

ΕJ γ?ρ µ" εJσιν ο= ΑΒ, ΒΓ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει τις τοpς ΑΒ, ΒΓ �ριθµ	ς.
µετρε*τω, κα0 1στω b ∆. κα0 �πε0 b ∆ )κ-τερον τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετρε�, κα0 Dλον Zρα τ;ν ΓΑ
µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 τ;ν ΑΒV b ∆ Zρα τοpς ΓΑ, ΑΒ µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV
Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς ΑΒ, ΒΓ �ριθµοpς �ριθµ	ς τις µετρ"σει. ο= ΑΒ, ΒΓ Zρα
πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .κθ́
<Απας πρ9τος �ριθµ;ς πρ;ς rπαντα �ριθµ	ν, /ν µ� µετρε�, πρ9τ	ς �στιν.

RΕστω πρ9τος �ριθµ;ς b Α κα0 τ;ν Β µ� µετρε*τωV λ�γω, Dτι ο= Β, Α πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
εJσ*ν.

Α

Β

Γ

εJ γ?ρ µ" εJσιν ο= Β, Α πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, µετρ"σει τις α�τοpς �ριθµ	ς. µετρε*τω b
Γ. �πε0 b Γ τ;ν Β µετρε�, b δ� Α τ;ν Β ο� µετρε�, b Γ Zρα τ97 Α οUκ �στιν b α�τ	ς. κα0 �πε0
b Γ τοpς Β, Α µετρε�, κα0 τ;ν Α Zρα µετρε� πρ9τον mντα µ� �ν α�τ97 b α�τ	ςV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα τοpς Β, Α µετρ"σει τις �ριθµ	ς. ο= Α, Β Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λ́
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σ* τινα, τ;ν δ� γεν	µενον �$ α�τ9ν µετρ�@
τις πρ9τος �ριθµ	ς, κα0 iνα τ9ν �$ �ρχ�ς µετρ"σει.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β πολλαπλασι-σαντες
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Α

Β

Γ

∆

Ε

�λλ"λους τ;ν Γ ποιε*τωσαν, τ;ν δ� Γ µετρε*τω τις πρ9τος �ριθµ;ς b ∆V λ�γω, Dτι b ∆
iνα τ9ν Α, Β µετρε�.

Τ;ν γ?ρ Α µ� µετρε*τωV κα* �στι πρ9τος b ∆V ο= Α, ∆ Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.
κα0 bσ-κις b ∆ τ;ν Γ µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Ε. �πε0 οYν b ∆ τ;ν Γ µετρε�
κατ? τ?ς �ν τ97 Ε µον-δας, b ∆ Zρα τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0
b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκενV %σος Zρα �στ0ν b �κ τ9ν ∆, Ε τ97 �κ τ9ν Α,
Β. 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν Α, οwτως b Β πρ;ς τ;ν Ε. ο= δ� ∆, Α πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι
κα0 �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων
τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα, τουτ�στιν D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b
)π	µενος τ;ν )π	µενονV b ∆ Zρα τ;ν Β µετρε�. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 �?ν τ;ν Β µ�
µετρ�@, τ;ν Α µετρ"σει. b ∆ Zρα iνα τ9ν Α, Β µετρε�V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λά
<Απας σ8νθετος �ριθµ;ς Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ται.

RΕστω σ8νθετος �ριθµ;ς b ΑV λ�γω, Dτι b Α Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ται.

Α

Β

Γ

)επε0 γ?ρ σ8νθετ	ς �στιν b Α, µετρ"σει τις α�τ;ν �ριθµ	ς. µετρε*τω, κα0 1στω b Β. κα0
εJ µ�ν πρ9τ	ς �στιν b Β, γεγον;ς lν ε%η τ; �πιταχθ�ν. εJ δ� σ8νθετος, µετρ"σει τις α�τ;ν
�ριθµ	ς. µετρε*τω, κα0 1στω b Γ. κα0 �πε0 b Γ τ;ν Β µετρε�, b δ� Β τ;ν Α µετρε�, κα0
b Γ Zρα τ;ν Α µετρε�. κα0 εJ µ�ν πρ9τ	ς �στιν b Γ, γεγον;ς lν ε%η τ; �πιταχθ�ν. εJ δ�
σ8νθετος, µετρ"σει τις α�τ;ν �ριθµ	ς. τοια8της δ� γινοµ�νης �πισκ�ψεως ληφθ"σετα* τις
πρ9τος �ριθµ	ς, /ς µετρ"σει. εJ γ?ρ ο� ληφθ"σεται, µετρ"σουσι τ;ν Α �ριθµ;ν Zπειροι
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�ριθµο*, gν iτερος )τ�ρου �λ-σσων �στ*νV Dπερ �στ0ν �δ8νατον �ν �ριθµο�ς. ληφθ"σετα* τις
Zρα πρ9τος �ριθµ	ς, /ς µετρ"σει τ;ν πρ; )αυτοI, /ς κα0 τ;ν Α µετρ"σει.

<Απας Zρα σ8νθετος �ριθµ;ς Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λβ́
<Απας �ριθµ;ς Fτοι πρ9τ	ς �στιν P Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ται.

RΕστω �ριθµ;ς b ΑV λ�γω, Dτι b Α Fτοι πρ9τ	ς �στιν P Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ται.
ΕJ µ�ν οYν πρ9τ	ς �στιν b Α, γεγον;ς lν ε%η

Α

τ; �πιταχθ�ν. εJ δ� σ8νθετος, µετρ"σει τις α�τ;ν πρ9τος �ριθµ	ς.
<Απας Zρα �ριθµ;ς Fτοι πρ9τ	ς �στιν P Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ταιV Dπερ 1δει

δε�$αι.

Ζ́ .λγ́
+Αριθµ9ν δοθ�ντων bποσωνοIν εEρε�ν τοpς �λαχ*στους τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες bποσοιοIν �ριθµο0 ο= Α, Β, ΓV δε� δ� εEρε�ν τοpς �λαχ*στους τ9ν
τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Β, Γ.

Ο= Α, Β, Γ γ?ρ Fτοι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν P οU. εJ µ�ν οYν ο= Α, Β, Γ πρ9τοι πρ;ς
�λλ"λους εJσ*ν, �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς.

Α
Β

Γ

∆ Ε Ζ Η

Θ Κ Λ

Μ

ΕJ δ� οU, εJλ"φθω τ9ν Α, Β, Γ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον b ∆, κα0 bσ-κις b ∆ iκαστον
τ9ν Α, Β, Γ µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν )κ-στω7 τ9ν Ε, Ζ, Η. κα0 iκαστος Zρα
τ9ν Ε, Ζ, Η iκαστον τ9ν Α, Β, Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δας. ο= Ε, Ζ, Η Zρα τοpς
Α, Β, Γ Jσ-κις µετροIσινV ο= Ε, Ζ, Η Zρα το�ς Α, Β, Γ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ*ν. λ�γω δ", Dτι
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κα0 �λ-χιστοι. εJ γ?ρ µ" εJσιν ο= Ε, Ζ, Η �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α,
Β, Γ, 1σονται [τινες] τ9ν Ε, Ζ, Η �λ-σσονες �ριθµο0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 mντες το�ς Α, Β, Γ.
1στωσαν ο= Θ, Κ, ΛV Jσ-κις Zρα b Θ τ;ν Α µετρε� κα0 )κ-τερος τ9ν Κ, Λ )κ-τερον τ9ν Β,
Γ. bσ-κις δ� b Θ τ;ν Α µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ΜV κα0 )κ-τερος Zρα τ9ν
Κ, Λ )κ-τερον τ9ν Β, Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Μ µον-δας. κα0 �πε0 b Θ τ;ν Α µετρε� κατ?
τ?ς �ν τ97 Μ µον-δας, κα0 b Μ Zρα τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Θ µον-δας. δι? τ? α�τ?
δ� b Μ κα0 )κ-τερον τ9ν Β, Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν )κατ�ρω7 τ9ν Κ, Λ µον-δαςV b Μ Zρα
τοpς Α, Β, Γ µετρε�. κα0 �πε0 b Θ τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Μ µον-δας, b Θ Zρα τ;ν
Μ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Ε τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α
πεπο*ηκεν. %σος Zρα �στ0ν b �κ τ9ν Ε, ∆ τ97 �κ τ9ν Θ, Μ. 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Θ,
οwτως b Μ πρ;ς τ;ν ∆. µε*ζων δ� b Ε τοI ΘV µε*ζων Zρα κα0 b Μ τοI ∆. κα0 µετρε� τοpς
Α, Β, ΓV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV Eπ	κειται γ?ρ b ∆ τ9ν Α, Β, Γ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον.
ο�κ Zρα 1σοντα* τινες τ9ν Ε, Ζ, Η �λ-σσονες �ριθµο0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 mντες το�ς Α, Β, Γ.
ο= Ε, Ζ, Η Zρα �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Β, ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λδ́
∆8ο �ριθµ9ν δοθ�ντων εEρε�ν, /ν �λ-χιστον µετροIσιν �ριθµ	ν.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες δ8ο �ριθµο0 ο= Α, ΒV δε� δ� εEρε�ν, /ν �λ-χιστον µετροIσιν �ριθµ	ν.
Ο= Α, Β γ?ρ Fτοι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν P οU. 1στωσαν πρ	τερον ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς

�λλ"λους, κα0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τωV κα0 b Β Zρα τ;ν Α πολλαπλασι-σας
τ;ν Γ πεπο*ηκεν. ο= Α, Β Zρα τ;ν Γ µετροIσιν. λ�γω δ", Dτι κα0 �λ-χιστον. εJ γ?ρ µ",

Α Β

Γ

∆

Ε Ζ

µετρ"σουσ* τινα �ριθµ;ν ο= Α, Β �λ-σσονα mντα τοI Γ. µετρε*τωσαν τ;ν ∆. κα0 bσ-κις b
Α τ;ν ∆ µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Ε, bσ-κις δ� b Β τ;ν ∆ µετρε�, τοσαIται
µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ΖV b µ�ν Α Zρα τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, b δ� Β τ;ν
Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκενV %σος Zρα �στ0ν b �κ τ9ν Α, Ε τ97 �κ τ9ν Β, Ζ. 1στιν Zρα
jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Ε. ο= δ� Α, Β πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι,
ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0
b �λ-σσων τ;ν �λ-σσοναV b Β Zρα τ;ν Ε µετρε�, jς )π	µενος )π	µενον. κα0 �πε0 b Α τοpς
Β, Ε πολλαπλασι-σας τοpς Γ, ∆ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Β πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Γ πρ;ς
τ;ν ∆. µετρε� δ� b Β τ;ν ΕV µετρε� Zρα κα0 b Γ τ;ν ∆ b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα ο= Α, Β µετροIσ* τινα �ριθµ;ν �λ-σσονα mντα τοI Γ. b Γ Zρα �λ-χιστος
�ν Eπ; τ9ν Α, Β µετρε�ται.
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Α Β

Γ

∆

ΕΖ

Η Θ

Μ� 1στωσαν δ� ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, κα0 εJλ"φθωσαν �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν
τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Β ο= Ζ, ΕV %σος Zρα �στ0ν b �κ τ9ν Α, Ε τ97 �κ τ9ν Β,
Ζ. κα0 b Α τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τωV κα0 b Β Zρα τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν Γ
πεπο*ηκενV ο= Α, Β Zρα τ;ν Γ µετροIσιν. λ�γω δ", Dτι κα0 �λ-χιστον. εJ γ?ρ µ", µετρ"σουσ*
τινα �ριθµ;ν ο= Α, Β �λ-σσονα mντα τοI Γ. µετρε*τωσαν τ;ν ∆. κα0 bσ-κις µ�ν b Α τ;ν ∆
µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Η, bσ-κις δ� b Β τ;ν ∆ µετρε�, τοσαIται µον-δες
1στωσαν �ν τ97 Θ. b µ�ν Α Zρα τ;ν Η πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, b δ� Β τ;ν Θ
πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. %σος Zρα �στ0ν b �κ τ9ν Α, Η τ97 �κ τ9ν Β, ΘV 1στιν
Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Η. jς δ� b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Ζ πρ;ς
τ;ν ΕV κα0 jς Zρα b Ζ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Η. ο= δ� Ζ, Ε �λ-χιστοι, ο= δ�
�λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0 b
�λ-σσων τ;ν �λ-σσοναV b Ε Zρα τ;ν Η µετρε�. κα0 �πε0 b Α τοpς Ε, Η πολλαπλασι-σας
τοpς Γ, ∆ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆. b δ� Ε τ;ν Η
µετρε�V κα0 b Γ Zρα τ;ν ∆ µετρε� b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα ο=
Α, Β µετρ"σουσ* τινα �ριθµ;ν �λ-σσονα mντα τοI Γ. b Γ Zρα �λ-χιστος �ν Eπ; τ9ν Α, Β
µετρε�ταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λέ

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 �ριθµ	ν τινα µετρ9σιν, κα0 b �λ-χιστος Eπ( α�τ9ν µετρο8µενος τ;ν α�τ;ν
µετρ"σει.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β �ριθµ	ν τινα τ;ν Γ∆ µετρε*τωσαν, �λ-χιστον δ� τ;ν ΕV λ�γω,
Dτι κα0 b Ε τ;ν Γ∆ µετρε�.

ΕJ γ?ρ ο� µετρε� b Ε τ;ν Γ∆, b Ε τ;ν ∆Ζ µετρ9ν λειπ�τω )αυτοI �λ-σσονα τ;ν ΓΖ. κα0
�πε0 ο= Α, Β τ;ν Ε µετροIσιν, b δ� Ε τ;ν ∆Ζ µετρε�, κα0 ο= Α, Β Zρα τ;ν
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� ��

Α Β

Γ ∆

Ε

Ζ

∆Ζ µετρ"σουσιν. µετροIσι δ� κα0 Dλον τ;ν Γ∆V κα0 λοιπ;ν Zρα τ;ν ΓΖ µετρ"σουσιν
�λ-σσονα mντα τοI ΕV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα ο� µετρε� b Ε τ;ν Γ∆V µετρε� ZραV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λ3́

Τρι9ν �ριθµ9ν δοθ�ντων εEρε�ν, /ν �λ-χιστον µετροIσιν �ριθµ	ν.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες τρε�ς �ριθµο0 ο= Α, Β, ΓV δε� δ� εEρε�ν, /ν �λ-χιστον µετροIσιν
�ριθµ	ν.

Α

Β

Γ

∆

Ε

ΕJλ"φθω γ?ρ Eπ; δ8ο τ9ν Α, Β �λ-χιστος µετρο8µενος b ∆. b δ� Γ τ;ν ∆ Fτοι µετρε�
P ο� µετρε�. µετρε*τω πρ	τερον. µετροIσι δ� κα0 ο= Α, Β τ;ν ∆V ο= Α, Β, Γ Zρα τ;ν ∆
µετροIσιν. λ�γω δ", Dτι κα0 �λ-χιστον. εJ γ?ρ µ", µετρ"σουσιν [τινα] �ριθµ;ν ο= Α, Β, Γ
�λ-σσονα mντα τοI ∆. µετρε*τωσαν τ;ν Ε. �πε0 ο= Α, Β, Γ τ;ν Ε µετροIσιν, κα0 ο= Α, Β
Zρα τ;ν Ε µετροIσιν. κα0 b �λ-χιστος Zρα Eπ; τ9ν Α, Β µετρο8µενος [τ;ν Ε] µετρ"σει.
�λ-χιστος δ� Eπ; τ9ν Α, Β µετρο8µεν	ς �στιν b ∆V b ∆ Zρα τ;ν Ε µετρ"σει b µε*ζων τ;ν
�λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα ο= Α, Β, Γ µετρ"σουσ* τινα �ριθµ;ν �λ-σσονα mντα
τοI ∆V ο= Α, Β, Γ Zρα �λ-χιστον τ;ν ∆ µετροIσιν.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Μ� µετρε*τω δ� π-λιν b Γ τ;ν ∆, κα0 εJλ"φθω Eπ; τ9ν Γ, ∆ �λ-χιστος µετρο8µενος
�ριθµ;ς b Ε. �πε0 ο= Α, Β τ;ν ∆ µετροIσιν, b δ� ∆ τ;ν Ε µετρε�, κα0 ο= Α, Β Zρα τ;ν Ε
µετροIσιν. µετρε� δ� κα0 b Γ [τ;ν ΕV κα0] ο= Α, Β, Γ Zρα τ;ν Ε µετροIσιν. λ�γω δ", Dτι κα0
�λ-χιστον. εJ γ?ρ µ", µετρ"σουσ* τινα ο= Α, Β, Γ �λ-σσονα mντα τοI Ε. µετρε*τωσαν τ;ν
Ζ. �πε0 ο= Α, Β, Γ τ;ν Ζ µετροIσιν, κα0 ο= Α, Β Zρα τ;ν Ζ µετροIσινV κα0 b �λ-χιστος Zρα
Eπ; τ9ν Α, Β µετρο8µενος τ;ν Ζ µετρ"σει. �λ-χιστος δ� Eπ; τ9ν Α, Β µετρο8µεν	ς �στιν
b ∆V b ∆ Zρα τ;ν Ζ µετρε�. µετρε� δ� κα0 b Γ τ;ν ΖV ο= ∆, Γ Zρα τ;ν Ζ µετροIσινV hστε
κα0 b �λ-χιστος Eπ; τ9ν ∆, Γ µετρο8µενος τ;ν Ζ µετρ"σει. b δ� �λ-χιστος Eπ; τ9ν Γ, ∆
µετρο8µεν	ς �στιν b ΕV b Ε Zρα τ;ν Ζ µετρε� b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον.
ο�κ Zρα ο= Α, Β, Γ µετρ"σουσ* τινα �ριθµ;ν �λ-σσονα mντα τοI Ε. b Ε Zρα �λ-χιστος �ν
Eπ; τ9ν Α, Β, Γ µετρε�ταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λζ́
+Ε?ν �ριθµ;ς Eπ	 τινος �ριθµοI µετρ�ται, b µετρο8µενος bµSνυµον µ�ρος i$ει τ97 µετροIντι.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α Eπ	 τινος �ριθµοI τοI Β µετρε*σθωV λ�γω, Dτι b Α bµSνυµον µ�ρος 1χει
τ97 Β.

Α

Β

Γ

∆

MΟσ-κις γ?ρ b Β τ;ν Α µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Γ. �πε0 b Β τ;ν Α µετρε�
κατ? τ?ς �ν τ97 Γ µον-δας, µετρε� δ� κα0 6 ∆ µον?ς τ;ν Γ �ριθµ;ν κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δας,
Jσ-κις Zρα 6 ∆ µον?ς τ;ν Γ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Β τ;ν Α. �ναλλ?$ Zρα Jσ-κις 6 ∆ µον?ς
τ;ν Β �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Γ τ;ν ΑV / Zρα µ�ρος �στ0ν 6 ∆ µον?ς τοI Β �ριθµοI, τ; α�τ;
µ�ρος �στ0 κα0 b Γ τοI Α. 6 δ� ∆ µον?ς τοI Β �ριθµοI µ�ρος �στ0ν bµSνυµον α�τ97V κα0 b
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Γ Zρα τοI Α µ�ρος �στ0ν bµSνυµον τ97 Β. hστε b Α µ�ρος 1χει τ;ν Γ bµSνυµον mντα τ97 ΒV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λή
+Ε?ν �ριθµ;ς µ�ρος 1χη@ bτιοIν, Eπ; bµων8µου �ριθµοI µετρηθ"σεται τ97 µ�ρει.

Α

Β

Γ

∆

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α µ�ρος �χ�τω bτιοIν τ;ν Β, κα0 τ97 Β µ�ρει bµSνυµος 1στω [�ριθµ;ς] b
ΓV λ�γω, Dτι b Γ τ;ν Α µετρε�.

+Επε0 γ?ρ b Β τοI Α µ�ρος �στ0ν bµSνυµον τ97 Γ, 1στι δ� κα0 6 ∆ µον?ς τοI Γ µ�ρος
bµSνυµον α�τ97, / Zρα µ�ρος �στ0ν 6 ∆ µον?ς τοI Γ �ριθµοI, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 b Β
τοI ΑV Jσ-κις Zρα 6 ∆ µον?ς τ;ν Γ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Β τ;ν Α. �ναλλ?$ Zρα Jσ-κις 6 ∆
µον?ς τ;ν Β �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Γ τ;ν Α. b Γ Zρα τ;ν Α µετρε�V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ζ́ .λθ́
+Αριθµ;ν εEρε�ν, /ς �λ-χιστος �ν i$ει τ? δοθ�ντα µ�ρη.

RΕστω τ? δοθ�ντα µ�ρη τ? Α, Β, ΓV δε� δ� �ριθµ;ν εEρε�ν, /ς �λ-χιστος �ν i$ει τ? Α, Β,
Γ µ�ρη.

Α Β Γ

∆

Ε
ζ

Η

Θ

RΕστωσαν γ?ρ το�ς Α, Β, Γ µ�ρεσιν bµSνυµοι �ριθµο0 ο= ∆, Ε, Ζ, κα0 εJλ"φθω Eπ; τ9ν
∆, Ε, Ζ �λ-χιστος µετρο8µενος �ριθµ;ς b Η.

MΟ Η Zρα bµSνυµα µ�ρη 1χει το�ς ∆, Ε, Ζ. το�ς δ� ∆, Ε, Ζ bµSνυµα µ�ρη �στ0 τ? Α, Β,
ΓV b Η Zρα 1χει τ? Α, Β, Γ µ�ρη. λ�γω δ", Dτι κα0 �λ-χιστος ~ν. εJ γ?ρ µ", 1σται τις τοI
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Η �λ-σσων �ριθµ	ς, /ς i$ει τ? Α, Β, Γ µ�ρη. 1στω b Θ. �πε0 b Θ 1χει τ? Α, Β, Γ µ�ρη, b
Θ Zρα Eπ; bµων8µων �ριθµ9ν µετρηθ"σεται το�ς Α, Β, Γ µ�ρεσιν. το�ς δ� Α, Β, Γ µ�ρεσιν
bµSνυµοι �ριθµο* εJσιν ο= ∆, Ε, ΖV b Θ Zρα Eπ; τ9ν ∆, Ε, Ζ µετρε�ται. κα* �στιν �λ-σσων
τοI ΗV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 1σται τις τοI Η �λ-σσων �ριθµ	ς, /ς i$ει τ? Α, Β, Γ
µ�ρηV Dπερ 1δει δε�$αι.
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BIBΛION

H′

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Ή .ά
+Ε?ν >σιν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον, ο= δ� Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
>σιν, �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς.

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, ο= δ� Zκροι α�τ9ν ο= Α, ∆
πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1στωσανV λ�γω, Dτι ο= Α, Β, Γ, ∆ �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον
�χ	ντων α�το�ς.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

ΕJ γ?ρ µ", 1στωσαν �λ-ττονες τ9ν Α, Β, Γ, ∆ ο= Ε, Ζ, Η, Θ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 mντες
α�το�ς. κα0 �πε0 ο= Α, Β, Γ, ∆ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0 το�ς Ε, Ζ, Η, Θ, κα* �στιν %σον τ;
πλ�θος [τ9ν Α, Β, Γ, ∆] τ97 πλ"θει [τ9ν Ε, Ζ, Η, Θ], δ* %σου Zρα �στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν ∆, b Ε
πρ;ς τ;ν Θ. ο= δ� Α, ∆ πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι �ριθµο0 µετροIσι
τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα,
τουτ�στιν D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενον. µετρε� Zρα b Α τ;ν
Ε b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα ο= Ε, Ζ, Η, Θ �λ-σσονες mντες τ9ν
Α, Β, Γ, ∆ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0ν α�το�ς. ο= Α, Β, Γ, ∆ Zρα �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν
λ	γον �χ	ντων α�το�ςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .β́
+Αριθµοpς εEρε�ν )$�ς �ν-λογον �λαχ*στους, Dσους lν �πιτ-$η@ τις, �ν τ97 δοθ�ντι λ	γω7.

207
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RΕστω b δοθε0ς λ	γος �ν �λαχ*στοις �ριθµο�ς b τοI Α πρ;ς τ;ν ΒV δε� δ� �ριθµοpς εEρε�ν
)$�ς �ν-λογον �λαχ*στους, Dσους Zν τις �πιτ-$η@, �ν τ97 τοI Α πρ;ς τ;ν Β λ	γω7.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

+Επιτετ-χθωσαν δ� τ�σσαρες, κα0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τω, τ;ν δ� Β
πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τω, κα0 1τι b Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τω, κα0 1τι
b Α τοpς Γ, ∆, Ε πολλαπλασι-σας τοpς Ζ, Η, Θ ποιε*τω, b δ� Β τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν
Κ ποιε*τω.

Κα0 �πε0 b Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β πολλαπλασι-σας τ;ν
∆ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, [οwτως] b Γ πρ;ς τ;ν ∆. π-λιν, �πε0 b µ�ν Α
τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, b δ� Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*ηκεν,
)κ-τερος Zρα τ9ν Α, Β τ;ν Β πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν ∆, Ε πεπο*ηκεν. 1στιν Zρα jς
b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε. �λλ( jς b Α πρ;ς τ;ν Β, b Γ πρ;ς τ;ν ∆V κα0 jς
Zρα b Γ πρ;ς τ;ν ∆, b ∆ πρ;ς τ;ν Ε. κα0 �πε0 b Α τοpς Γ, ∆ πολλαπλασι-σας τοpς Ζ, Η
πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, [οwτως] b Ζ πρ;ς τ;ν Η. jς δ� b Γ πρ;ς τ;ν ∆,
οwτως kν b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Β, b Ζ πρ;ς τ;ν Η. π-λιν, �πε0 b Α τοpς
∆, Ε πολλαπλασι-σας τοpς Η, Θ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, b Η πρ;ς τ;ν
Θ. �λλ( jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, b Α πρ;ς τ;ν Β. κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Η πρ;ς
τ;ν Θ. κα0 �πε0 ο= Α, Β τ;ν Ε πολλαπλασι-σαντες τοpς Θ, Κ πεποι"κασιν, 1στιν Zρα jς b Α
πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Κ. �λλ( jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως D τε Ζ πρ;ς τ;ν Η κα0
b Η πρ;ς τ;ν Θ. κα0 jς Zρα b Ζ πρ;ς τ;ν Η, οwτως D τε Η πρ;ς τ;ν Θ κα0 b Θ πρ;ς τ;ν ΚV
ο= Γ, ∆, Ε Zρα κα0 ο= Ζ, Η, Θ, Κ �ν-λογ	ν εJσιν �ν τ97 τοI Α πρ;ς τ;ν Β λ	γω7. λ�γω δ",
Dτι κα0 �λ-χιστοι. �πε0 γ?ρ ο= Α, Β �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς, ο=
δ� �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, ο= Α, Β Zρα πρ9τοι
πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. κα0 )κ-τερος µ�ν τ9ν Α, Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Γ,
Ε πεπο*ηκεν, )κ-τερον δ� τ9ν Γ, Ε πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Ζ, Κ πεπο*ηκενV ο= Γ, Ε
Zρα κα0 ο= Ζ, Κ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. �?ν δ� >σιν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον,
ο= δ� Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων
α�το�ς. ο= Γ, ∆, Ε Zρα κα0 ο= Ζ, Η, Θ, Κ �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς
Α, ΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν τρε�ς �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον �λ-χιστοι >σι τ9ν τ;ν α�τ;ν
λ	γον �χ	ντων α�το�ς, ο= Zκροι α�τ9ν τετρ-γωνο* εJσιν, �?ν δ� τ�σσαρες, κ8βοι.
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Ή .γ́
+Ε?ν >σιν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς,
ο= Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων
α�το�ς ο= Α, Β, Γ, ∆V λ�γω, Dτι ο= Zκροι α�τ9ν ο= Α, ∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

ΕJλ"φθωσαν γ?ρ δ8ο

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

q

µ�ν �ριθµο0 �λ-χιστοι �ν τ97 τ9ν Α, Β, Γ, ∆ λ	γω7 ο= Ε, Ζ, τρε�ς δ� ο= Η, Θ, Κ, κα0 )$�ς )ν0
πλε*ους, iως τ; λαµβαν	µενον πλ�θος %σον γ�νηται τ97 πλ"θει τ9ν Α, Β, Γ, ∆. εJλ"φθωσαν
κα0 1στωσαν ο= Λ, Μ, Ν, q.

Κα0 �πε0 ο= Ε, Ζ �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς, πρ9τοι πρ;ς
�λλ"λους εJσ*ν. κα0 �πε0 )κ-τερος τ9ν Ε, Ζ )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν
Η, Κ πεπο*ηκεν, )κ-τερον δ� τ9ν Η, Κ πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Λ, q πεπο*ηκεν, κα0
ο= Η, Κ Zρα κα0 ο= Λ, q πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. κα0 �πε0 ο= Α, Β, Γ, ∆ �λ-χιστο* εJσι
τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς, εJσ0 δ� κα0 ο= Λ, Μ, Ν, q �λ-χιστοι �ν τ97 α�τ97 λ	γω7
mντες το�ς Α, Β, Γ, ∆, κα* �στιν %σον τ; πλ�θος τ9ν Α, Β, Γ, ∆ τ97 πλ"θει τ9ν Λ, Μ, Ν,
q, iκαστος Zρα τ9ν Α, Β, Γ, ∆ )κ-στω7 τ9ν Λ, Μ, Ν, q %σος �στ*νV %σος Zρα �στ0ν b µ�ν Α
τ97 Λ, b δ� ∆ τ97 q. κα* εJσιν ο= Λ, q πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους. κα0 ο= Α, ∆ Zρα πρ9τοι πρ;ς
�λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .δ́
Λ	γων δοθ�ντων bποσωνοIν �ν �λαχ*στοις �ριθµο�ς �ριθµοpς εEρε�ν )$�ς �ν-λογον �λαχ*στους
�ν το�ς δοθε�σι λ	γοις.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες λ	γοι �ν �λαχ*στοις �ριθµο�ς D τε τοI Α πρ;ς τ;ν Β κα0 b τοI Γ
πρ;ς τ;ν ∆ κα0 1τι b τοI Ε πρ;ς τ;ν ΖV δε� δ� �ριθµοpς εEρε�ν )$�ς �ν-λογον �λαχ*στους 1ν
τε τ97 τοI Α πρ;ς τ;ν Β λ	γω7 κα0 �ν τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ κα0 1τι �ν τ97 τοI Ε πρ;ς τ;ν Ζ.

ΕJλ"φθω γ?ρ b Eπ; τ9ν Β, Γ �λ-χιστος µετρο8µενος �ριθµ;ς b Η. κα0 bσ-κις µ�ν b Β
τ;ν Η µετρε�, τοσαυτ-κις κα0 b Α τ;ν Θ µετρε*τω, bσ-κις δ� b Γ τ;ν Η µετρε�, τοσαυτ-κις
κα0 b ∆ τ;ν Κ µετρε*τω. b δ� Ε τ;ν Κ Fτοι µετρε� P ο� µετρε�. µετρε*τω πρ	τερον. κα0
bσ-κις b Ε τ;ν Κ µετρε�, τοσαυτ-κις κα0 b Ζ τ;ν Λ µετρε*τω. κα0 �πε0 Jσ-κις b Α τ;ν Θ
µετρε� κα0 b Β τ;ν Η, 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Η. δι? τ? α�τ? δ�
κα0 jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Κ, κα0 1τι jς b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Κ πρ;ς
τ;ν ΛV ο= Θ, Η, Κ, Λ Zρα )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν 1ν τε τ97 τοI Α πρ;ς τ;ν Β κα0 �ν τ97 τοI Γ
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πρ;ς τ;ν ∆ κα0 1τι �ν τ97 τοI Ε πρ;ς τ;ν Ζ λ	γω7. λ�γω δ", Dτι κα0 �λ-χιστοι. εJ γ?ρ µ"
εJσιν ο= Θ,

Α Β

Γ ∆

Ε Ζ

Ν Η

q Θ

Μ Κ

Ο Λ

Η, Κ, Λ )$�ς �ν-λογον �λ-χιστοι 1ν τε το�ς τοI Α πρ;ς τ;ν Β κα0 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ κα0
�ν τ97 τοI Ε πρ;ς τ;ν Ζ λ	γοις, 1στωσαν ο= Ν, q, Μ, Ο. κα0 �πε* �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν
Β, οwτως b Ν πρ;ς τ;ν q, ο= δ� Α, Β �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν
λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα, τουτ�στιν D
τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενον, b Β Zρα τ;ν q µετρε�. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 b Γ τ;ν q µετρε�V ο= Β, Γ Zρα τ;ν q µετροIσινV κα0 b �λ-χιστος Zρα Eπ; τ9ν
Β, Γ µετρο8µενος τ;ν q µετρ"σει. �λ-χιστος δ� Eπ; τ9ν Β, Γ µετρε�ται b ΗV b Η Zρα τ;ν
q µετρε� b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 1σοντα* τινες τ9ν Θ, Η, Κ,
Λ �λ-σσονες �ριθµο0 )$�ς 1ν τε τ97 τοI Α πρ;ς τ;ν Β κα0 τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ κα0 1τι τ97
τοI Ε πρ;ς τ;ν Ζ λ	γω7.

Μ� µετρε*τω δ� b Ε τ;ν Κ. κα0 εJλ"φθω Eπ; τ9ν Ε, Κ �λ-χιστος µετρο8µενος �ριθµ;ς b
Μ. κα0 bσ-κις µ�ν b Κ τ;ν Μ µετρε�, τοσαυτ-κις κα0 )κ-τερος τ9ν Θ, Η )κ-τερον
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η Θ

Κ

Μ

Ν

q

Ο

Π

Ρ

Σ

Τ

τ9ν Ν, q µετρε*τω, bσ-κις δ� b Ε τ;ν Μ µετρε�, τοσαυτ-κις κα0 b Ζ τ;ν Ο µετρε*τω.
�πε0 Jσ-κις b Θ τ;ν Ν µετρε� κα0 b Η τ;ν q, 1στιν Zρα jς b Θ πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Ν πρ;ς
τ;ν q. jς δ� b Θ πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Ν
πρ;ς τ;ν q. δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b q πρ;ς τ;ν Μ. π-λιν, �πε0 Jσ-κις
b Ε τ;ν Μ µετρε� κα0 b Ζ τ;ν Ο, 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Μ πρ;ς τ;ν ΟV ο= Ν,
q, Μ, Ο Zρα )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν �ν το�ς τοI τε Α πρ;ς τ;ν Β κα0 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ κα0 1τι
τοI Ε πρ;ς τ;ν Ζ λ	γοις. λ�γω δ", Dτι κα0 �λ-χιστοι �ν το�ς ΑΒ, Γ∆, ΕΖ λ	γοις. εJ γ?ρ
µ", 1σοντα* τινες τ9ν Ν, q, Μ, Ο �λ-σσονες �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον �ν το�ς ΑΒ, Γ∆, ΕΖ
λ	γοις. 1στωσαν ο= Π, Ρ, Σ, Τ. κα0 �πε* �στιν jς b Π πρ;ς τ;ν Ρ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Β,
ο= δ� Α, Β �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας α�το�ς Jσ-κις
D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενον, b Β Zρα τ;ν Ρ µετρε�. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 b Γ τ;ν Ρ µετρε�V ο= Β, Γ Zρα τ;ν Ρ µετροIσιν. κα0 b �λ-χιστος Zρα Eπ; τ9ν
Β, Γ µετρο8µενος τ;ν Ρ µετρ"σει. �λ-χιστος δ� Eπ; τ9ν Β, Γ µετρο8µεν	ς �στιν b ΗV b Η
Zρα τ;ν Ρ µετρε�. κα* �στιν jς b Η πρ;ς τ;ν Ρ, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν ΣV κα0 b Κ Zρα τ;ν
Σ µετρε�. µετρε� δ� κα0 b Ε τ;ν ΣV ο= Ε, Κ Zρα τ;ν Σ µετροIσιν. κα0 b �λ-χιστος Zρα Eπ;
τ9ν Ε, Κ µετρο8µενος τ;ν Σ µετρ"σει. �λ-χιστος δ� Eπ; τ9ν Ε, Κ µετρο8µεν	ς �στιν b ΜV
b Μ Zρα τ;ν Σ µετρε� b µε*ζων τ;ν �λ-σσοναV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 1σοντα* τινες
τ9ν Ν, q, Μ, Ο �λ-σσονες �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον 1ν τε το�ς τοI Α πρ;ς τ;ν Β κα0 τοI Γ
πρ;ς τ;ν ∆ κα0 1τι τοI Ε πρ;ς τ;ν Ζ λ	γοιςV ο= Ν, q, Μ, Ο Zρα )$�ς �ν-λογον �λ-χιστο*
εJσιν �ν το�ς ΑΒ, Γ∆, ΕΖ λ	γοιςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .έ
Ο= �π*πεδοι �ριθµο0 πρ;ς �λλ"λους λ	γον 1χουσι τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9ν.

RΕστωσαν �π*πεδοι �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 τοI µ�ν Α πλευρα0 1στωσαν ο= Γ, ∆ �ριθµο*, τοI
δ� Β ο= Ε, ΖV λ�γω,
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Α

Β

Γ ∆

Ε Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Dτι b Α πρ;ς τ;ν Β λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9ν.

Λ	γων γ?ρ δοθ�ντων τοI τε /ν 1χει b Γ πρ;ς τ;ν Ε κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ εJλ"φθωσαν
�ριθµο0 )$�ς �λ-χιστοι �ν το�ς ΓΕ, ∆Ζ λ	γοις, ο= Η, Θ, Κ, hστε ε ν̂αι jς µ�ν τ;ν Γ πρ;ς
τ;ν Ε, οwτως τ;ν Η πρ;ς τ;ν Θ, jς δ� τ;ν ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως τ;ν Θ πρ;ς τ;ν Κ. κα0 b
∆ τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Λ ποιε*τω.

Κα0 �πε0 b ∆ τ;ν µ�ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ε πολλαπλασι-σας τ;ν
Λ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Λ. jς δ� b Γ πρ;ς τ;ν Ε,
οwτως b Η πρ;ς τ;ν ΘV κα0 jς Zρα b Η πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Λ. π-λιν, �πε0
b Ε τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Λ πεπο*ηκεν, �λλ? µ�ν κα0 τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν Β
πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Λ πρ;ς τ;ν Β. �λλ( jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ,
οwτως b Θ πρ;ς τ;ν ΚV κα0 jς Zρα b Θ πρ;ς τ;ν Κ, οwτως b Λ πρ;ς τ;ν Β. �δε*χθη δ� κα0
jς b Η πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΛV δ* %σου Zρα �στ0ν jς b Η πρ;ς τ;ν Κ, [οwτως]
b Α πρ;ς τ;ν Β, b δ� Η πρ;ς τ;ν Κ λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9νV κα0 b Α
Zρα πρ;ς τ;ν Β λ	γον 1χει τ;ν συγκε*µενον �κ τ9ν πλευρ9νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .3́

+Ε?ν >σιν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον, b δ� πρ9τος τ;ν δε8τερον µ� µετρ�@, ο�δ� Zλλος
ο�δε0ς ο�δ�να µετρ"σει.

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

)$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, Ε, b δ� Α τ;ν Β µ� µετρε*τωV λ�γω, Dτι ο�δ� Zλλος ο�δε0ς
ο�δ�να µετρ"σει.

<Οτι µ�ν οYν ο= Α, Β, Γ, ∆, Ε )$�ς �λλ"λους ο� µετροIσιν, φανερ	νV ο�δ� γ?ρ b Α τ;ν Β
µετρε�. λ�γω δ", Dτι ο�δ� Zλλος ο�δε0ς ο�δ�να µετρ"σει. εJ γ?ρ δυνατ	ν, µετρε*τω b Α τ;ν
Γ. κα0 Dσοι εJσ0ν ο= Α, Β, Γ, τοσοIτοι εJλ"φθωσαν �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον
�χ	ντων το�ς Α, Β, Γ ο= Ζ, Η, Θ. κα0 �πε0 ο= Ζ, Η, Θ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0 το�ς Α, Β, Γ,
κα* �στιν %σον τ; πλ�θος τ9ν Α, Β, Γ τ97 πλ"θει τ9ν Ζ, Η, Θ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς b Α πρ;ς
τ;ν Γ, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Θ. κα0 �πε* �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Η, ο�
µετρε� δ� b Α τ;ν Β, ο� µετρε� Zρα ο�δ� b Ζ τ;ν ΗV ο�κ Zρα µον-ς �στιν b ΖV 6 γ?ρ µον?ς
π-ντα �ριθµ;ν µετρε�. κα* εJσιν ο= Ζ, Θ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους [ο�δ� b Ζ Zρα τ;ν Θ µετρε�].
κα* �στιν jς b Ζ πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΓV ο�δ� b Α Zρα τ;ν Γ µετρε�. bµο*ως δ�
δε*$οµεν, Dτι ο�δ� Zλλος ο�δε0ς ο�δ�να µετρ"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ζ́
+Ε?ν >σιν bποσοιοIν �ριθµο0 [)$�ς] �ν-λογον, b δ� πρ9τος τ;ν 1σχατον µετρ�@, κα0 τ;ν
δε8τερον µετρ"σει.

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, b δ� Α τ;ν ∆ µετρε*τωV λ�γω,
Dτι κα0 b Α τ;ν Β µετρε�.

Α

Β

Γ

∆

εJ γ?ρ ο� µετρε� b Α τ;ν Β, ο�δ� Zλλος ο�δε0ς ο�δ�να µετρ"σειV µετρε� δ� b Α τ;ν ∆.
µετρε� Zρα κα0 b Α τ;ν ΒV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ή .ή
+Ε?ν δ8ο �ριθµ9ν µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτωσιν �ριθµο*, Dσοι εJς α�τοpς
µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*, τοσοIτοι κα0 εJς τοpς τ;ν α�τ;ν
λ	γον 1χοντας [α�το�ς] µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεσοIνται.

∆8ο γ?ρ �ριθµ9ν τ9ν Α, Β µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπιπτ�τωσαν

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

�ριθµο0 ο= Γ, ∆, κα0 πεποι"σθω jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν ΖV λ�γω, Dτι
Dσοι εJς τοpς Α, Β µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν �ριθµο*, τοσοIτοι κα0
εJς τοpς Ε, Ζ µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεσοIνται.

<Οσοι γ-ρ εJσι τ97 πλ"θει ο= Α, Β, Γ, ∆, τοσοIτοι εJλ"φθωσαν �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν
α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Γ, ∆, Β ο= Η, Θ, Κ, ΛV ο= Zρα Zκροι α�τ9ν ο= Η, Λ πρ9τοι
πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. κα0 �πε0 ο= Α, Γ, ∆, Β το�ς Η, Θ, Κ, Λ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ*ν, κα*
�στιν %σον τ; πλ�θος τ9ν Α, Γ, ∆, Β τ97 πλ"θει τ9ν Η, Θ, Κ, Λ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς b Α
πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Λ. jς δ� b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν ΖV κα0 jς Zρα
b Η πρ;ς τ;ν Λ, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Ζ. ο= δ� Η, Λ πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ�
�λ-χιστοι �ριθµο0 µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα
κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα, τουτ�στιν D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος
τ;ν )π	µενον. Jσ-κις Zρα b Η τ;ν Ε µετρε� κα0 b Λ τ;ν Ζ. bσ-κις δ� b Η τ;ν Ε µετρε�,
τοσαυτ-κις κα0 )κ-τερος τ9ν Θ, Κ )κ-τερον τ9ν Μ, Ν µετρε*τωV ο= Η, Θ, Κ, Λ Zρα τοpς Ε,
Μ, Ν, Ζ Jσ-κις µετροIσιν. ο= Η, Θ, Κ, Λ Zρα το�ς Ε, Μ, Ν, Ζ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ*ν. �λλ?
ο= Η, Θ, Κ, Λ το�ς Α, Γ, ∆, Β �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ*νV κα0 ο= Α, Γ, ∆, Β Zρα το�ς Ε, Μ, Ν,
Ζ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ*ν. ο= δ� Α, Γ, ∆, Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσινV κα0 ο= Ε, Μ, Ν, Ζ Zρα )$�ς
�ν-λογ	ν εJσιν. Dσοι Zρα εJς τοpς Α, Β µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν
�ριθµο*, τοσοIτοι κα0 εJς τοpς Ε, Ζ µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν �ριθµο*V
Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ή .θ́

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, κα0 εJς α�τοpς µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς
�ν-λογον �µπ*πτωσιν �ριθµο*, Dσοι εJς α�τοpς µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτουσιν
�ριθµο*, τοσοIτοι κα0 )κατ�ρου α�τ9ν κα0 µον-δος µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον
�µπεσοIνται.

RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους ο= Α, Β κα0 εJς α�τοpς µετα$p κατ? τ;
συνεχ�ς �ν-λογον �µπιπτ�τωσαν ο= Γ, ∆, κα0 �κκε*σθω 6 Ε µον-ςV λ�γω, Dτι Dσοι εJς τοpς
Α, Β µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν �ριθµο*, τοσοIτοι κα0 )κατ�ρου τ9ν
Α, Β κα0 τ�ς µον-δος µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεσοIνται.

ΕJλ"φθωσαν γ?ρ δ8ο µ�ν �ριθµο0 �λ-χιστοι �ν τ97 τ9ν Α, Γ, ∆, Β λ	γω7 mντες ο= Ζ, Η,
τρε�ς δ� ο= Θ, Κ, Λ, κα0 �ε0 )$�ς )ν0 πλε*ους, iως lν %σον γ�νηται τ; πλ�θος α�τ9ν τ97 πλ"θει
τ9ν Α, Γ, ∆, Β. εJλ"φθωσαν, κα0 1στωσαν ο= Μ, Ν, q, Ο. φανερ;ν δ", Dτι b µ�ν Ζ )αυτ;ν

Α

Β

Γ

∆
Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

q

Ο

πολλαπλασι-σας τ;ν Θ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Θ πολλαπλασι-σας τ;ν Μ πεπο*ηκεν, κα0 b Η
)αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Λ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Λ πολλαπλασι-σας τ;ν Ο πεπο*ηκεν.
κα0 �πε0 ο= Μ, Ν, q, Ο �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Ζ, Η, εJσ0 δ� κα0 ο=
Α, Γ, ∆, Β �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Ζ, Η, κα* �στιν %σον τ; πλ�θος τ9ν
Μ, Ν, q, Ο τ97 πλ"θει τ9ν Α, Γ, ∆, Β, iκαστος Zρα τ9ν Μ, Ν, q, Ο )κ-στω7 τ9ν Α, Γ, ∆, Β
%σος �στ*νV %σος Zρα �στ0ν b µ�ν Μ τ97 Α, b δ� Ο τ97 Β. κα0 �πε0 b Ζ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας
τ;ν Θ πεπο*ηκεν, b Ζ Zρα τ;ν Θ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ζ µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 Ε µον?ς
τ;ν Ζ κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV Jσ-κις Zρα 6 Ε µον?ς τ;ν Ζ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Ζ τ;ν Θ.
1στιν Zρα jς 6 Ε µον?ς πρ;ς τ;ν Ζ �ριθµ	ν, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Θ. π-λιν, �πε0 b Ζ τ;ν Θ
πολλαπλασι-σας τ;ν Μ πεπο*ηκεν, b Θ Zρα τ;ν Μ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ζ µον-δας. µετρε�
δ� κα0 6 Ε µον?ς τ;ν Ζ �ριθµ;ν κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV Jσ-κις Zρα 6 Ε µον?ς τ;ν Ζ
�ριθµ;ν µετρε� κα0 b Θ τ;ν Μ. 1στιν Zρα jς 6 Ε µον?ς πρ;ς τ;ν Ζ �ριθµ	ν, οwτως b Θ πρ;ς
τ;ν Μ. �δε*χθη δ� κα0 jς 6 Ε µον?ς πρ;ς τ;ν Ζ �ριθµ	ν, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν ΘV κα0 jς Zρα 6
Ε µον?ς πρ;ς τ;ν Ζ �ριθµ	ν, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Θ κα0 b Θ πρ;ς τ;ν Μ. %σος δ� b Μ τ97 ΑV
1στιν Zρα jς 6 Ε µον?ς πρ;ς τ;ν Ζ �ριθµ	ν, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Θ κα0 b Θ πρ;ς τ;ν Α. δι?
τ? α�τ? δ� κα0 jς 6 Ε µον?ς πρ;ς τ;ν Η �ριθµ	ν, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Λ κα0 b Λ πρ;ς τ;ν Β.
Dσοι Zρα εJς τοpς Α, Β µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν �ριθµο*, τοσοIτοι
κα0 )κατ�ρου τ9ν Α, Β κα0 µον-δος τ�ς Ε µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν
�ριθµο*V Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ή .ί
+Ε?ν δ8ο �ριθµ9ν )κατ�ρου κα0 µον-δος µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτωσιν
�ριθµο*, Dσοι )κατ�ρου α�τ9ν κα0 µον-δος µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτουσιν
�ριθµο*, τοσοIτοι κα0 εJς α�τοpς µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπεσοIνται.

∆8ο γ?ρ �ριθµ9ν τ9ν Α, Β

Α

Β

Γ
∆

Ε

Ζ
Η

Θ
Κ

Λ

κα0 µον-δος τ�ς Γ µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπιπτ�τωσαν �ριθµο0 οX τε ∆,
Ε κα0 ο= Ζ, ΗV λ�γω, Dτι Dσοι )κατ�ρου τ9ν Α, Β κα0 µον-δος τ�ς Γ µετα$p κατ? τ;
συνεχ�ς �ν-λογον �µπεπτSκασιν �ριθµο*, τοσοIτοι κα0 εJς τοpς Α, Β µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς
�ν-λογον �µπεσοIνται.

MΟ ∆ γ?ρ τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν Θ ποιε*τω, )κ-τερος δ� τ9ν ∆, Ζ τ;ν Θ πολ-
λαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Κ, Λ ποιε*τω.

Κα0 �πε* �στιν jς 6 Γ µον?ς πρ;ς τ;ν ∆ �ριθµ	ν, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, Jσ-κις Zρα
6 Γ µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b ∆ τ;ν Ε. 6 δ� Γ µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ;ν µετρε� κατ?
τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δαςV κα0 b ∆ Zρα �ριθµ;ς τ;ν Ε µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δαςV b ∆
Zρα )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*ηκεν. π-λιν, �πε* �στιν jς 6 Γ [µον?ς] πρ;ς τ;ν ∆
�ριθµ;ν, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Α, Jσ-κις Zρα 6 Γ µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ;ν µετρε� κα0 b Ε τ;ν Α. 6
δ� Γ µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ;ν µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δαςV κα0 b Ε Zρα τ;ν Α µετρε� κατ?
τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δαςV b ∆ Zρα τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b
µ�ν Ζ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Η πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Η πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν.
κα0 �πε0 b ∆ )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν
Θ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Θ. δι? τ? α�τ? δ� κα0
jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Η. κα0 jς Zρα b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Θ πρ;ς
τ;ν Η. π-λιν, �πε0 b ∆ )κ-τερον τ9ν Ε, Θ πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Α, Κ πεπο*ηκεν,
1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Κ. �λλ( jς b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b
∆ πρ;ς τ;ν ΖV κα0 jς Zρα b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Κ. π-λιν, �πε0 )κ-τερος
τ9ν ∆, Ζ τ;ν Θ πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Κ, Λ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν
Ζ, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν Λ. �λλ( jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΚV κα0 jς Zρα
b Α πρ;ς τ;ν Κ, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν Λ. 1τι �πε0 b Ζ )κ-τερον τ9ν Θ, Η πολλαπλασι-σας
)κ-τερον τ9ν Λ, Β πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Θ πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Λ πρ;ς τ;ν Β. jς δ�
b Θ πρ;ς τ;ν Η, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΖV κα0 jς Zρα b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Λ πρ;ς τ;ν
Β. �δε*χθη δ� κα0 jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως D τε Α πρ;ς τ;ν Κ κα0 b Κ πρ;ς τ;ν ΛV κα0 jς
Zρα b Α πρ;ς τ;ν Κ, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν Λ κα0 b Λ πρ;ς τ;ν Β. ο= Α, Κ, Λ, Β Zρα κατ?
τ; συνεχ�ς )$�ς εJσιν �ν-λογον. Dσοι Zρα )κατ�ρου τ9ν Α, Β κα0 τ�ς Γ µον-δος µετα$p
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κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*, τοσοIτοι κα0 εJς τοpς Α, Β µετα$p κατ? τ;
συνεχ�ς �µπεσοIνταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιά

∆8ο τετραγSνων �ριθµ9ν εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς, κα0 b τετρ-γωνος πρ;ς τ;ν
τετρ-γωνον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 πλευρ? πρ;ς τ�ν πλευρ-ν.

RΕστωσαν τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 τοI µ�ν Α πλευρ? 1στω b Γ, τοI δ� Β b ∆V

Α

Β

Γ ∆

Ε

λ�γω, Dτι τ9ν Α, Β εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς, κα0 b Α πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν ∆.

MΟ Γ γ?ρ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τω. κα0 �πε0 τετρ-γων	ς �στιν b Α, πλευρ? δ�
α�τοI �στιν b Γ, b Γ Zρα )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b ∆
)αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. �πε0 οYν b Γ )κ-τερον τ9ν Γ, ∆ πολλαπλασι-σας
)κ-τερον τ9ν Α, Ε πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Ε. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Β. κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Ε, οwτως
b Ε πρ;ς τ;ν Β. τ9ν Α, Β Zρα εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς.

Λ�γω δ", Dτι κα0 b Α πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν ∆. �πε0 γ?ρ
τρε�ς �ριθµο0 �ν-λογ	ν εJσιν ο= Α, Ε, Β, b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b
Α πρ;ς τ;ν Ε. jς δ� b Α πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆. b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 Γ πλευρ? πρ;ς τ�ν ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιβ́

∆8ο κ8βων �ριθµ9ν δ8ο µ�σοι �ν-λογ	ν εJσιν �ριθµο*, κα0 b κ8βος πρ;ς τ;ν κ8βον τριπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 πλευρ? πρ;ς τ�ν πλευρ-ν.

RΕστωσαν κ8βοι �ριθµο0 ο= Α, Β κα0 τοI µ�ν Α πλευρ?
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Α
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∆
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1στω b Γ, τοI δ� Β b ∆V λ�γω, Dτι τ9ν Α, Β δ8ο µ�σοι �ν-λογ	ν εJσιν �ριθµο*, κα0 b Α
πρ;ς τ;ν Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν ∆.

MΟ γ?ρ Γ )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τω, τ;ν δ� ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν
Ζ ποιε*τω, b δ� ∆ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Η ποιε*τω, )κ-τερος δ� τ9ν Γ, ∆ τ;ν Ζ
πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Θ, Κ ποιε*τω.

Κα0 �πε0 κ8βος �στ0ν b Α, πλευρ? δ� α�τοI b Γ, κα0 b Γ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε
πεπο*ηκεν, b Γ Zρα )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ε πολλαπλασι-σας
τ;ν Α πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b ∆ )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Η πεπο*ηκεν, τ;ν
δ� Η πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. κα0 �πε0 b Γ )κ-τερον τ9ν Γ, ∆ πολλαπλασι-σας
)κ-τερον τ9ν Ε, Ζ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Ζ. δι?
τ? α�τ? δ� κα0 jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Η. π-λιν, �πε0 b Γ )κ-τερον τ9ν
Ε, Ζ πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Α, Θ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως
b Α πρ;ς τ;ν Θ. jς δ� b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆V κα0 jς Zρα b Γ πρ;ς τ;ν
∆, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Θ. π-λιν, �πε0 )κ-τερος τ9ν Γ, ∆ τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας )κ-τερον
τ9ν Θ, Κ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Κ. π-λιν, �πε0 b ∆
)κ-τερον τ9ν Ζ, Η πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Κ, Β πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Ζ πρ;ς
τ;ν Η, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν Β. jς δ� b Ζ πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆V κα0 jς Zρα b
Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως D τε Α πρ;ς τ;ν Θ κα0 b Θ πρ;ς τ;ν Κ κα0 b Κ πρ;ς τ;ν Β. τ9ν Α, Β
Zρα δ8ο µ�σοι �ν-λογ	ν εJσιν ο= Θ, Κ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 b Α πρ;ς τ;ν Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν ∆. �πε0 γ?ρ
τ�σσαρες �ριθµο0 �ν-λογ	ν εJσιν ο= Α, Θ, Κ, Β, b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει
Fπερ b Α πρ;ς τ;ν Θ. jς δ� b Α πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆V κα0 b Α [Zρα] πρ;ς τ;ν
Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν ∆. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιγ́
+Ε?ν >σιν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον, κα0 πολλαπλασι-σας iκαστος )αυτ;ν ποι�@
τινα, ο= γεν	µενοι �$ α�τ9ν �ν-λογον 1σονταιV κα0 �?ν ο= �$ �ρχ�ς τοpς γενοµ�νους πολ-
λαπλασι-σαντες ποι9σ* τινας, κα0 α�το0 �ν-λογον 1σονται [κα0 �ε0 περ0 τοpς Zκρους τοIτο
συµβα*νει].

RΕστωσαν bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον, ο= Α, Β, Γ, jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Β
πρ;ς τ;ν Γ, κα0 ο= Α, Β, Γ )αυτοpς µ�ν πολλαπλασι-σαντες τοpς ∆, Ε, Ζ ποιε*τωσαν, τοpς
δ� ∆, Ε, Ζ πολλαπλασι-σαντες τοpς Η, Θ, Κ ποιε*τωσανV λ�γω, Dτι οX τε ∆, Ε, Ζ κα0 ο= Η,
Θ, Κ )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν.
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MΟ µ�ν γ?ρ Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Λ ποιε*τω, )κ-τερος δ� τ9ν Α, Β τ;ν Λ πολ-
λαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Μ, Ν ποιε*τω. κα0 π-λιν b µ�ν Β τ;ν Γ πολλαπλασι-σας

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

q Ο

Π

τ;ν q ποιε*τω, )κ-τερος δ� τ9ν Β, Γ τ;ν q πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Ο, Π ποιε*τω.
MΟµο*ως δ� το�ς �π-νω δε*$οµεν, Dτι ο= ∆, Λ, Ε κα0 ο= Η, Μ, Ν, Θ )$�ς εJσιν �ν-λογον

�ν τ97 τοI Α πρ;ς τ;ν Β λ	γω7, κα0 1τι ο= Ε, q, Ζ κα0 ο= Θ, Ο, Π, Κ )$�ς εJσιν �ν-λογον �ν
τ97 τοI Β πρ;ς τ;ν Γ λ	γω7. κα* �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Β πρ;ς τ;ν ΓV κα0 ο= ∆,
Λ, Ε Zρα το�ς Ε, q, Ζ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0 κα0 1τι ο= Η, Μ, Ν, Θ το�ς Θ, Ο, Π, Κ. κα*
�στιν %σον τ; µ�ν τ9ν ∆, Λ, Ε πλ�θος τ97 τ9ν Ε, q, Ζ πλ"θει, τ; δ� τ9ν Η, Μ, Ν, Θ τ97 τ9ν
Θ, Ο, Π, ΚV δ* %σου Zρα �στ0ν jς µ�ν b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, jς δ� b Η
πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν ΚV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιδ́
+Ε?ν τετρ-γωνος τετρ-γωνον µετρ�@, κα0 6 πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ"σειV κα0 �?ν 6 πλευρ?
τ�ν πλευρ?ν µετρ�@, κα0 b τετρ-γωνος τ;ν τετρ-γωνον µετρ"σει.

RΕστωσαν τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο=

Α

Β

Γ ∆

Ε
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Α, Β, πλευρα0 δ� α�τ9ν 1στωσαν ο= Γ, ∆, b δ� Α τ;ν Β µετρε*τωV λ�γω, Dτι κα0 b Γ τ;ν
∆ µετρε�.

MΟ Γ γ?ρ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τωV ο= Α, Ε, Β Zρα )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν �ν
τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ λ	γω7. κα0 �πε0 ο= Α, Ε, Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, κα0 µετρε� b Α τ;ν Β,
µετρε� Zρα κα0 b Α τ;ν Ε. κα* �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆V µετρε� Zρα
κα0 b Γ τ;ν ∆.

Π-λιν δ� b Γ τ;ν ∆ µετρε*τωV λ�γω, Dτι κα0 b Α τ;ν Β µετρε�.
Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι ο= Α, Ε, Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν

�ν τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ λ	γω7. κα0 �πε* �στιν jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Ε,
µετρε� δ� b Γ τ;ν ∆, µετρε� Zρα κα0 b Α τ;ν Ε. κα* εJσιν ο= Α, Ε, Β )$�ς �ν-λογονV µετρε�
Zρα κα0 b Α τ;ν Β.

+Ε?ν Zρα τετρ-γωνος τετρ-γωνον µετρ�@, κα0 6 πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ"σειV κα0 �?ν 6
πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ�@, κα0 b τετρ-γωνος τ;ν τετρ-γωνον µετρ"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιέ
+Ε?ν κ8βος �ριθµ;ς κ8βον �ριθµ;ν µετρ�@, κα0 6 πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ"σειV κα0 �?ν 6
πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ�@, κα0 b κ8βος τ;ν κ8βον µετρ"σει.

Κ8βος γ?ρ �ριθµ;ς b Α κ8βον τ;ν Β µετρε*τω, κα0 τοI µ�ν Α πλευρ? 1στω b Γ, τοI δ�
Β b ∆V λ�γω, Dτι b Γ τ;ν ∆ µετρε�.

MΟ Γ γ?ρ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Ε ποιε*τω, b δ� ∆ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Η
ποιε*τω, κα0 1τι b Γ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Ζ [ποιε*τω], )κ-τερος δ� τ9ν Γ, ∆ τ;ν Ζ
πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Θ, Κ ποιε*τω. φανερ;ν δ", Dτι ο= Ε, Ζ,

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Η κα0 ο= Α, Θ, Κ, Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν �ν τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ λ	γω7. κα0 �πε0 ο= Α,
Θ, Κ, Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, κα0 µετρε� b Α τ;ν Β, µετρε� Zρα κα0 τ;ν Θ. κα* �στιν jς b
Α πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆V µετρε� Zρα κα0 b Γ τ;ν ∆.

+Αλλ? δ� µετρε*τω b Γ τ;ν ∆V λ�γω, Dτι κα0 b Α τ;ν Β µετρ"σει.
Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο= Α, Θ, Κ, Β )$�ς �ν-λογ	ν

εJσιν �ν τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν ∆ λ	γω7. κα0 �πε0 b Γ τ;ν ∆ µετρε�, κα* �στιν jς b Γ πρ;ς τ;ν
∆, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Θ, κα0 b Α Zρα τ;ν Θ µετρε�V hστε κα0 τ;ν Β µετρε� b ΑV Dπερ 1δει
δε�$αι.
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Ή .ι3́
+Ε?ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς τετρ-γωνον �ριθµ;ν µ� µετρ�@, ο�δ� 6 πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ"σειV
κlν 6 πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µ� µετρ�@, ο�δ� b τετρ-γωνος τ;ν τετρ-γωνον µετρ"σει.

Α

Β

Γ

∆

Rεστωσαν τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο= Α, Β, πλευρα0 δ� α�τ9ν 1στωσαν ο= Γ, ∆, κα0 µ� µετρε*τω
b Α τ;ν ΒV λ�γω, Dτι ο�δ� b Γ τ;ν ∆ µετρε�.

ΕJ γ?ρ µετρε� b Γ τ;ν ∆, µετρ"σει κα0 b Α τ;ν Β. ο� µετρε� δ� b Α τ;ν ΒV ο�δ� Zρα b Γ
τ;ν ∆ µετρ"σει.

Μ� µετρε*τω [δ�] π-λιν b Γ τ;ν ∆V λ�γω, Dτι ο�δ� b Α τ;ν Β µετρ"σει.
ΕJ γ?ρ µετρε� b Α τ;ν Β, µετρ"σει κα0 b Γ τ;ν ∆. ο� µετρε� δ� b Γ τ;ν ∆V ο�δ( Zρα b Α

τ;ν Β µετρ"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιζ́
+Ε?ν κ8βος �ριθµ;ς κ8βον �ριθµ;ν µ� µετρ�@, ο�δ� 6 πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µετρ"σειV κlν 6
πλευρ? τ�ν πλευρ?ν µ� µετρ�@, ο�δ� b κ8βος τ;ν κ8βον µετρ"σει.

Α

Β

Γ

∆

Κ8βος γ?ρ �ριθµ;ς b Α κ8βον �ριθµ;ν τ;ν Β µ� µετρε*τω, κα0 τοI µ�ν Α πλευρ? 1στω b
Γ, τοI δ� Β b ∆V λ�γω, Dτι b Γ τ;ν ∆ ο� µετρ"σει.

ΕJ γ?ρ µετρε� b Γ τ;ν ∆, κα0 b Α τ;ν Β µετρ"σει. ο� µετρε� δ� b Α τ;ν ΒV ο�δ( Zρα b Γ
τ;ν ∆ µετρε�.

+Αλλ? δ� µ� µετρε*τω b Γ τ;ν ∆V λ�γω, Dτι ο�δ� b Α τ;ν Β µετρ"σει.
ΕJ γ?ρ b Α τ;ν Β µετρε�, κα0 b Γ τ;ν ∆ µετρ"σει. ο� µετρε� δ� b Γ τ;ν ∆V ο�δ( Zρα b Α

τ;ν Β µετρ"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ή .ιή
∆8ο bµο*ων �πιπ�δων �ριθµ9ν εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ςV κα0 b �π*πεδος πρ;ς τ;ν
�π*πεδον διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ-ν.

RΕστωσαν δ8ο Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 τοI µ�ν Α πλευρα0 1στωσαν ο= Γ, ∆
�ριθµο*, τοI δ� Β ο= Ε, Ζ. κα0 �πε0 Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν ο= �ν-λογον 1χοντες τ?ς πλευρ-ς,
1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Ζ. λ�γω οYν, Dτι τ9ν Α, Β εtς µ�σος
�ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς, κα0 b Α πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν Ε P
b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, τουτ�στιν Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον [πλευρ-ν].

Κα0 �πε* �στιν jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς b Γ πρ;ς
τ;ν Ε, b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ. κα0 �πε0 �π*πεδ	ς �στιν b Α, πλευρα0 δ� α�τοI ο= Γ, ∆, b ∆ Zρα τ;ν
Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. δι?

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

τ? α�τ? δ� κα0 b Ε τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. b ∆ δ� τ;ν Ε πολλαπλασι-σας
τ;ν Η ποιε*τω. κα0 �πε0 b ∆ τ;ν µ�ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ε πολ-
λαπλασι-σας τ;ν Η πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Η. �λλ( jς
b Γ πρ;ς τ;ν Ε, [οwτως] b ∆ πρ;ς τ;ν ΖV κα0 jς Zρα b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν
Η. π-λιν, �πε0 b Ε τ;ν µ�ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Η πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ζ πολλαπλασι-σας
τ;ν Β πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Β. �δε*χθη δ� κα0 jς b
∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΗV κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Η πρ;ς τ;ν Β.
ο= Α, Η, Β Zρα )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν. τ9ν Α, Β Zρα εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς.

Λ�γω δ", Dτι κα0 b Α πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς
τ�ν bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν Ε P b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ. �πε0 γ?ρ ο= Α, Η,
Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, b Α πρ;ς τ;ν Β διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ πρ;ς τ;ν Η. κα* �στιν
jς b Α πρ;ς τ;ν Η, οwτως D τε Γ πρ;ς τ;ν Ε κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ. κα0 b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β
διπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν Ε P b ∆ πρ;ς τ;ν ΖV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .ιθ́
∆8ο bµο*ων στερε9ν �ριθµ9ν δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*V κα0 b στερε;ς πρ;ς
τ;ν Dµοιον στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον
πλευρ-ν.
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RΕστωσαν δ8ο Dµοιοι στερεο0 ο= Α, Β, κα0 τοI µ�ν Α πλευρα0 1στωσαν ο= Γ, ∆, Ε, τοI
δ� Β ο= Ζ, Η, Θ. κα0 �πε0 Dµοιοι στερεο* εJσιν ο= �ν-λογον 1χοντες τ?ς πλευρ-ς,

Α

Β
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∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ
Ν

q

1στιν Zρα jς µ�ν b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Η, jς δ� b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b
Η πρ;ς τ;ν Θ. λ�γω, Dτι τ9ν Α, Β δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*, κα0 b Α πρ;ς
τ;ν Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 1τι b Ε πρ;ς τ;ν
Θ.

MΟ Γ γ?ρ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Κ ποιε*τω, b δ� Ζ τ;ν Η πολλαπλασι-σας τ;ν Λ
ποιε*τω. κα0 �πε0 ο= Γ, ∆ το�ς Ζ, Η �ν τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ*ν, κα0 �κ µ�ν τ9ν Γ, ∆ �στιν b
Κ, �κ δ� τ9ν Ζ, Η b Λ, ο= Κ, Λ [Zρα] Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν �ριθµο*V τ9ν Κ, Λ Zρα εtς µ�σος
�ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς. 1στω b Μ. b Μ Zρα �στ0ν b �κ τ9ν ∆, Ζ, jς �ν τ97 πρ; το8του
θεωρ"µατι �δε*χθη. κα0 �πε0 b ∆ τ;ν µ�ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν Κ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ζ
πολλαπλασι-σας τ;ν Μ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Γ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν Μ.
�λλ( jς b Κ πρ;ς τ;ν Μ, b Μ πρ;ς τ;ν Λ. ο= Κ, Μ, Λ Zρα )$�ς εJσιν �ν-λογον �ν τ97 τοI
Γ πρ;ς τ;ν Ζ λ	γω7. κα0 �πε* �στιν jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Η, �ναλλ?$
Zρα �στ0ν jς b Γ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Η. δι? τ? α�τ? δ� κα0 jς b ∆ πρ;ς τ;ν
Η, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Θ. ο= Κ, Μ, Λ Zρα )$�ς εJσιν �ν-λογον 1ν τε τ97 τοI Γ πρ;ς τ;ν Ζ
λ	γω7 κα0 τ97 τοI ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 1τι τ97 τοI Ε πρ;ς τ;ν Θ. )κ-τερος δ� τ9ν Ε, Θ τ;ν Μ
πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Ν, q ποιε*τω. κα0 �πε0 στερε	ς �στιν b Α, πλευρα0 δ� α�τοI
εJσιν ο= Γ, ∆, Ε, b Ε Zρα τ;ν �κ τ9ν Γ, ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. b δ� �κ τ9ν Γ,
∆ �στιν b ΚV b Ε Zρα τ;ν Κ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Θ τ;ν
Λ πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. κα0 �πε0 b Ε τ;ν Κ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν,
�λλ? µ�ν κα0 τ;ν Μ πολλαπλασι-σας τ;ν Ν πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Κ πρ;ς τ;ν Μ, οwτως
b Α πρ;ς τ;ν Ν. jς δ� b Κ πρ;ς τ;ν Μ, οwτως D τε Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 1τι
b Ε πρ;ς τ;ν ΘV κα0 jς Zρα b Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως
b Α πρ;ς τ;ν Ν. π-λιν, �πε0 )κ-τερος τ9ν Ε, Θ τ;ν Μ πολλαπλασι-σας )κ-τερον τ9ν Ν, q
πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Ν πρ;ς τ;ν q. �λλ( jς b Ε πρ;ς τ;ν Θ,
οwτως D τε Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν ΗV κα0 jς Zρα b Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν
Η κα0 b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως D τε Α πρ;ς τ;ν Ν κα0 b Ν πρ;ς τ;ν q. π-λιν, �πε0 b Θ τ;ν
Μ πολλαπλασι-σας τ;ν q πεπο*ηκεν, �λλ? µ�ν κα0 τ;ν Λ πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν,
1στιν Zρα jς b Μ πρ;ς τ;ν Λ, οwτως b q πρ;ς τ;ν Β. �λλ( jς b Μ πρ;ς τ;ν Λ, οwτως D τε
Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 b Ε πρ;ς τ;ν Θ. κα0 jς Zρα b Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆
πρ;ς τ;ν Η κα0 b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως ο� µ	νον b q πρ;ς τ;ν Β, �λλ? κα0 b Α πρ;ς τ;ν Ν
κα0 b Ν πρ;ς τ;ν q. ο= Α, Ν, q, Β Zρα )$�ς εJσιν �ν-λογον �ν το�ς εJρηµ�νοις τ9ν πλευρ9ν
λ	γοις.
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Λ�γω, Dτι κα0 b Α πρ;ς τ;ν Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν
bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν Fπερ b Γ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν Ζ P b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 1τι b Ε
πρ;ς τ;ν Θ. �πε0 γ?ρ τ�σσαρες �ριθµο0 )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν ο= Α, Ν, q, Β, b Α Zρα πρ;ς
τ;ν Β τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ b Α πρ;ς τ;ν Ν. �λλ( jς b Α πρ;ς τ;ν Ν, οwτως �δε*χθη
D τε Γ πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 1τι b Ε πρ;ς τ;ν Θ. κα0 b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β
τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν Fπερ
b Γ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν Ζ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Η κα0 1τι b Ε πρ;ς τ;ν ΘV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κ́
+Ε?ν δ8ο �ριθµ9ν εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτη@ �ριθµ	ς, Dµοιοι �π*πεδοι 1σονται ο= �ριθµο*.

∆8ο γ?ρ �ριθµ9ν τ9ν Α, Β εtς µ�σος �ν-λογον �µπιπτ�τω �ριθµ;ς b ΓV λ�γω, Dτι ο= Α,
Β Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν �ριθµο*.

ΕJλ"φθωσαν [γ?ρ] �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Γ ο= ∆, ΕV
Jσ-κις Zρα b ∆ τ;ν Α µετρε� κα0 b Ε τ;ν Γ. bσ-κις δ� b ∆ τ;ν Α µετρε�,
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Γ
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Ε

Ζ

Η

τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ΖV b Ζ Zρα τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν.
hστε b Α �π*πεδ	ς �στιν, πλευρα0 δ� α�τοI ο= ∆, Ζ. π-λιν, �πε0 ο= ∆, Ε �λ-χιστο* εJσι τ9ν
τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Γ, Β, Jσ-κις Zρα b ∆ τ;ν Γ µετρε� κα0 b Ε τ;ν Β. bσ-κις
δ� b Ε τ;ν Β µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Η. b Ε Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς
�ν τ97 Η µον-δαςV b Η Zρα τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. b Β Zρα �π*πεδ	ς �στι,
πλευρα0 δ� α�τοI εJσιν ο= Ε, Η. ο= Α, Β Zρα �π*πεδο* εJσιν �ριθµο*. λ�γω δ", Dτι κα0 Dµοιοι.
�πε0 γ?ρ b Ζ τ;ν µ�ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Ε πολλαπλασι-σας τ;ν Γ
πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Γ, τουτ�στιν b Γ πρ;ς τ;ν Β.
π-λιν, �πε0 b Ε )κ-τερον τ9ν Ζ, Η πολλαπλασι-σας τοpς Γ, Β πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Ζ
πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν Β. jς δ� b Γ πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΕV κα0 jς
Zρα b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Η. κα0 �ναλλ?$ jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ζ, οwτως b Ε
πρ;ς τ;ν Η. ο= Α, Β Zρα Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν �ριθµο*V α= γ?ρ πλευρα0 α�τ9ν �ν-λογ	ν εJσινV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κά
+Ε?ν δ8ο �ριθµ9ν δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτωσιν �ριθµο*, Dµοιοι στερεο* εJσιν ο= �ριθµο*.
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∆8ο γ?ρ �ριθµ9ν τ9ν Α, Β δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπιπτ�τωσαν �ριθµο0 ο= Γ, ∆V λ�γω, Dτι
ο= Α, Β Dµοιοι στερεο* εJσιν.

ΕJλ"φθωσαν γ?ρ �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Γ, ∆ τρε�ς ο=
Ε, Ζ, ΗV ο= Zρα Zκροι α�τ9ν ο= Ε, Η πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. κα0 �πε0 τ9ν Ε, Η εtς
µ�σος �ν-λογον �µπ�πτωκεν �ριθµ;ς

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ
Λ

Μ
Ν

q

b Ζ, ο= Ε, Η Zρα �ριθµο0 Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν. 1στωσαν οYν τοI µ�ν Ε πλευρα0 ο= Θ, Κ,
τοI δ� Η ο= Λ, Μ. φανερ;ν Zρα �στ0ν �κ τοI πρ; το8του, Dτι ο= Ε, Ζ, Η )$�ς εJσιν �ν-λογον
1ν τε τ97 τοI Θ πρ;ς τ;ν Λ λ	γω7 κα0 τ97 τοI Κ πρ;ς τ;ν Μ. κα0 �πε0 ο= Ε, Ζ, Η �λ-χιστο*
εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Γ, ∆, κα* �στιν %σον τ; πλ�θος τ9ν Ε, Ζ, Η τ97
πλ"θει τ9ν Α, Γ, ∆, δ* %σου Zρα �στ0ν jς b Ε πρ;ς τ;ν Η, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ∆. ο= δ�
Ε, Η πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον
1χοντας α�το�ς Jσ-κις D τε µε*ζων τ;ν µε*ζονα κα0 b �λ-σσων τ;ν �λ-σσονα, τουτ�στιν D τε
6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενονV Jσ-κις Zρα b Ε τ;ν Α µετρε� κα0 b
Η τ;ν ∆. bσ-κις δ� b Ε τ;ν Α µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Ν. b Ν Zρα τ;ν Ε
πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. b δ� Ε �στιν b �κ τ9ν Θ, ΚV b Ν Zρα τ;ν �κ τ9ν Θ, Κ
πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. στερε;ς Zρα �στ0ν b Α, πλευρα0 δ� α�τοI εJσιν ο= Θ, Κ,
Ν. π-λιν, �πε0 ο= Ε, Ζ, Η �λ-χιστο* εJσι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Γ, ∆, Β, Jσ-κις
Zρα b Ε τ;ν Γ µετρε� κα0 b Η τ;ν Β. bσ-κις δ� b Ε τ;ν Γ µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν
�ν τ97 q. b Η Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 q µον-δαςV b q Zρα τ;ν Η πολλαπλασι-σας
τ;ν Β πεπο*ηκεν. b δ� Η �στιν b �κ τ9ν Λ, ΜV b q Zρα τ;ν �κ τ9ν Λ, Μ πολλαπλασι-σας
τ;ν Β πεπο*ηκεν. στερε;ς Zρα �στ0ν b Β, πλευρα0 δ� α�τοI εJσιν ο= Λ, Μ, qV ο= Α, Β Zρα
στερεο* εJσιν.

Λ�γω [δ"], Dτι κα0 Dµοιοι. �πε0 γ?ρ ο= Ν, q τ;ν Ε πολλαπλασι-σαντες τοpς Α, Γ πε-
ποι"κασιν, 1στιν Zρα jς b Ν πρ;ς τ;ν q, b Α πρ;ς τ;ν Γ, τουτ�στιν b Ε πρ;ς τ;ν Ζ. �λλ( jς
b Ε πρ;ς τ;ν Ζ, b Θ πρ;ς τ;ν Λ κα0 b Κ πρ;ς τ;ν ΜV κα0 jς Zρα b Θ πρ;ς τ;ν Λ, οwτως b
Κ πρ;ς τ;ν Μ κα0 b Ν πρ;ς τ;ν q. κα* εJσιν ο= µ�ν Θ, Κ, Ν πλευρα0 τοI Α, ο= δ� q, Λ, Μ
πλευρα0 τοI Β. ο= Α, Β Zρα �ριθµο0 Dµοιοι στερεο* εJσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κβ́
+Ε?ν τρε�ς �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν, b δ� πρ9τος τετρ-γωνος k@, κα0 b τρ*τος τετρ-γωνος
1σται.
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Α

Β

Γ

RΕστωσαν τρε�ς �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, b δ� πρ9τος b Α τετρ-γωνος 1στωV
λ�γω, Dτι κα0 b τρ*τος b Γ τετρ-γων	ς �στιν.

+Επε0 γ?ρ τ9ν Α, Γ εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ;ς b Β, ο= Α, Γ Zρα Dµοιοι �π*πεδο*
εJσιν. τετρ-γωνος δ� b ΑV τετρ-γωνος Zρα κα0 b ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κγ́
+Ε?ν τ�σσαρες �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν, b δ� πρ9τος κ8βος k@, κα0 b τ�ταρτος κ8βος
1σται.

Α

Β

Γ

∆

RΕστωσαν τ�σσαρες �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, b δ� Α κ8βος 1στωV λ�γω, Dτι
κα0 b ∆ κ8βος �στ*ν.

+Επε0 γ?ρ τ9ν Α, ∆ δ8ο µ�σοι �ν-λογ	ν εJσιν �ριθµο0 ο= Β, Γ, ο= Α, ∆ Zρα Dµοιο* εJσι
στερεο0 �ριθµο*. κ8βος δ� b ΑV κ8βος Zρα κα0 b ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κδ́
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ;ς �λλ"λους λ	γον 1χωσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν, b δ� πρ9τος τετρ-γωνος k@, κα0 b δε8τερος τετρ-γωνος 1σται.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β πρ;ς �λλ"λους λ	γον �χ�τωσαν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς b Γ
πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ;ν τ;ν ∆, b δ� Α τετρ-γωνος 1στωV λ�γω, Dτι κα0 b Β τετρ-γων	ς
�στιν.

+Επε0 γ?ρ ο= Γ, ∆ τετρ-γωνο* εJσιν, ο= Γ, ∆ Zρα Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν. τ9ν Γ, ∆ Zρα εtς
µ�σος
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Α

Β

Γ

∆

�ν-λογον �µπ*πτει �ριθµ	ς. κα* �στιν jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 τ9ν
Α, Β Zρα εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτει �ριθµ	ς. κα* �στιν b Α τετρ-γωνοςV κα0 b Β Zρα
τετρ-γων	ς �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κέ
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ;ς �λλ"λους λ	γον 1χωσιν, /ν κ8βος �ριθµ;ς πρ;ς κ8βον �ριθµ	ν, b δ�
πρ9τος κ8βος k@, κα0 b δε8τερος κ8βος 1σται.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β πρ;ς �λλ"λους λ	γον �χ�τωσαν, /ν κ8βος �ριθµ;ς b Γ πρ;ς
κ8βον �ριθµ;ν τ;ν ∆, κ8βος δ� 1στω b ΑV λ�γω [δ"], Dτι κα0 b Β κ8βος �στ*ν.

+Επε0 γ?ρ ο= Γ, ∆ κ8βοι εJσ*ν, ο= Γ, ∆ Dµοιοι στερεο* εJσινV τ9ν Γ, ∆ Zρα δ8ο µ�σοι
�ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*. Dσοι δ� εJς τοpς Γ, ∆ µετα$p κατ? τ; συνεχ�ς

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

�ν-λογον �µπ*πτουσιν, τοσοIτοι κα0 εJς τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας α�το�ςV hστε κα0
τ9ν Α, Β δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*. �µπιπτ�τωσαν ο= Ε, Ζ. �πε0 οYν τ�σσαρες
�ριθµο0 ο= Α, Ε, Ζ, Β )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, κα* �στι κ8βος b Α, κ8βος Zρα κα0 b ΒV Dπερ
1δει δε�$αι.

Ή .κ3́
Ο= Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο0 πρ;ς �λλ"λους λ	γον 1χουσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν.

RΕστωσαν Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο0 ο= Α, ΒV λ�γω, Dτι b Α πρ;ς τ;ν Β λ	γον 1χει, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν.
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+Επε0 γ?ρ ο= Α, Β Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν, τ9ν Α, Β Zρα εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτει �ριθµ	ς.
�µπιπτ�τω κα0

Α Β

Γ

∆ Ε Ζ

1στω b Γ, κα0 εJλ"φθωσαν �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Γ, Β
ο= ∆, Ε, ΖV ο= Zρα Zκροι α�τ9ν ο= ∆, Ζ τετρ-γωνο* εJσιν. κα0 �πε* �στιν jς b ∆ πρ;ς τ;ν
Ζ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Β, κα* εJσιν ο= ∆, Ζ τετρ-γωνοι, b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β λ	γον 1χει, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ή .κζ́
Ο= Dµοιοι στερεο0 �ριθµο0 πρ;ς �λλ"λους λ	γον 1χουσιν, /ν κ8βος �ριθµ;ς πρ;ς κ8βον
�ριθµ	ν.

RΕστωσαν Dµοιοι στερεο0 �ριθµο0 ο= Α, ΒV λ�γω, Dτι b Α πρ;ς τ;ν Β λ	γον 1χει, /ν κ8βος
�ριθµ;ς πρ;ς κ8βον �ριθµ	ν.

+Επε0 γ?ρ ο= Α, Β Dµοιοι στερεο* εJσιν, τ9ν Α, Β Zρα δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν
�ριθµο*. �µπιπτ�τωσαν

Α

Β

Γ

∆

Ε Ζ Η Θ

ο= Γ, ∆, κα0 εJλ"φθωσαν �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Γ, ∆,
Β %σοι α�το�ς τ; πλ�θος ο= Ε, Ζ, Η, ΘV ο= Zρα Zκροι α�τ9ν ο= Ε, Θ κ8βοι εJσ*ν. κα* �στιν
jς b Ε πρ;ς τ;ν Θ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 b Α Zρα πρ;ς τ;ν Β λ	γον 1χει, /ν κ8βος
�ριθµ;ς πρ;ς κ8βον �ριθµ	νV Dπερ 1δει δε�$αι.



BIBΛION

Θ′

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Θ´.ά
+Ε?ν δ8ο Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σ* τινα, b γεν	µενος
τετρ-γωνος 1σται.

Α

Β

Γ

∆

RΕστωσαν δ8ο Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ
ποιε*τωV λ�γω, Dτι b Γ τετρ-γων	ς �στιν.

MΟ γ?ρ Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τω. b ∆ Zρα τετρ-γων	ς �στιν. �πε0 οYν b
Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν,
1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Γ. κα0 �πε0 ο= Α, Β Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν
�ριθµο*, τ9ν Α, Β Zρα εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτει �ριθµ	ς. �?ν δ� δ8ο �ριθµ9ν µετα$p
κατ? τ; συνεχ�ς �ν-λογον �µπ*πτωσιν �ριθµο*, Dσοι εJς α�τοpς �µπ*πτουσι, τοσοIτοι κα0
εJς τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χονταςV hστε κα0 τ9ν ∆, Γ εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτει �ριθµ	ς.
κα* �στι τετρ-γωνος b ∆V τετρ-γωνος Zρα κα0 b ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.β́
+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σι τετρ-γωνον, Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν
�ριθµο*.

RΕστωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τετρ-γωνον τ;ν Γ ποιε*τωV
λ�γω, Dτι ο= Α, Β Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν �ριθµο*.

229
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MΟ γ?ρ Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τωV b ∆ Zρα τετρ-γων	ς �στιν. κα0 �πε0 b
Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β

Α

Β

Γ

∆

πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, b ∆ πρ;ς τ;ν Γ. κα0 �πε0
b ∆ τετρ-γων	ς �στιν, �λλ? κα0 b Γ, ο= ∆, Γ Zρα Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν. τ9ν ∆, Γ Zρα εtς
µ�σος �ν-λογον �µπ*πτει. κα* �στιν jς b ∆ πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 τ9ν Α,
Β Zρα εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτει. �?ν δ� δ8ο �ριθµ9ν εtς µ�σος �ν-λογον �µπ*πτη@, Dµοιοι
�π*πεδο* εJσιν [ο=] �ριθµο*V ο= Zρα Α, Β Dµοιο* εJσιν �π*πεδοιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.γ́
+Ε?ν κ8βος �ριθµ;ς )αυτ;ν πολλαπλασι-σας ποι�@ τινα, b γεν	µενος κ8βος 1σται.

Κ8βος γ?ρ �ριθµ;ς b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β ποιε*τωV λ�γω, Dτι b Β κ8βος
�στ*ν.

ΕJλ"φθω γ?ρ τοI Α πλευρ? b Γ, κα0 b Γ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τω. φανερ;ν
δ" �στιν, Dτι b Γ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. κα0 �πε0 b Γ )αυτ;ν

Α

Β

Γ ∆

πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, b Γ Zρα τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ?ς �ν αEτ97 µον-δας. �λλ?
µ�ν κα0 6 µον?ς τ;ν Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV 1στιν Zρα jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Γ,
b Γ πρ;ς τ;ν ∆. π-λιν, �πε0 b Γ τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν, b ∆ Zρα τ;ν Α
µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Γ µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 µον?ς τ;ν Γ κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV
1στιν Zρα jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Γ, b ∆ πρ;ς τ;ν Α. �λλ( jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Γ, b Γ πρ;ς
τ;ν ∆V κα0 jς Zρα 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b Γ πρ;ς τ;ν ∆ κα0 b ∆ πρ;ς τ;ν Α. τ�ς Zρα
µον-δος κα0 τοI Α �ριθµοI δ8ο µ�σοι �ν-λογον κατ? τ; συνεχ�ς �µπεπτSκασιν �ριθµο0 ο=
Γ, ∆. π-λιν, �πε0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν, b Α Zρα τ;ν Β µετρε� κατ?
τ?ς �ν αEτ97 µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 µον?ς τ;ν Α κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV 1στιν Zρα
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jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Α, b Α πρ;ς τ;ν Β. τ�ς δ� µον-δος κα0 τοI Α δ8ο µ�σοι �ν-λογον
�µπεπτSκασιν �ριθµο*V κα0 τ9ν Α, Β Zρα δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπεσοIνται �ριθµο*. �?ν δ�
δ8ο �ριθµ9ν δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτωσιν, b δ� πρ9τος κ8βος k@, κα0 b δε8τερος κ8βος
1σται. κα* �στιν b Α κ8βοςV κα0 b Β Zρα κ8βος �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.δ́

+Ε?ν κ8βος �ριθµ;ς κ8βον �ριθµ;ν πολλαπλασι-σας ποι�@ τινα, b γεν	µενος κ8βος 1σται.

Κ8βος γ?ρ �ριθµ;ς b Α κ8βον �ριθµ;ν τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τωV λ�γω, Dτι
b Γ κ8βος �στ*ν.

MΟ γ?ρ Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας

Α

Β

Γ

∆

τ;ν ∆ ποιε*τωV b ∆ Zρα κ8βος �στ*ν. κα0 �πε0 b Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆
πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως
b ∆ πρ;ς τ;ν Γ. κα0 �πε0 ο= Α, Β κ8βοι εJσ*ν, Dµοιοι στερεο* εJσιν ο= Α, Β. τ9ν Α, Β Zρα δ8ο
µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*V hστε κα0 τ9ν ∆, Γ δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπεσοIνται
�ριθµο*. κα* �στι κ8βος b ∆V κ8βος Zρα κα0 b ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.έ

+Ε?ν κ8βος �ριθµ;ς �ριθµ	ν τινα πολλαπλασι-σας κ8βον ποι�@, κα0 b πολλαπλασιασθε0ς κ8βος
1σται.

Κ8βος γ?ρ �ριθµ;ς b Α �ριθµ	ν τινα τ;ν Β πολλαπλασι-σας κ8βον τ;ν Γ ποιε*τωV λ�γω,
Dτι b Β κ8βος �στ*ν.

MΟ γ?ρ Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τωV κ8βος Zρα �στ*ν b ∆. κα0 �πε0 b Α
)αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας
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Α

Β

Γ

∆

τ;ν ∆ πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν
Β, b ∆ πρ;ς τ;ν Γ. κα0 �πε0 ο= ∆, Γ κ8βοι εJσ*ν, Dµοιοι στερεο* εJσιν. τ9ν ∆, Γ Zρα δ8ο
µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*. κα* �στιν jς b ∆ πρ;ς τ;ν Γ, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV
κα0 τ9ν Α, Β Zρα δ8ο µ�σοι �ν-λογον �µπ*πτουσιν �ριθµο*. κα* �στι κ8βος b ΑV κ8βος Zρα
�στ0 κα0 b ΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.3́
+Ε?ν �ριθµ;ς )αυτ;ν πολλαπλασι-σας κ8βον ποι�@, κα0 α�τ;ς κ8βος 1σται.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας κ8βον τ;ν Β ποιε*τωV λ�γω, Dτι κα0 b Α κ8βος
�στ*ν.

Α

Β

Γ

(ο γ?ρ Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τω. �πε0 οYν b Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας
τ;ν Β πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, b Γ Zρα κ8βος �στ*ν. κα0
�πε0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν, b Α Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς �ν αEτ97
µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 µον?ς τ;ν Α κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δας. 1στιν Zρα jς 6 µον?ς
πρ;ς τ;ν Α, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Β. κα0 �πε0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν,
b Β Zρα τ;ν Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Α µον-δας. µετρε� δ� κα0 6 µον?ς τ;ν Α κατ? τ?ς �ν
α�τ97 µον-δας. 1στιν Zρα jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Α, οwτως b Β πρ;ς τ;ν Γ. �λλ( jς 6 µον?ς
πρ;ς τ;ν Α, οwτως b Α πρ;ς τ;ν ΒV κα0 jς Zρα b Α πρ;ς τ;ν Β, b Β πρ;ς τ;ν Γ. κα0 �πε0
ο= Β, Γ κ8βοι εJσ*ν, Dµοιοι στερεο* εJσιν. τ9ν Β, Γ Zρα δ8ο µ�σοι �ν-λογ	ν εJσιν �ριθµο*.
κα* �στιν jς b Β πρ;ς τ;ν Γ, b Α πρ;ς τ;ν Β. κα0 τ9ν Α, Β Zρα δ8ο µ�σοι �ν-λογ	ν εJσιν
�ριθµο*. κα* �στι κ8βος b ΒV κ8βος Zρα �στ0 κα0 b ΑV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ζ́
+Ε?ν σ8νθετος �ριθµ;ς �ριθµ	ν τινα πολλαπλασι-σας ποι�@ τινα, b γεν	µενος στερε;ς 1σται.
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Σ8νθετος γ?ρ �ριθµ;ς b Α �ριθµ	ν τινα τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τωV λ�γω, Dτι
b Γ στερε	ς �στιν.

+Επε0 γ?ρ b Α σ8νθετ	ς �στιν, Eπ;

Α

Β

Γ

∆ Ε

�ριθµοI τινος µετρηθ"σεται. µετρε*σθω Eπ; τοI ∆, κα0 bσ-κις b ∆ τ;ν Α µετρε�, τοσαIται
µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Ε. �πε0 οYν b ∆ τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ε µον-δας, b Ε Zρα τ;ν
∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν. κα0 �πε0 b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν,
b δ� Α �στιν b �κ τ9ν ∆, Ε, b Zρα �κ τ9ν ∆, Ε τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν. b
Γ Zρα στερε	ς �στιν, πλευρα0 δ� α�τοI εJσιν ο= ∆, Ε, ΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ή
+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν, b µ�ν τρ*τος �π; τ�ς µον-δος
τετρ-γωνος 1σται κα0 ο= iνα διαλε*ποντες, b δ� τ�ταρτος κ8βος κα0 ο= δ8ο διαλε*ποντες
π-ντες, b δ� iβδοµος κ8βος rµα κα0 τετρ-γωνος κα0 ο= π�ντε διαλε*ποντες.

RΕστωσαν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΖV λ�γω, Dτι
b µ�ν τρ*τος �π; τ�ς

Α

Β

Γ

∆

Ε

Φ

µον-δος b Β τετρ-γων	ς �στι κα0 ο= iνα διαλε*ποντες π-ντες, b δ� τ�ταρτος b Γ κ8βος
κα0 ο= δ8ο διαλε*ποντες π-ντες, b δ� iβδοµος b Ζ κ8βος rµα κα0 τετρ-γωνος κα0 ο= π�ντε
διαλε*ποντες π-ντες.
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+Επε0 γ-ρ �στιν jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Α, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Β, Jσ-κις Zρα 6 µον?ς τ;ν Α
�ριθµ;ν µετρε� κα0 b Α τ;ν Β. 6 δ� µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν µετρε� κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV
κα0 b Α Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Α µον-δας. b Α Zρα )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν
Β πεπο*ηκενV τετρ-γωνος Zρα �στ0ν b Β. κα0 �πε0 ο= Β, Γ, ∆ )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, b δ� Β
τετρ-γων	ς �στιν, κα0 b ∆ Zρα τετρ-γων	ς �στιν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Ζ τετρ-γων	ς �στιν.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 ο= iνα διαλε*ποντες π-ντες τετρ-γωνο* εJσιν. λ�γω δ", Dτι κα0
b τ�ταρτος �π; τ�ς µον-δος b Γ κ8βος �στ0 κα0 ο= δ8ο διαλε*ποντες π-ντες. �πε0 γ-ρ �στιν
jς 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Α, οwτως b Β πρ;ς τ;ν Γ, Jσ-κις Zρα 6 µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν µετρε�
κα0 b Β τ;ν Γ. 6 δ� µον?ς τ;ν Α �ριθµ;ν µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Α µον-δαςV κα0 b Β Zρα
τ;ν Γ µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Α µον-δαςV b Α Zρα τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν.
�πε0 οYν b Α )αυτ;ν µ�ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν, τ;ν δ� Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ
πεπο*ηκεν, κ8βος Zρα �στ0ν b Γ. κα0 �πε0 ο= Γ, ∆, Ε, Ζ )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, b δ� Γ κ8βος
�στ*ν, κα0 b Ζ Zρα κ8βος �στ*ν. �δε*χθη δ� κα0 τετρ-γωνοςV b Zρα iβδοµος �π; τ�ς µον-δος
κ8βος τ� �στι κα0 τετρ-γωνος. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 ο= π�ντε διαλε*ποντες π-ντες
κ8βοι τ� εJσι κα0 τετρ-γωνοιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.θ́
+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν )$�ς κατ? τ; συνεχ�ς �ριθµο0 �ν-λογον >σιν, b δ� µετ? τ�ν
µον-δα τετρ-γωνος k@, κα0 ο= λοιπο0 π-ντες τετρ-γωνοι 1σονται. κα0 �?ν b µετ? τ�ν µον-δα
κ8βος k@, κα0 ο= λοιπο0 π-ντες κ8βοι 1σονται.

RΕστωσαν �π; µον-δος )$�ς �ν-λογον bσοιδηποτοIν �ριθµο0 ο= Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, b δ�
µετ? τ�ν µον-δα b Α τετρ-γωνος 1στωV λ�γω, Dτι κα0 ο= λοιπο0 π-ντες τετρ-γωνοι 1σονται.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Φ

<Οτι µ�ν οYν b τρ*τος �π; τ�ς µον-δος b Β τετρ-γων	ς �στι κα0 ο= iνα διαλε*ποντες
π-ντες, δ�δεικταιV λ�γω [δ"], Dτι κα0 ο= λοιπο0 π-ντες τετρ-γωνο* εJσιν. �πε0 γ?ρ ο= Α, Β, Γ
)$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, κα* �στιν b Α τετρ-γωνος, κα0 b Γ [Zρα] τετρ-γων	ς �στιν. π-λιν, �πε0
[κα0] ο= Β, Γ, ∆ )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, κα* �στιν b Β τετρ-γωνος, κα0 b ∆ [Zρα] τετρ-γων	ς
�στιν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 ο= λοιπο0 π-ντες τετρ-γωνο* εJσιν.

+Αλλ? δ� 1στω b Α κ8βοςV λ�γω, Dτι κα0 ο= λοιπο0 π-ντες κ8βοι εJσ*ν.
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<Οτι µ�ν οYν b τ�ταρτος �π; τ�ς µον-δος b Γ κ8βος �στ0 κα0 ο= δ8ο διαλε*ποντες π-ντες,
δ�δεικταιV λ�γω [δ"], Dτι κα0 ο= λοιπο0 π-ντες κ8βοι εJσ*ν. �πε0 γ-ρ �στιν jς 6 µον?ς πρ;ς
τ;ν Α, οwτως b Α πρ;ς τ;ν Β, Jσ-κις Zρα 6 µον?ς τ;ν Α µετρε� κα0 b Α τ;ν Β. 6 δ� µον?ς τ;ν
Α µετρε� κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV κα0 b Α Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς �ν αEτ97 µον-δαςV b
Α Zρα )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. κα* �στιν b Α κ8βος. �?ν δ� κ8βος �ριθµ;ς
)αυτ;ν πολλαπλασι-σας ποι�@ τινα, b γεν	µενος κ8βος �στ*νV κα0 b Β Zρα κ8βος �στ*ν. κα0
�πε0 τ�σσαρες �ριθµο0 ο= Α, Β, Γ, ∆ )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, κα* �στιν b Α κ8βος, κα0 b ∆ Zρα
κ8βος �στ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Ε κ8βος �στ*ν, κα0 bµο*ως ο= λοιπο0 π-ντες κ8βοι εJσ*νV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ί
+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 [)$�ς] �ν-λογον >σιν, b δ� µετ? τ�ν µον-δα µ� k@
τετρ-γωνος, ο�δ( Zλλος ο�δε0ς τετρ-γωνος 1σται χωρ0ς τοI τρ*του �π; τ�ς µον-δος κα0 τ9ν
iνα διαλειπ	ντων π-ντων. κα0 �?ν b µετ? τ�ν µον-δα κ8βος µ� k@, ο�δ� Zλλος ο�δε0ς κ8βος
1σται χωρ0ς τοI τετ-ρτου �π; τ�ς µον-δος κα0 τ9ν δ8ο διαλειπ	ντων π-ντων.

RΕστωσαν �π; µον-δος )$�ς �ν-λογον bσοιδηποτοIν �ριθµο0 ο= Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, b δ�
µετ? τ�ν µον-δα b Α µ� 1στω τετρ-γωνοςV λ�γω, Dτι ο�δ� Zλλος ο�δε0ς τετρ-γωνος 1σται
χωρ0ς τοI τρ*του �π; τ�ς µον-δος [κα0 τ9ν iνα διαλειπ	ντων].

Α

Β

Γ

∆

Ε

Φ

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω b Γ τετρ-γωνος. 1στι δ� κα0 b Β τετρ-γωνοςV ο= Β, Γ Zρα πρ;ς
�λλ"λους λ	γον 1χουσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. κα* �στιν jς b
Β πρ;ς τ;ν Γ, b Α πρ;ς τ;ν ΒV ο= Α, Β Zρα πρ;ς �λλ"λους λ	γον 1χουσιν, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV hστε ο= Α, Β Dµοιοι �π*πεδο* εJσιν. κα* �στι τετρ-γωνος b
ΒV τετρ-γωνος Zρα �στ0 κα0 b ΑV Dπερ ο�χ Eπ�κειτο. ο�κ Zρα b Γ τετρ-γων	ς �στιν. bµο*ως
δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ( Zλλος ο�δε0ς τετρ-γων	ς �στι χωρ0ς τοI τρ*του �π; τ�ς µον-δος κα0
τ9ν iνα διαλειπ	ντων.

+Αλλ? δ� µ� 1στω b Α κ8βος. λ�γω, Dτι ο�δ( Zλλος ο�δε0ς κ8βος 1σται χωρ0ς τοI τετ-ρτου
�π; τ�ς µον-δος κα0 τ9ν δ8ο διαλειπ	ντων.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω b ∆ κ8βος. 1στι δ� κα0 b Γ κ8βοςV τ�ταρτος γ-ρ �στιν �π; τ�ς
µον-δος. κα* �στιν jς b Γ πρ;ς τ;ν ∆, b Β πρ;ς τ;ν ΓV κα0 b Β Zρα πρ;ς τ;ν Γ λ	γον 1χει,
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/ν κ8βος πρ;ς κ8βον. κα* �στιν b Γ κ8βοςV κα0 b Β Zρα κ8βος �στ*ν. κα0 �πε* �στιν jς 6
µον?ς πρ;ς τ;ν Α, b Α πρ;ς τ;ν Β, 6 δ� µον?ς τ;ν Α µετρε� κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δας, κα0 b
Α Zρα τ;ν Β µετρε� κατ? τ?ς �ν αEτ97 µον-δαςV b Α Zρα )αυτ;ν πολλαπλασι-σας κ8βον τ;ν
Β πεπο*ηκεν. �?ν δ� �ριθµ;ς )αυτ;ν πολλαπλασι-σας κ8βον ποι�@, κα0 α�τ;ς κ8βος 1σται.
κ8βος Zρα κα0 b ΑV Dπερ ο�χ Eπ	κειται. ο�κ Zρα b ∆ κ8βος �στ*ν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι
ο�δ( Zλλος ο�δε0ς κ8βος �στ0 χωρ0ς τοI τετ-ρτου �π; τ�ς µον-δος κα0 τ9ν δ8ο διαλειπ	ντωνV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιά
+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν, b �λ-ττων τ;ν µε*ζονα µετρε�
κατ- τινα τ9ν Eπαρχ	ντων �ν το�ς �ν-λογον �ριθµο�ς.

RΕστωσαν �π; µον-δος τ�ς Α bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Β, Γ, ∆, ΕV λ�γω, Dτι
τ9ν Β, Γ, ∆, Ε b �λ-χιστος b Β τ;ν Ε µετρε� κατ- τινα τ9ν Γ, ∆.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς 6 Α µον?ς

Α

Β

Γ

∆

Ε

πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, Jσ-κις Zρα 6 Α µον?ς τ;ν Β �ριθµ;ν µετρε� κα0 b
∆ τ;ν ΕV �ναλλ?$ Zρα Jσ-κις 6 Α µον?ς τ;ν ∆ µετρε� κα0 b Β τ;ν Ε. 6 δ� Α µον?ς τ;ν ∆
µετρε� κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δαςV κα0 b Β Zρα τ;ν Ε µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δαςV
hστε b �λ-σσων b Β τ;ν µε*ζονα τ;ν Ε µετρε� κατ- τινα �ριθµ;ν τ9ν Eπαρχ	ντων �ν το�ς
�ν-λογον �ριθµο�ς.

Π	ρισµα

Κα0 φανερ	ν, Dτι Bν 1χει τ-$ιν b µετρ9ν �π; µον-δος, τ�ν α�τ�ν 1χει κα0 b καθ( /ν µετρε�
�π; τοI µετρουµ�νου �π0 τ; πρ; α�τοI. yDπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιβ́
+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν, Eφ( Dσων lν b 1σχατος πρSτων
�ριθµ9ν µετρ�ται, Eπ; τ9ν α�τ9ν κα0 b παρ? τ�ν µον-δα µετρηθ"σεται.

RΕστωσαν �π; µον-δος bποσοιδηποτοIν �ριθµο0 �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆V λ�γω, Dτι Eφ(
Dσων lν b ∆ πρSτων �ριθµ9ν µετρ�ται, Eπ; τ9ν α�τ9ν κα0 b Α µετρηθ"σεται.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Μετρε*σθω γ?ρ b ∆ Eπ	 τινος πρSτου �ριθµοI τοI ΕV λ�γω, Dτι b Ε τ;ν Α µετρε�. µ�
γ-ρV κα* �στιν b Ε πρ9τος, rπας δ� πρ9τος �ριθµ;ς πρ;ς rπαντα, /ν µ� µετρε�, πρ9τ	ς
�στινV ο= Ε, Α Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. κα0 �πε0 b Ε τ;ν ∆ µετρε�, µετρε*τω α�τ;ν
κατ? τ;ν ΖV b Ε Zρα τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. π-λιν, �πε0 b Α τ;ν ∆ µετρε�
κατ? τ?ς �ν τ97 Γ µον-δας, b Α Zρα τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν
κα0 b Ε τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκενV b Zρα �κ τ9ν Α, Γ %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν
Ε, Ζ. 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Ε, b Ζ πρ;ς τ;ν Γ. ο= δ� Α, Ε πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0
�λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε 6γο8µενος
τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενονV µετρε� Zρα b Ε τ;ν Γ. µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν
ΗV b Ε Zρα τ;ν Η πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν δι? τ; πρ; το8του κα0 b Α
τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν. b Zρα �κ τ9ν Α, Β %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν Ε, Η. 1στιν
Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Ε, b Η πρ;ς τ;ν Β. ο= δ� Α, Ε πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ�
�λ-χιστοι �ριθµο0 µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας α�το�ς Jσ-κις D τε 6γο8µενος τ;ν
6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενονV µετρε� Zρα b Ε τ;ν Β. µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν ΘV
b Ε Zρα τ;ν Θ πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας
τ;ν Β πεπο*ηκενV b Zρα �κ τ9ν Ε, Θ %σος �στ0 τ97 �π; τοI Α. 1στιν Zρα jς b Ε πρ;ς τ;ν Α,
b Α πρ;ς τ;ν Θ. ο= δ� Α, Ε πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι
τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν
)π	µενονV µετρε� Zρα b Ε τ;ν Α jς 6γο8µενος 6γο8µενον. �λλ? µ�ν κα0 ο� µετρε�V Dπερ
�δ8νατον. ο�κ Zρα ο= Ε, Α πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. σ8νθετοι Zρα. ο= δ� σ8νθετοι Eπ;
[πρSτου] �ριθµοI τινος µετροIνται. κα0 �πε0 b Ε πρ9τος Eπ	κειται, b δ� πρ9τος Eπ; )τ�ρου
�ριθµοI ο� µετρε�ται P Eφ( )αυτοI, b Ε Zρα τοpς Α, Ε µετρε�V hστε b Ε τ;ν Α µετρε�. µετρε�
δ� κα0 τ;ν ∆V b Ε Zρα τοpς Α, ∆ µετρε�. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι Eφ( Dσων lν b ∆ πρSτων
�ριθµ9ν µετρ�ται, Eπ; τ9ν α�τ9ν κα0 b Α µετρηθ"σεταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιγ́

+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν, b δ� µετ? τ�ν µον-δα πρ9τος
k@, b µ�γιστος Eπ( ο�δεν;ς [Zλλου] µετρηθ"σεται παρ�$ τ9ν Eπαρχ	ντων �ν το�ς �ν-λογον
�ριθµο�ς.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

RΕστωσαν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, b δ� µετ? τ�ν
µον-δα b Α πρ9τος 1στωV λ�γω, Dτι b µ�γιστος α�τ9ν b ∆ Eπ( ο�δεν;ς Zλλου µετρηθ"σεται
παρ�$ τ9ν Α, Β, Γ.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, µετρε*σθω Eπ; τοI Ε, κα0 b Ε µηδεν0 τ9ν Α, Β, Γ 1στω b α�τ	ς. φανερ;ν
δ", Dτι b Ε πρ9τος οUκ �στιν. εJ γ?ρ b Ε πρ9τ	ς �στι κα0 µετρε� τ;ν ∆, κα0 τ;ν Α µετρ"σει
πρ9τον mντα µ� �ν α�τ97 b α�τ	ςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα b Ε πρ9τ	ς �στιν. σ8νθετος
Zρα. πHς δ� σ8νθετος �ριθµ;ς Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ταιV b Ε Zρα Eπ; πρSτου τιν;ς
�ριθµοI µετρε�ται. λ�γω δ", Dτι Eπ( ο�δεν;ς Zλλου πρSτου µετρηθ"σεται πλ�ν τοI Α. εJ γ?ρ
Eφ( )τ�ρου µετρε�ται b Ε, b δ� Ε τ;ν ∆ µετρε�, κ�κε�νος Zρα τ;ν ∆ µετρ"σειV hστε κα0 τ;ν
Α µετρ"σει πρ9τον mντα µ� �ν α�τ97 b α�τ	ςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. b Α Zρα τ;ν Ε µετρε�.
κα0 �πε0 b Ε τ;ν ∆ µετρε�, µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν Ζ. λ�γω, Dτι b Ζ ο�δεν0 τ9ν Α, Β, Γ
�στιν b α�τ	ς. εJ γ?ρ b Ζ )ν0 τ9ν Α, Β, Γ �στιν b α�τ;ς κα0 µετρε� τ;ν ∆ κατ? τ;ν Ε, κα0
εtς Zρα τ9ν Α, Β, Γ τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ;ν Ε. �λλ? εtς τ9ν Α, Β, Γ τ;ν ∆ µετρε� κατ- τινα
τ9ν Α, Β, ΓV κα0 b Ε Zρα )ν0 τ9ν Α, Β, Γ �στιν b α�τ	ςV Dπερ ο�χ Eπ	κειται. ο�κ Zρα b Ζ
)ν0 τ9ν Α, Β, Γ �στιν b α�τ	ς. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι µετρε�ται b Ζ Eπ; τοI Α, δεικν8ντες
π-λιν, Dτι b Ζ οUκ �στι πρ9τος. εJ γ-ρ, κα0 µετρε� τ;ν ∆, κα0 τ;ν Α µετρ"σει πρ9τον mντα
µ� �ν α�τ97 b α�τ	ςV Dπερ �στ0ν �δ8νατονV ο�κ Zρα πρ9τ	ς �στιν b ΖV σ8νθετος Zρα. rπας
δ� σ8νθετος �ριθµ;ς Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI µετρε�ταιV b Ζ Zρα Eπ; πρSτου τιν;ς �ριθµοI
µετρε�ται. λ�γω δ", Dτι Eφ( )τ�ρου πρSτου ο� µετρηθ"σεται πλ�ν τοI Α. εJ γ?ρ iτερ	ς τις
πρ9τος τ;ν Ζ µετρε�, b δ� Ζ τ;ν ∆ µετρε�, κ�κε�νος Zρα τ;ν ∆ µετρ"σειV hστε κα0 τ;ν Α
µετρ"σει πρ9τον mντα µ� �ν α�τ97 b α�τ	ςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. b Α Zρα τ;ν Ζ µετρε�. κα0
�πε0 b Ε τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ;ν Ζ, b Ε Zρα τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. �λλ?
µ�ν κα0 b Α τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκενV b Zρα �κ τ9ν Α, Γ %σος �στ0 τ97 �κ
τ9ν Ε, Ζ. �ν-λογον Zρα �στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Γ. b δ� Α τ;ν Ε
µετρε�V κα0 b Ζ Zρα τ;ν Γ µετρε�. µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν Η. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι b
Η ο�δεν0 τ9ν Α, Β �στιν b α�τ	ς, κα0 Dτι µετρε�ται Eπ; τοI Α. κα0 �πε0 b Ζ τ;ν Γ µετρε�
κατ? τ;ν Η, b Ζ Zρα τ;ν Η πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0 b Α τ;ν Β
πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκενV b Zρα �κ τ9ν Α, Β %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν Ζ, Η. �ν-λογον
Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Ζ, b Η πρ;ς τ;ν Β. µετρε� δ� b Α τ;ν ΖV µετρε� Zρα κα0 b Η τ;ν Β.
µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν Θ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι b Θ τ97 Α ο�κ 1στιν b α�τ	ς. κα0 �πε0
b Η τ;ν Β µετρε� κατ? τ;ν Θ, b Η Zρα τ;ν Θ πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν
κα0 b Α )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκενV b Zρα Eπ; Θ, Η %σος �στ0 τ97 �π; τοI Α
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τετραγSνω7. 1στιν Zρα jς b Θ πρ;ς τ;ν Α, b Α πρ;ς τ;ν Η. µετρε� δ� b Α τ;ν ΗV µετρε� Zρα
κα0 b Θ τ;ν Α πρ9τον mντα µ� �ν α�τ97 b α�τ	ςV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα b µ�γιστος b ∆ Eπ;
)τ�ρου �ριθµοI µετρηθ"σεται παρ�$ τ9ν Α, Β, ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιδ́

+Ε?ν �λ-χιστος �ριθµ;ς Eπ; πρSτων �ριθµ9ν µετρ�ται, Eπ( ο�δεν;ς Zλλου πρSτου �ριθµοI
µετρηθ"σεται παρ�$ τ9ν �$ �ρχ�ς µετρο8ντων.

+Ελ-χιστος γ?ρ �ριθµ;ς b Α Eπ; πρSτων �ριθµ9ν τ9ν Β, Γ, ∆ µετρε*σθωV λ�γω, Dτι b Α
Eπ( ο�δεν;ς Zλλου πρSτου �ριθµοI µετρηθ"σεται παρ�$ τ9ν Β, Γ, ∆.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, µετρε*σθω Eπ; πρSτου τοI Ε, κα0 b Ε µηδεν0 τ9ν Β, Γ, ∆ 1στω b α�τ	ς.
κα0 �πε0 b Ε τ;ν Α µετρε�, µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν ΖV b Ε Zρα τ;ν Ζ πολλαπλασι-σας τ;ν
Α πεπο*ηκεν.

Α Β

Γ

∆

Ε

Ζ

κα0 µετρε�ται b Α Eπ; πρSτων �ριθµ9ν τ9ν Β, Γ, ∆. �?ν δ� δ8ο �ριθµο0 πολλαπλασι-σαντες
�λλ"λους ποι9σ* τινα, τ;ν δ� γεν	µενον �$ α�τ9ν µετρ�@ τις πρ9τος �ριθµ	ς, κα0 iνα τ9ν �$
�ρχ�ς µετρ"σειV ο= Β, Γ, ∆ Zρα iνα τ9ν Ε, Ζ µετρ"σουσιν. τ;ν µ�ν οYν Ε ο� µετρ"σουσινV
b γ?ρ Ε πρ9τ	ς �στι κα0 ο�δεν0 τ9ν Β, Γ, ∆ b α�τ	ς. τ;ν Ζ Zρα µετροIσιν �λ-σσονα mντα
τοI ΑV Dπερ �δ8νατον. b γ?ρ Α Eπ	κειται �λ-χιστος Eπ; τ9ν Β, Γ, ∆ µετρο8µενος. ο�κ
Zρα τ;ν Α µετρ"σει πρ9τος �ριθµ;ς παρ�$ τ9ν Β, Γ, ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιέ

+Ε?ν τρε�ς �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον >σιν �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς, δ8ο
bποιοιοIν συντεθ�ντες πρ;ς τ;ν λοιπ;ν πρ9το* εJσιν.

RΕστωσαν τρε�ς �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον �λ-χιστοι τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων α�το�ς
ο= Α, Β, ΓV λ�γω, Dτι τ9ν Α, Β, Γ δ8ο bποιοιοIν συντεθ�ντες πρ;ς τ;ν λοιπ;ν πρ9το* εJσιν,
ο= µ�ν Α, Β πρ;ς τ;ν Γ, ο= δ� Β, Γ πρ;ς τ;ν Α κα0 1τι ο= Α, Γ πρ;ς τ;ν Β.

ΕJλ"φθωσαν γ?ρ �λ-χιστοι �ριθµο0 τ9ν τ;ν α�τ;ν λ	γον �χ	ντων το�ς Α, Β, Γ δ8ο ο=
∆Ε, ΕΖ. φανερ;ν δ", Dτι b µ�ν ∆Ε )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Α πεπο*ηκεν,
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� � �

Α Β

Γ

∆ Ε Ζ

τ;ν δ� ΕΖ πολλαπλασι-σας τ;ν Β πεπο*ηκεν, κα0 1τι b ΕΖ )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν
Γ πεπο*ηκεν. κα0 �πε0 ο= ∆Ε, ΕΖ �λ-χιστο* εJσιν, πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. �?ν δ� δ8ο
�ριθµο* πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, κα0 συναµφ	τερος πρ;ς )κ-τερον πρ9τ	ς �στινV κα0 b
∆Ζ Zρα πρ;ς )κ-τερον τ9ν ∆Ε, ΕΖ πρ9τ	ς �στιν. �λλ? µ�ν κα0 b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ πρ9τ	ς
�στινV ο= ∆Ζ, ∆Ε Zρα πρ;ς τ;ν ΕΖ πρ9το* εJσιν. �?ν δ� δ8ο �ριθµο0 πρ	ς τινα �ριθµ;ν πρ9τοι
>σιν, κα0 b �$ α�τ9ν γεν	µενος πρ;ς τ;ν λοιπ;ν πρ9τ	ς �στινV hστε b �κ τ9ν Ζ∆, ∆Ε πρ;ς
τ;ν ΕΖ πρ9τ	ς �στινV hστε κα0 b �κ τ9ν Ζ∆, ∆Ε πρ;ς τ;ν �π; τοI ΕΖ πρ9τ	ς �στιν. [�?ν
γ?ρ δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, b �κ τοI )ν;ς α�τ9ν γεν	µενος πρ;ς τ;ν λοιπ;ν
πρ9τ	ς �στιν]. �λλ( b �κ τ9ν Ζ∆, ∆Ε b �π; τοI ∆Ε �στι µετ? τοI �κ τ9ν ∆Ε, ΕΖV b Zρα
�π; τοI ∆Ε µετ? τοI �κ τ9ν ∆Ε, ΕΖ πρ;ς τ;ν �π; τοI ΕΖ πρ9τ	ς �στιν. κα* �στιν b µ�ν
�π; τοI ∆Ε b Α, b δ� �κ τ9ν ∆Ε, ΕΖ b Β, b δ� �π; τοI ΕΖ b ΓV ο= Α, Β Zρα συντεθ�ντες
πρ;ς τ;ν Γ πρ9το* εJσιν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 ο= Β, Γ πρ;ς τ;ν Α πρ9το* εJσιν. λ�γω
δ", Dτι κα0 ο= Α, Γ πρ;ς τ;ν Β πρ9το* εJσιν. �πε0 γ?ρ b ∆Ζ πρ;ς )κ-τερον τ9ν ∆Ε, ΕΖ
πρ9τ	ς �στιν, κα0 b �π; τοI ∆Ζ πρ;ς τ;ν �κ τ9ν ∆Ε, ΕΖ πρ9τ	ς �στιν. �λλ? τ97 �π; τοI
∆Ζ %σοι εJσ0ν ο= �π; τ9ν ∆Ε, ΕΖ µετ? τοI δ0ς �κ τ9ν ∆Ε, ΕΖV κα0 ο= �π; τ9ν ∆Ε, ΕΖ Zρα
µετ? τοI δ0ς Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΖ πρ;ς τ;ν Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΖ πρ9το* [εJσι]. διελ	ντι ο= �π; τ9ν
∆Ε, ΕΖ µετ? τοI rπα$ Eπ; ∆Ε, ΕΖ πρ;ς τ;ν Eπ; ∆Ε, ΕΖ πρ9το* εJσιν. 1τι διελ	ντι ο= �π;
τ9ν ∆Ε, ΕΖ Zρα πρ;ς τ;ν Eπ; ∆Ε, ΕΖ πρ9το* εJσιν. κα* �στιν b µ�ν �π; τοI ∆Ε b Α, b
δ� Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΖ b Β, b δ� �π; τοI ΕΖ b Γ. ο= Α, Γ Zρα συντεθ�ντες πρ;ς τ;ν Β πρ9το*
εJσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ́ .ι3́

+Ε?ν δ8ο �ριθµο0 πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους >σιν, ο�κ 1σται jς b πρ9τος πρ;ς τ;ν δε8τερον,
οwτως b δε8τερος πρ;ς Zλλον τιν-.

∆8ο γ?ρ �ριθµο0 ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1στωσανV λ�γω, Dτι ο�κ 1στιν jς b Α
πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Β πρ;ς Zλλον τιν-.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω jς b Α πρ;ς τ;ν Β, b Β πρ;ς τ;ν Γ. ο= δ� Α, Β πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι
κα0 �λ-χιστοι, ο=
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Α

Β

Γ

δ� �λ-χιστοι �ριθµο0 µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε 6γο8µενος τ;ν
6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενονV µετρε� Zρα b Α τ;ν Β jς 6γο8µενος 6γο8µενον.
µετρε� δ� κα0 )αυτ	νV b Α Zρα τοpς Α, Β µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ Zτοπον.
ο�κ Zρα 1σται jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b Β πρ;ς τ;ν ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιζ́
+Ε?ν >σιν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον, ο= δ� Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους
>σιν, ο�κ 1σται jς b πρ9τος πρ;ς τ;ν δε8τερον, οwτως b 1σχατος πρ;ς Zλλον τιν-.

RΕστωσαν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, Β, Γ, ∆, ο= δ� Zκροι α�τ9ν ο= Α,
∆ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους 1στωσανV λ�γω, Dτι ο�κ 1στιν jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς
Zλλον τιν-.

Α

Β

Γ

∆

Ε

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω jς b Α πρ;ς τ;ν Β, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΕV �ναλλ?$ Zρα �στ0ν
jς b Α πρ;ς τ;ν ∆, b Β πρ;ς τ;ν Ε. ο= δ� Α, ∆ πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο=
δ� �λ-χιστοι �ριθµο0 µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε 6γο8µενος τ;ν
6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενον. µετρε� Zρα b Α τ;ν Β. κα* �στιν jς b Α πρ;ς τ;ν
Β, b Β πρ;ς τ;ν Γ. κα0 b Β Zρα τ;ν Γ µετρε�V hστε κα0 b Α τ;ν Γ µετρε�. κα0 �πε* �στιν
jς b Β πρ;ς τ;ν Γ, b Γ πρ;ς τ;ν ∆, µετρε� δ� b Β τ;ν Γ, µετρε� Zρα κα0 b Γ τ;ν ∆. �λλ(
b Α τ;ν Γ �µ�τρειV hστε b Α κα0 τ;ν ∆ µετρε�. µετρε� δ� κα0 )αυτ	ν. b Α Zρα τοpς Α, ∆
µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 1σται jς b Α πρ;ς τ;ν
Β, οwτως b ∆ πρ;ς Zλλον τιν-V Dπερ 1δει δε�$αι.
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Θ´.ιή
∆8ο �ριθµ9ν δοθ�ντων �πισκ�ψασθαι, εJ δυνατ	ν �στιν α�το�ς τρ*τον �ν-λογον προσευρε�ν.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες δ8ο �ριθµο0 ο= Α, Β, κα0 δ�ον 1στω �πισκ�ψασθαι, εJ δυνατ	ν �στιν
α�το�ς τρ*τον �ν-λογον προσευρε�ν.

Α

Β

Γ

∆

Ο= δ� Α, Β Fτοι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν P οU. κα0 εJ πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν,
δ�δεικται, Dτι �δ8νατ	ν �στιν α�το�ς τρ*τον �ν-λογον προσευρε�ν.

+Αλλ? δ� µ� 1στωσαν ο= Α, Β πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, κα0 b Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν
Γ ποιε*τωV b Α δ� τ;ν Γ Fτοι µετρε� P ο� µετρε�. µετρε*τω πρ	τερον κατ? τ;ν ∆V b Α Zρα
τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0 b Β )αυτ;ν πολλαπλασι-σας τ;ν Γ
πεπο*ηκενV b Zρα �κ τ9ν Α, ∆ %σος �στ0 τ97 �π; τοI Β. 1στιν Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Β, b Β
πρ;ς τ;ν ∆V το�ς Α, Β Zρα τρ*τος �ριθµ;ς �ν-λογον προση8ρηται b ∆.

+Αλλ? δ� µ� µετρε*τω b Α τ;ν ΓV λ�γω, Dτι το�ς Α, Β �δ8νατ	ν �στι τρ*τον �ν-λογον
προσευρε�ν �ριθµ	ν. εJ γ?ρ δυνατ	ν, προσηυρ"σθω b ∆. b Zρα �κ τ9ν Α, ∆ %σος �στ0 τ97
�π; τοI Β. b δ� �π; τοI Β �στιν b ΓV b Zρα �κ τ9ν Α, ∆ %σος �στ0 τ97 Γ. hστε b Α τ;ν ∆
πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκενV b Α Zρα τ;ν Γ µετρε� κατ? τ;ν ∆. �λλ? µ�ν Eπ	κειται
κα0 µ� µετρ9νV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα δυνατ	ν �στι το�ς Α, Β τρ*τον �ν-λογον προσευρε�ν
�ριθµ	ν, Dταν b Α τ;ν Γ µ� µετρ�@V Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.ιθ́
Τρι9ν �ριθµ9ν δοθ�ντων �πισκ�ψασθαι, π	τε δυνατ	ν �στιν α�το�ς τ�ταρτον �ν-λογον προσευρε�ν.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες τρε�ς �ριθµο0 ο= Α, Β, Γ, κα0 δ�ον 1στω �πισκ�ψασθαι, π	τε δυνατ	ν
�στιν α�το�ς τ�ταρτον �ν-λογον προσευρε�ν.

RΗτοι οYν οUκ εJσιν )$�ς �ν-λογον, κα0 ο= Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, P
)$�ς εJσιν �ν-λογον, κα0 ο= Zκροι α�τ9ν οUκ εJσι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους, P οUτε )$�ς εJσιν
�ν-λογον, οUτε ο= Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν, P κα0 )$�ς εJσιν �ν-λογον, κα0
ο= Zκροι α�τ9ν πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν.

ΕJ µ�ν οYν ο= Α, Β, Γ )$�ς εJσιν �ν-λογον, κα0 ο= Zκροι α�τ9ν ο= Α, Γ πρ9τοι πρ;ς
�λλ"λους εJσ*ν, δ�δεικται, Dτι �δ8νατ	ν �στιν α�το�ς τ�ταρτον �ν-λογον προσευρε�ν �ριθµ	ν.
µ� 1στωσαν δ� ο= Α, Β, Γ )$�ς �ν-λογον τ9ν Zκρων π-λιν mντων πρSτων πρ;ς �λλ"λους.
λ�γω, Dτι κα0 οwτως �δ8νατ	ν �στιν α�το�ς τ�ταρτον �ν-λογον προσευρε�ν. εJ γ?ρ δυνατ	ν,
προσευρ"σθω b ∆, hστε ε ν̂αι jς τ;ν Α πρ;ς τ;ν Β, τ;ν Γ πρ;ς τ;ν ∆, κα0 γεγον�τω jς b
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Β πρ;ς τ;ν Γ, b ∆ πρ;ς τ;ν Ε. κα0 �πε* �στιν jς µ�ν b Α πρ;ς τ;ν Β, b Γ πρ;ς τ;ν ∆, jς
δ� b Β πρ;ς τ;ν Γ, b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, δ* %σου Zρα jς b Α πρ;ς τ;ν Γ, b Γ

Α

Β

Γ

πρ;ς τ;ν Ε. ο= δ� Α, Γ πρ9τοι, ο= δ� πρ9τοι κα0 �λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι
τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας D τε 6γο8µενος τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενον.
µετρε� Zρα b Α τ;ν Γ jς 6γο8µενος 6γο8µενον. µετρε� δ� κα0 )αυτ	νV b Α Zρα τοpς Α, Γ
µετρε� πρSτους mντας πρ;ς �λλ"λουςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα το�ς Α, Β, Γ δυνατ	ν
�στι τ�ταρτον �ν-λογον προσευρε�ν.

+Αλλ? δ� π-λιν 1στωσαν ο= Α, Β, Γ )$�ς �ν-λογον, ο= δ� Α, Γ µ� 1στωσαν πρ9τοι πρ;ς
�λλ"λους. λ�γω, Dτι δυνατ	ν �στιν α�το�ς τ�ταρτον �ν-λογον προσευρε�ν. b γ?ρ Β τ;ν Γ
πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ ποιε*τωV b Α Zρα τ;ν ∆ Fτοι µετρε� P ο� µετρε�. µετρε*τω α�τ;ν
πρ	τερον κατ? τ;ν ΕV b Α Zρα τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0 b
Β τ;ν Γ πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκενV b Zρα �κ τ9ν Α, Ε %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν Β,
Γ. �ν-λογον Zρα [�στ0ν] jς b Α πρ;ς τ;ν Β, b Γ πρ;ς τ;ν ΕV το�ς Α, Β, Γ Zρα τ�ταρτος
�ν-λογον προση8ρηται b Ε.

+Αλλ? δ� µ� µετρε*τω b Α τ;ν ∆V λ�γω, Dτι �δ8νατ	ν �στι το�ς Α, Β, Γ τ�ταρτον �ν-λογον
προσευρε�ν �ριθµ	ν. εJ γ?ρ δυνατ	ν, προσευρ"σθω b ΕV b Zρα �κ τ9ν Α, Ε %σος �στ0 τ97 �κ
τ9ν Β, Γ. �λλ? b �κ τ9ν Β, Γ �στιν b ∆V κα0 b �κ τ9ν Α, Ε Zρα %σος �στ0 τ97 ∆. b Α Zρα
τ;ν Ε πολλαπλασι-σας τ;ν ∆ πεπο*ηκενV b Α Zρα τ;ν ∆ µετρε� κατ? τ;ν ΕV hστε µετρε� b
Α τ;ν ∆. �λλ? κα0 ο� µετρε�V Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα δυνατ	ν �στι το�ς Α, Β, Γ τ�ταρτον
�ν-λογον προσευρε�ν �ριθµ	ν, Dταν b Α τ;ν ∆ µ� µετρ�@. �λλ? δ� ο= Α, Β, Γ µ"τε )$�ς
1στωσαν �ν-λογον µ"τε ο= Zκροι πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους. κα0 b Β τ;ν Γ πολλαπλασι-σας
τ;ν ∆ ποιε*τω. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι εJ µ�ν µετρε� b Α τ;ν ∆, δυνατ	ν �στιν α�το�ς
�ν-λογον προσευρε�ν, εJ δ� ο� µετρε�, �δ8νατονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κ́

Ο= πρ9τοι �ριθµο0 πλε*ους εJσ0 παντ;ς τοI προτεθ�ντος πλ"θους πρSτων �ριθµ9ν.

RΕστωσαν ο= προτεθ�ντες πρ9τοι �ριθµο0 ο= Α, Β, ΓV λ�γω, Dτι τ9ν Α, Β, Γ πλε*ους εJσ0
πρ9τοι �ριθµο*.
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�� �

Α

Β

Γ

∆Ε Ζ

ΕJλ"φθω γ?ρ b Eπ; τ9ν Α, Β, Γ �λ-χιστος µετρο8µενος κα0 1στω b ∆Ε, κα0 προσκε*σθω
τ97 ∆Ε µον?ς 6 ∆Ζ. b δ� ΕΖ Fτοι πρ9τ	ς �στιν P οU. 1στω πρ	τερον πρ9τοςV εEρηµ�νοι Zρα
εJσ0 πρ9τοι �ριθµο0 ο= Α, Β, Γ, ΕΖ πλε*ους τ9ν Α, Β, Γ.

+Αλλ? δ� µ� 1στω b ΕΖ πρ9τοςV Eπ; πρSτου Zρα τιν;ς �ριθµοI µετρε�ται. µετρε*σθω Eπ;
πρSτου τοI ΗV λ�γω, Dτι b Η ο�δεν0 τ9ν Α, Β, Γ �στιν b α�τ	ς. εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω. ο= δ�
Α, Β, Γ τ;ν ∆Ε µετροIσινV κα0 b Η Zρα τ;ν ∆Ε µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 τ;ν ΕΖV κα0 λοιπ�ν
τ�ν ∆Ζ µον-δα µετρ"σει b Η �ριθµ;ς ~νV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα b Η )ν0 τ9ν Α, Β, Γ �στιν
b α�τ	ς. κα0 Eπ	κειται πρ9τος. εEρηµ�νοι Zρα εJσ0 πρ9τοι �ριθµο0 πλε*ους τοI προτεθ�ντος
πλ"θους τ9ν Α, Β, Γ ο= Α, Β, Γ, ΗV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κά
+Ε?ν Zρτιοι �ριθµο0 bποσοιοIν συντεθ9σιν, b Dλος Zρτι	ς �στιν.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ Zρτιοι �ριθµο0 bποσοιοIν ο= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆ΕV λ�γω, Dτι Dλος b ΑΕ
Zρτι	ς �στιν.

� � � � �
Α Β Γ ∆ Ε

+Επε0 γ?ρ iκαστος τ9ν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε Zρτι	ς �στιν, 1χει µ�ρος #µισυV hστε κα0 Dλος b
ΑΕ 1χει µ�ρος #µισυ. Zρτιος δ� �ριθµ	ς �στιν b δ*χα διαιρο8µενοςV Zρτιος Zρα �στ0ν b ΑΕV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κβ́
+Ε?ν περισσο0 �ριθµο0 bποσοιοIν συντεθ9σιν, τ; δ� πλ�θος α�τ9ν Zρτιον k@, b Dλος Zρτιος
1σται.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ περισσο0 �ριθµο0 bσοιδηποτοIν Zρτιοι τ; πλ�θος ο= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆ΕV
λ�γω, Dτι Dλος b ΑΕ Zρτι	ς �στιν.

� � � � �
Α Β Γ ∆ Ε
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+Επε0 γ?ρ iκαστος τ9ν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε περιττ	ς �στιν, �φαιρεθε*σης µον-δος �φ(
)κ-στου iκαστος τ9ν λοιπ9ν Zρτιος 1σταιV hστε κα0 b συγκε*µενος �$ α�τ9ν Zρτιος 1σται.
1στι δ� κα0 τ; πλ�θος τ9ν µον-δων Zρτιον. κα0 Dλος Zρα b ΑΕ Zρτι	ς �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κγ́
+Ε?ν περισσο0 �ριθµο0 bποσοιοIν συντεθ9σιν, τ; δ� πλ�θος α�τ9ν περισσ;ν k@, κα0 b Dλος
περισσ;ς 1σται.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ bποσοιοIν περισσο0 �ριθµο*, gν τ; πλ�θος περισσ;ν 1στω, ο= ΑΒ, ΒΓ,
Γ∆V λ�γω, Dτι κα0 Dλος b Α∆ περισσ	ς �στιν.

� � � ��
Α Β Γ ∆Ε

+Αφη@ρ"σθω �π; τοI Γ∆ µον?ς 6 ∆ΕV λοιπ;ς Zρα b ΓΕ Zρτι	ς �στιν. 1στι δ� κα0 b ΓΑ
ZρτιοςV κα0 Dλος Zρα b ΑΕ Zρτι	ς �στιν. κα* �στι µον?ς 6 ∆Ε. περισσ;ς Zρα �στ0ν b Α∆V
Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κδ́
+Ε?ν �π; �ρτ*ου �ριθµοI Zρτιος �φαιρεθ�@, b λοιπ;ς Zρτιος 1σται.

+Απ; γ?ρ �ρτ*ου τοI ΑΒ Zρτιος �φη@ρ"σθω b ΒΓV λ�γω, Dτι b λοιπ;ς b ΓΑ Zρτι	ς �στιν.

� ��
Α ΒΓ

+Επε0 γ?ρ b ΑΒ Zρτι	ς �στιν, 1χει µ�ρος #µισυ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 b ΒΓ 1χει µ�ρος #µισυV
hστε κα0 λοιπ;ς [b ΓΑ 1χει µ�ρος #µισυ] Zρτιος [Zρα] �στ0ν b ΑΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κέ
+Ε?ν �π; �ρτ*ου �ριθµοI περισσ;ς �φαιρεθ�@, b λοιπ;ς περισσ;ς 1σται.

+Απ; γ?ρ �ρτ*ου τοI ΑΒ περισσ;ς �φη@ρ"σθω b ΒΓV λ�γω, Dτι b λοιπ;ς b ΓΑ περισσ	ς
�στιν.

� �� �
Α ΒΓ∆

+Αφη@ρ"σθω γ?ρ �π; τοI ΒΓ µον?ς 6 Γ∆V b ∆Β Zρα Zρτι	ς �στιν. 1στι δ� κα0 b ΑΒ ZρτιοςV
κα0 λοιπ;ς Zρα b Α∆ Zρτι	ς �στιν. κα* �στι µον?ς 6 Γ∆V b ΓΑ Zρα περισσ	ς �στινV Dπερ
1δει δε�$αι.
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Θ́ .κ3́
+Ε?ν �π; περισσοI �ριθµοI περισσ;ς �φαιρεθ�@, b λοιπ;ς Zρτιος 1σται.

+Απ; γ?ρ περισσοI τοI ΑΒ περισσ;ς �φη@ρ"σθω b ΒΓV λ�γω, Dτι b λοιπ;ς b ΓΑ Zρτι	ς
�στιν.

� �� �
Α ΒΓ ∆

+Επε0 γ?ρ b ΑΒ περισσ	ς �στιν, �φη@ρ"σθω µον?ς 6 Β∆V λοιπ;ς Zρα b Α∆ Zρτι	ς �στιν.
δι? τ? α�τ? δ� κα0 b Γ∆ Zρτι	ς �στινV hστε κα0 λοιπ;ς b ΓΑ Zρτι	ς �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κζ́
+Ε?ν �π; περισσοI �ριθµοI Zρτιος �φαιρεθ�@, b λοιπ;ς περισσ;ς 1σται.

+Απ; γ?ρ περισσοI τοI ΑΒ Zρτιος �φη@ρ"σθω b ΒΓV λ�γω, Dτι b λοιπ;ς b ΓΑ περισσ	ς
�στιν.

� ���
Α ΒΓ∆

+Αφη@ρ"σθω [γ?ρ] µον?ς 6 Α∆V b ∆Β Zρα Zρτι	ς �στιν. 1στι δ� κα0 b ΒΓ ZρτιοςV κα0 λοιπ;ς
Zρα b Γ∆ Zρτι	ς �στιν. περισσ;ς Zρα b ΓΑV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.κή
+Ε?ν περισσ;ς �ριθµ;ς Zρτιον πολλαπλασι-σας ποι�@ τινα, b γεν	µενος Zρτιος 1σται.

Περισσ;ς γ?ρ �ριθµ;ς b Α Zρτιον τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τωV λ�γω, Dτι b Γ
Zρτι	ς �στιν.

Α

Β

Γ

)επε0 γ?ρ b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, b Γ Zρα σ8γκειται �κ τοσο8των
%σων τ97 Β, Dσαι εJσ0ν �ν τ97 Α µον-δες. κα* �στιν b Β ZρτιοςV b Γ Zρα σ8γκειται �$ �ρτ*ων.
�?ν δ� Zρτιοι �ριθµο0 bποσοιοIν συντεθ9σιν, b Dλος Zρτι	ς �στιν. Zρτιος Zρα �στ0ν b ΓV Dπερ
1δει δε�$αι.
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Θ´.κθ́
+Ε?ν περισσ;ς �ριθµ;ς περισσ;ν �ριθµ;ν πολλαπλασι-σας ποι�@ τινα, b γεν	µενος περισσ;ς
1σται.

Α

Β

Γ

Περισσ;ς γ?ρ �ριθµ;ς b Α περισσ;ν τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ ποιε*τωV λ�γω, Dτι b
Γ περισσ	ς �στιν.

+Επε0 γ?ρ b Α τ;ν Β πολλαπλασι-σας τ;ν Γ πεπο*ηκεν, b Γ Zρα σ8γκειται �κ τοσο8των
%σων τ97 Β, Dσαι εJσ0ν �ν τ97 Α µον-δες. κα* �στιν )κ-τερος τ9ν Α, Β περισσ	ςV b Γ Zρα
σ8γκειται �κ περισσ9ν �ριθµ9ν, gν τ; πλ�θος περισσ	ν �στιν. hστε b Γ περισσ	ς �στινV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.λ́
+Ε?ν περισσ;ς �ριθµ;ς Zρτιον �ριθµ;ν µετρ�@, κα0 τ;ν #µισυν α�τοI µετρ"σει.

Περισσ;ς γ?ρ �ριθµ;ς b Α Zρτιον τ;ν Β µετρε*τωV λ�γω, Dτι κα0 τ;ν #µισυν α�τοI
µετρ"σει.

+Επε0 γ?ρ b Α τ;ν Β µετρε�, µετρε*τω α�τ;ν κατ? τ;ν ΓV λ�γω, Dτι b Γ ο�κ 1στι περισσ	ς.
εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω. κα0 �πε0 b Α τ;ν Β µετρε� κατ? τ;ν Γ, b Α Zρα τ;ν Γ πολλαπλασι-σας
τ;ν Β πεπο*ηκεν. b Β Zρα σ8γκειται

Α

Β

Γ

�κ περισσ9ν �ριθµ9ν, gν τ; πλ�θος περισσ	ν �στιν. b Β Zρα περισσ	ς �στινV Dπερ ZτοπονV
Eπ	κειται γ?ρ Zρτιος. ο�κ Zρα b Γ περισσ	ς �στινV Zρτιος Zρα �στ0ν b Γ. hστε b Α τ;ν Β
µετρε� �ρτι-κις. δι? δ� τοIτο κα0 τ;ν #µισυν α�τοI µετρ"σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.λά
+Ε?ν περισσ;ς �ριθµ;ς πρ	ς τινα �ριθµ;ν πρ9τος k@, κα0 πρ;ς τ;ν διπλασ*ονα α�τοI πρ9τος
1σται.



248 BIBΛION. Θ′

Περισσ;ς γ?ρ �ριθµ;ς b Α πρ	ς τινα �ριθµ;ν τ;ν Β πρ9τος 1στω, τοI δ� Β διπλασ*ων
1στω b ΓV λ�γω, Dτι b Α [κα0] πρ;ς τ;ν Γ πρ9τ	ς �στιν.

Α

Β

Γ

∆

ΕJ γ?ρ µ" εJσιν [ο= Α, Γ] πρ9τοι, µετρ"σει τις α�τοpς �ριθµ	ς. µετρε*τω, κα0 1στω b ∆.
κα* �στιν b Α περισσ	ςV περισσ;ς Zρα κα0 b ∆. κα0 �πε0 b ∆ περισσ;ς �ν τ;ν Γ µετρε�, κα*
�στιν b Γ Zρτιος, κα0 τ;ν #µισυν Zρα τοI Γ µετρ"σει [b ∆]. τοI δ� Γ #µισ8 �στιν b ΒV b
∆ Zρα τ;ν Β µετρε�. µετρε� δ� κα0 τ;ν Α. b ∆ Zρα τοpς Α, Β µετρε� πρSτους mντας πρ;ς
�λλ"λουςV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα b Α πρ;ς τ;ν Γ πρ9τος οUκ �στιν. ο= Α, Γ Zρα
πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.λβ́
Τ9ν �π; δυ-δος διπλασιαζοµ�νων �ριθµ9ν iκαστος �ρτι-κις Zρτι	ς �στι µ	νον.

+Απ; γ?ρ δυ-δος τ�ς Α δεδιπλασι-σθωσαν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 ο= Β, Γ, ∆V λ�γω, Dτι ο=
Β, Γ, ∆ �ρτι-κις Zρτιο* εJσι µ	νον.

Α

Β

Γ

∆

<Οτι µ�ν οYν iκαστος [τ9ν Β, Γ, ∆] �ρτι-κις Zρτι	ς �στιν, φανερ	νV �π; γ?ρ δυ-δος �στ0
διπλασιασθε*ς. λ�γω, Dτι κα0 µ	νον. �κκε*σθω γ?ρ µον-ς. �πε0 οYν �π; µον-δος bποσοιοIν
�ριθµο0 )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν, b δ� µετ? τ�ν µον-δα b Α πρ9τ	ς �στιν, b µ�γιστος τ9ν Α, Β,
Γ, ∆ b ∆ Eπ( ο�δεν;ς Zλλου µετρηθ"σεται παρ�$ τ9ν Α, Β, Γ. κα* �στιν iκαστος τ9ν Α, Β,
Γ ZρτιοςV b ∆ Zρα �ρτι-κις Zρτι	ς �στι µ	νον. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι [κα0] )κ-τερος τ9ν
Β, Γ �ρτι-κις Zρτι	ς �στι µ	νονV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Θ´.λγ́
+Ε?ν �ριθµ;ς τ;ν #µισυν 1χη@ περισσ	ν, �ρτι-κις περισσ	ς �στι µ	νον.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α τ;ν #µισυν �χ�τω περισσ	νV λ�γω, Dτι b Α �ρτι-κις περισσ	ς �στι µ	νον.

Α

<Οτι µ�ν οYν �ρτι-κις περισσ	ς �στιν, φανερ	νV b γ?ρ #µισυς α�τοI περισσ;ς �ν µετρε�
α�τ;ν �ρτι-κις. λ�γω δ", Dτι κα0 µ	νον. εJ γ?ρ 1σται b Α κα0 �ρτι-κις Zρτιος, µετρηθ"σεται
Eπ; �ρτ*ου κατ? Zρτιον �ριθµ	νV hστε κα0 b #µισυς α�τοI µετρηθ"σεται Eπ; �ρτ*ου �ριθµοI
περισσ;ς ~νV Dπερ �στ0ν Zτοπον. b Α Zρα �ρτι-κις περισσ	ς �στι µ	νονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.λδ́
+Ε?ν �ριθµ;ς µ"τε τ9ν �π; δυ-δος διπλασιαζοµ�νων k@ µ"τε τ;ν #µισυν 1χη@ περισσ	ν, �ρτι-κις
τε Zρτι	ς �στι κα0 �ρτι-κις περισσ	ς.

+Αριθµ;ς γ?ρ b Α µ"τε τ9ν �π; δυ-δος διπλασιαζοµ�νων 1στω µ"τε τ;ν #µισυν �χ�τω
περισσ	νV λ�γω, Dτι b Α �ρτι-κις τ� �στιν Zρτιος κα0 �ρτι-κις περισσ	ς.

Α

<Οτι µ�ν οYν b Α �ρτι-κις �στ0ν Zρτιος, φανερ	νV τ;ν γ?ρ #µισυν ο�κ 1χει περισσ	ν. λ�γω
δ", Dτι κα0 �ρτι-κις περισσ	ς �στιν. �?ν γ?ρ τ;ν Α τ�µνωµεν δ*χα κα0 τ;ν #µισυν α�τοI
δ*χα κα0 τοIτο �ε0 ποι9µεν, καταντ"σοµεν ε%ς τινα �ριθµ;ν περισσ	ν, /ς µετρ"σει τ;ν Α
κατ? Zρτιον �ριθµ	ν. εJ γ?ρ οU, καταντ"σοµεν εJς δυ-δα, κα0 1σται b Α τ9ν �π; δυ-δος
διπλασιαζοµ�νωνV Dπερ ο�χ Eπ	κειται. hστε b Α �ρτι-κις περισσ	ς �στιν. �δε*χθη δ� κα0
�ρτι-κις Zρτιος. b Α Zρα �ρτι-κις τε Zρτι	ς �στι κα0 �ρτι-κις περισσ	ςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ´.λέ
+Ε?ν >σιν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον, �φαιρεθ9σι δ� �π	 τε τοI δευτ�ρου κα0 τοI
�σχ-του %σοι τ97 πρSτω7, 1σται jς 6 τοI δευτ�ρου Eπεροχ� πρ;ς τ;ν πρ9τον, οwτως 6 τοI
�σχ-του Eπεροχ� πρ;ς τοpς πρ; )αυτοI π-ντας.

RΕστωσαν bποσοιδηποτοIν �ριθµο0 )$�ς �ν-λογον ο= Α, ΒΓ, ∆, ΕΖ �ρχ	µενοι �π; �λαχ*στου
τοI Α, κα0
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Α

Β Γ

∆

Ε Ζ

Η

ΘΚΛ

�φη@ρ"σθω �π; τοI ΒΓ κα0 τοI ΕΖ τ97 Α %σος )κ-τερος τ9ν ΒΗ, ΖΘV λ�γω, Dτι �στ0ν jς
b ΗΓ πρ;ς τ;ν Α, οwτως b ΕΘ πρ;ς τοpς Α, ΒΓ, ∆.

Κε*σθω γ?ρ τ97 µ�ν ΒΓ %σος b ΖΚ, τ97 δ� ∆ %σος b ΖΛ. κα0 �πε0 b ΖΚ τ97 ΒΓ %σος �στ*ν,
gν b ΖΘ τ97 ΒΗ %σος �στ*ν, λοιπ;ς Zρα b ΘΚ λοιπ97 τ97 ΗΓ �στιν %σος. κα0 �πε* �στιν jς b
ΕΖ πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν ΒΓ κα0 b ΒΓ πρ;ς τ;ν Α, %σος δ� b µ�ν ∆ τ97 ΖΛ, b δ�
ΒΓ τ97 ΖΚ, b δ� Α τ97 ΖΘ, 1στιν Zρα jς b ΕΖ πρ;ς τ;ν ΖΛ, οwτως b ΛΖ πρ;ς τ;ν ΖΚ κα0
b ΖΚ πρ;ς τ;ν ΖΘ. διελ	ντι, jς b ΕΛ πρ;ς τ;ν ΛΖ, οwτως b ΛΚ πρ;ς τ;ν ΖΚ κα0 b ΚΘ
πρ;ς τ;ν ΖΘ. 1στιν Zρα κα0 jς εtς τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς iνα τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντες
ο= 6γο8µενοι πρ;ς rπαντας τοpς )ποµ�νουςV 1στιν Zρα jς b ΚΘ πρ;ς τ;ν ΖΘ, οwτως ο= ΕΛ,
ΛΚ, ΚΘ πρ;ς τοpς ΛΖ, ΖΚ, ΘΖ. %σος δ� b µ�ν ΚΘ τ97 ΓΗ, b δ� ΖΘ τ97 Α, ο= δ� ΛΖ, ΖΚ,
ΘΖ το�ς ∆, ΒΓ, ΑV 1στιν Zρα jς b ΓΗ πρ;ς τ;ν Α, οwτως b ΕΘ πρ;ς τοpς ∆, ΒΓ, Α. 1στιν
Zρα jς 6 τοI δευτ�ρου Eπεροχ� πρ;ς τ;ν πρ9τον, οwτως 6 τοI �σχ-του Eπεροχ� πρ;ς τοpς
πρ; )αυτοI π-νταςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Θ́ .λ3́

+Ε?ν �π; µον-δος bποσοιοIν �ριθµο0 )$�ς �κτεθ9σιν �ν τ�@ διπλασ*ονι �ναλογ*αc, iως ο� b
σ8µπας συντεθε0ς πρ9τος γ�νηται, κα0 b σ8µπας �π0 τ;ν 1σχατον πολλαπλασιασθε0ς ποι�@
τινα, b γεν	µενος τ�λειος 1σται.

+Απ; γ?ρ µον-δος �κκε*σθωσαν bσοιδηποτοIν �ριθµο0 �ν τ�@ διπλασ*ονι �ναλογ*αc, iως ο�
b σ8µπας συντεθε0ς πρ9τος γ�νηται, ο= Α, Β, Γ, ∆, κα0 τ97 σ8µπαντι %σος 1στω b Ε, κα0 b
Ε τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν ΖΗ ποιε*τω. λ�γω, Dτι b ΖΗ τ�λει	ς �στιν.
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<Οσοι γ-ρ εJσιν ο= Α, Β, Γ, ∆ τ97 πλ"θει, τοσοIτοι �π; τοI Ε εJλ"φθωσαν �ν τ�@ διπλασ*ονι
�ναλογ*αc ο= Ε, ΘΚ, Λ, ΜV δ* %σου Zρα �στ0ν jς b Α πρ;ς τ;ν ∆, οwτως b Ε πρ;ς τ;ν Μ. b
Zρα �κ τ9ν Ε, ∆ %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν Α, Μ. κα* �στιν b �κ τ9ν Ε, ∆ b ΖΗV κα0 b �κ τ9ν Α, Μ
Zρα �στ0ν b ΖΗ. b Α Zρα τ;ν Μ πολλαπλασι-σας τ;ν ΖΗ πεπο*ηκενV b Μ Zρα τ;ν ΖΗ µετρε�
κατ? τ?ς �ν τ97 Α µον-δας. κα* �στι δυ?ς b ΑV διπλ-σιος Zρα �στ0ν b ΖΗ τοI Μ. εJσ0 δ� κα0
ο= Μ, Λ, ΘΚ, Ε )$�ς διπλ-σιοι �λλ"λωνV ο= Ε, ΘΚ, Λ, Μ, ΖΗ Zρα )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν �ν
τ�@ διπλασ*ονι �ναλογ*αc. �φη@ρ"σθω δ� �π; τοI δευτ�ρου τοI ΘΚ κα0 τοI �σχ-του τοI ΖΗ
τ97 πρSτω7 τ97 Ε %σος )κ-τερος τ9ν ΘΝ, ΖqV 1στιν Zρα jς 6 τοI δευτ�ρου �ριθµοI Eπεροχ�
πρ;ς τ;ν πρ9τον, οwτως 6 τοI �σχ-του Eπεροχ� πρ;ς τοpς πρ; )αυτοI π-ντας. 1στιν Zρα
jς b ΝΚ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως b qΗ πρ;ς τοpς Μ, Λ, ΚΘ, Ε. κα* �στιν b ΝΚ %σος τ97 ΕV κα0
b qΗ Zρα %σος �στ0 το�ς Μ, Λ, ΘΚ, Ε. 1στι δ� κα0 b Ζq τ97 Ε %σος, b δ� Ε το�ς Α, Β, Γ,
∆ κα0 τ�@ µον-δι. Dλος Zρα b ΖΗ %σος �στ0 το�ς τε Ε, ΘΚ, Λ, Μ κα0 το�ς Α, Β, Γ, ∆ κα0
τ�@ µον-διV κα0 µετρε�ται Eπ( α�τ9ν. λ�γω, Dτι κα0 b ΖΗ Eπ( ο�δεν;ς Zλλου µετρηθ"σεται
παρ�$ τ9ν Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ κα0 τ�ς µον-δος. εJ γ?ρ δυνατ	ν, µετρε*τω τις τ;ν
ΖΗ b Ο, κα0 b Ο µηδεν0 τ9ν Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ 1στω b α�τ	ς. κα0 bσ-κις b Ο τ;ν
ΖΗ µετρε�, τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ΠV b Π Zρα τ;ν Ο πολλαπλασι-σας τ;ν ΖΗ
πεπο*ηκεν. �λλ? µ�ν κα0 b Ε τ;ν ∆ πολλαπλασι-σας τ;ν ΖΗ πεπο*ηκενV 1στιν Zρα jς b Ε
πρ;ς τ;ν Π, b Ο πρ;ς τ;ν ∆. κα0 �πε0 �π; µον-δος )$�ς �ν-λογ	ν εJσιν ο= Α, Β, Γ, ∆, b ∆
Zρα Eπ( ο�δεν;ς Zλλου �ριθµοI µετρηθ"σεται παρ�$ τ9ν Α, Β, Γ. κα0 Eπ	κειται b Ο ο�δεν0
τ9ν Α, Β, Γ b α�τ	ςV ο�κ Zρα µετρ"σει b Ο τ;ν ∆. �λλ( jς b Ο πρ;ς τ;ν ∆, b Ε πρ;ς τ;ν
ΠV ο�δ� b Ε Zρα τ;ν Π µετρε�. κα* �στιν b Ε πρ9τοςV πHς δ� πρ9τος �ριθµ;ς πρ;ς rπαντα,
/ν µ� µετρε�, πρ9τος [�στιν]. ο= Ε, Π Zρα πρ9τοι πρ;ς �λλ"λους εJσ*ν. ο= δ� πρ9τοι κα0
�λ-χιστοι, ο= δ� �λ-χιστοι µετροIσι τοpς τ;ν α�τ;ν λ	γον 1χοντας Jσ-κις D τε 6γο8µενος
τ;ν 6γο8µενον κα0 b )π	µενος τ;ν )π	µενονV κα* �στιν jς b Ε πρ;ς τ;ν Π, b Ο πρ;ς τ;ν
∆V Jσ-κις Zρα b Ε τ;ν Ο µετρε� κα0 b Π τ;ν ∆V Jσ-κις Zρα b Ε τ;ν Ο µετρε� κα0 b Π τ;ν
∆. b δ� ∆ Eπ( ο�δεν;ς Zλλου µετρε�ται παρ�$ τ9ν Α, Β, ΓV b Π Zρα )ν0 τ9ν Α, Β, Γ �στιν b
α�τ	ς. 1στω τ97 Β b α�τ	ς. κα0 Dσοι εJσ0ν ο= Β, Γ, ∆ τ97 πλ"θει τοσοIτοι εJλ"φθωσαν �π;
τοI Ε ο= Ε, ΘΚ, Λ. κα* εJσιν ο= Ε, ΘΚ, Λ το�ς Β, Γ, ∆ �ν τ97 α�τ97 λ	γω7V δ* %σου Zρα �στ0ν
jς b Β πρ;ς τ;ν ∆, b Ε πρ;ς τ;ν Λ. b Zρα �κ τ9ν Β, Λ %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν ∆, ΕV �λλ( b
�κ τ9ν ∆, Ε %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν Π, ΟV κα0 b �κ τ9ν Π, Ο Zρα %σος �στ0 τ97 �κ τ9ν Β, Λ.
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1στιν Zρα jς b Π πρ;ς τ;ν Β, b Λ πρ;ς τ;ν Ο. κα* �στιν b Π τ97 Β b α�τ	ςV κα0 b Λ Zρα τ97
Ο �στιν b α�τ	ςV Dπερ �δ8νατονV b γ?ρ Ο Eπ	κειται µηδεν0 τ9ν �κκειµ�νων b α�τ	ς. ο�κ
Zρα τ;ν ΖΗ µετρ"σει τις �ριθµ;ς παρ�$ τ9ν Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ κα0 τ�ς µον-δος. κα0
�δε*χθη b ΖΗ το�ς Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΘΚ, Λ, Μ κα0 τ�@ µον-δι %σος. τ�λειος δ� �ριθµ	ς �στιν b
το�ς )αυτοI µ�ρεσιν %σος ~νV τ�λειος Zρα �στ0ν b ΖΗV Dπερ 1δει δε�$αι.



BIBΛION
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ΟΡΟΙ ΠΡΩΤΟΙ

ά . Σ8µµετρα µεγ�θη λ�γεται τ? τ97 α�τ97 µ�τρω7 µετρο8µενα, �σ8µµετρα δ�, gν µηδ�ν
�νδ�χεται κοιν;ν µ�τρον γεν�σθαι.

β́ . Ε�θε�αι δυν-µει σ8µµετρο* εJσιν, Dταν τ? �π( α�τ9ν τετρ-γωνα τ97 α�τ97 χωρ*ω7 µετρ�ται,
�σ8µµετροι δ�, Dταν το�ς �π( α�τ9ν τετραγSνοις µηδ�ν �νδ�χηται χωρ*ον κοιν;ν µ�τρον
γεν�σθαι.

γ́ . Το8των Eποκειµ�νων δε*κνυται, Dτι τ�@ προτεθε*ση@ ε�θε*αc Eπ-ρχουσιν ε�θε�αι πλ"θει
Zπειροι σ8µµετρο* τε κα0 �σ8µµετροι α= µ�ν µ"κει µ	νον, α= δ� κα0 δυν-µει. καλε*σθω οYν
6 µ�ν προτεθε�σα ε�θε�α Tητ", κα0 α= τα8τη@ σ8µµετροι ε%τε µ"κει κα0 δυν-µει ε%τε δυν-µει
µ	νον Tητα*, α= δ� τα8τη@ �σ8µµετροι Zλογοι καλε*σθωσαν.

δ́ . Κα0 τ; µ�ν �π; τ�ς προτεθε*σης ε�θε*ας τετρ-γωνον Tητ	ν, κα0 τ? το8τω7 σ8µµετρα Tητ-,
τ? δ� το8τω7 �σ8µµετρα Zλογα καλε*σθω, κα0 α= δυν-µεναι α�τ? Zλογοι, εJ µ�ν τετρ-γωνα
ε%η, α�τα0 α= πλευρα*, εJ δ� iτερ- τινα ε�θ8γραµµα, α= %σα α�το�ς τετρ-γωνα �ναγρ-φουσαι.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Ί .ά
∆8ο µεγεθ9ν �ν*σων �κκειµ�νων, �?ν �π; τοI µε*ζονος �φαιρεθ�@ µε�ζον P τ; #µισυ κα0 τοI
καταλειποµ�νου µε�ζον P τ; #µισυ, κα0 τοIτο �ε0 γ*γνηται, λειφθ"σετα* τι µ�γεθος, / 1σται
1λασσον τοI �κκειµ�νου �λ-σσονος µεγ�θους.

RΕστω δ8ο µεγ�θη Zνισα τ? ΑΒ, Γ, gν µε�ζον τ; ΑΒV λ�γω, Dτι, �?ν �π; τοI ΑΒ �φαιρεθ�@
µε�ζον P τ; #µισυ κα0 τοI καταλειποµ�νου µε�ζον P τ; #µισυ, κα0 τοIτο �ε0 γ*γνηται,
λειφθ"σετα* τι µ�γεθος, / 1σται 1λασσον τοI Γ µεγ�θους.
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Τ; Γ γ?ρ πολλαπλασιαζ	µενον 1σται ποτ� τοI ΑΒ µε�ζον. πεπολλαπλασι-σθω, κα0 1στω
τ; ∆Ε τοI µ�ν Γ πολλαπλ-σιον, τοI δ� ΑΒ µε�ζον, κα0 διη@ρ"σθω τ; ∆Ε εJς τ? τ97 Γ %σα
τ? ∆Ζ, ΖΗ, ΗΕ, κα0 �φη@ρ"σθω �π; µ�ν τοI ΑΒ µε�ζον P τ; #µισυ τ; ΒΘ, �π; δ� τοI ΑΘ
µε�ζον P τ; #µισυ τ; ΘΚ, κα0 τοIτο �ε0 γιγν�σθω, iως lν α= �ν τ97 ΑΒ διαιρ�σεις Jσοπληθε�ς
γ�νωνται τα�ς �ν τ97 ∆Ε διαιρ�σεσιν.

RΕστωσαν οYν α= ΑΚ, ΚΘ, ΘΒ διαιρ�σεις Jσοπληθε�ς οYσαι τα�ς ∆Ζ, ΖΗ, ΗΕV κα0 �πε0
µε�ζ	ν �στι τ; ∆Ε τοI ΑΒ, κα0 �φ"@ρηται �π; µ�ν τοI ∆Ε 1λασσον τοI 6µ*σεος τ; ΕΗ, �π;
δ� τοI ΑΒ µε�ζον P τ; #µισυ τ; ΒΘ, λοιπ;ν Zρα τ; Η∆ λοιποI τοI ΘΑ µε�ζ	ν �στιν. κα0
�πε0 µε�ζ	ν �στι τ; Η∆ τοI ΘΑ, κα0 �φ"@ρηται τοI µ�ν Η∆ #µισυ τ; ΗΖ, τοI δ� ΘΑ µε�ζον
P τ; #µισυ τ; ΘΚ, λοιπ;ν Zρα τ; ∆Ζ λοιποI τοI ΑΚ µε�ζ	ν �στιν. %σον δ� τ; ∆Ζ τ97 ΓV κα0
τ; Γ Zρα τοI ΑΚ µε�ζ	ν �στιν. 1λασσον Zρα τ; ΑΚ τοI Γ.

Καταλε*πεται Zρα �π; τοI ΑΒ µεγ�θους τ; ΑΚ µ�γεθος 1λασσον xν τοI �κκειµ�νου
�λ-σσονος µεγ�θους τοI ΓV Dπερ 1δει δε�$αι. ybµο*ως δ� δειχθ"σεται, κlν 6µ*ση k@ τ?
�φαιρο8µενα.

Ί .β́
+Ε?ν δ8ο µεγεθ9ν [�κκειµ�νων] �ν*σων �νθυφαιρουµ�νου �ε0 τοI �λ-σσονος �π; τοI µε*ζονος
τ; καταλειπ	µενον µηδ�ποτε καταµετρ�@ τ; πρ; )αυτοI, �σ8µµετρα 1σται τ? µεγ�θη. ∆8ο
γ?ρ µεγεθ9ν mντων �ν*σων τ9ν ΑΒ, Γ∆ κα0 �λ-σσονος τοI ΑΒ �νθυφαιρουµ�νου �ε0 τοI
�λ-σσονος �π; τοI µε*ζονος τ; περιλειπ	µενον µηδ�ποτε καταµετρε*τω τ; πρ; )αυτοIV λ�γω,
Dτι �σ8µµετρ- �στι τ? ΑΒ, Γ∆ µεγ�θη.
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ΕJ γ-ρ �στι σ8µµετρα, µετρ"σει τι α�τ? µ�γεθος. µετρε*τω, εJ δυνατ	ν, κα0 1στω τ; ΕV κα0
τ; µ�ν ΑΒ τ; Ζ∆ καταµετροIν λειπ�τω )αυτοI 1λασσον τ; ΓΖ, τ; δ� ΓΖ τ; ΒΗ καταµετροIν
λειπ�τω )αυτοI 1λασσον τ; ΑΗ, κα0 τοIτο �ε0 γιν�σθω, iως ο� λειφθ�@ τι µ�γεθος, D �στιν
1λασσον τοI Ε. γεγον�τω, κα0 λελε*φθω τ; ΑΗ 1λασσον τοI Ε. �πε0 οYν τ; Ε τ; ΑΒ µετρε�,
�λλ? τ; ΑΒ τ; ∆Ζ µετρε�, κα0 τ; Ε Zρα τ; Ζ∆ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 Dλον τ; Γ∆V κα0
λοιπ;ν Zρα τ; ΓΖ µετρ"σει. �λλ? τ; ΓΖ τ; ΒΗ µετρε�V κα0 τ; Ε Zρα τ; ΒΗ µετρε�. µετρε�
δ� κα0 Dλον τ; ΑΒV κα0 λοιπ;ν Zρα τ; ΑΗ µετρ"σει, τ; µε�ζον τ; 1λασσον. Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα τ? ΑΒ, Γ∆ µεγ�θη µετρ"σει τι µ�γεθοςV �σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? ΑΒ, Γ∆
µεγ�θη. +Ε?ν Zρα δ8ο µεγεθ9ν �ν*σων, κα0 τ? )$�ς.

Ί .γ́
∆8ο µεγεθ9ν συµµ�τρων δοθ�ντων τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.

RΕστω τ? δοθ�ντα δ8ο µεγ�θη σ8µµετρα τ? ΑΒ, Γ∆, gν 1λασσον τ; ΑΒV δε� δ� τ9ν ΑΒ,
Γ∆ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν. Τ; ΑΒ γ?ρ µ�γεθος Fτοι µετρε� τ; Γ∆ P οU. εJ µ�ν
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οYν µετρε�, µετρε� δ� κα0 )αυτ	, τ; ΑΒ Zρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ κοιν;ν µ�τρον �στ*νV κα0 φανερ	ν,
Dτι κα0 µ�γιστον. µε�ζον γ?ρ τοI ΑΒ µεγ�θους τ; ΑΒ ο� µετρ"σει.
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Μ� µετρε*τω δ� τ; ΑΒ τ; Γ∆. κα0 �νθυφαιρουµ�νου �ε0 τοI �λ-σσονος �π; τοI µε*ζονος,
τ; περιλειπ	µενον µετρ"σει ποτ� τ; πρ; )αυτοI δι? τ; µ� ε ν̂αι �σ8µµετρα τ? ΑΒ, Γ∆V κα0 τ;
µ�ν ΑΒ τ; Ε∆ καταµετροIν λειπ�τω )αυτοI 1λασσον τ; ΕΓ, τ; δ� ΕΓ τ; ΖΒ καταµετροIν
λειπ�τω )αυτοI 1λασσον τ; ΑΖ, τ; δ� ΑΖ τ; ΓΕ µετρε*τω.

+Επε0 οYν τ; ΑΖ τ; ΓΕ µετρε�, �λλ? τ; ΓΕ τ; ΖΒ µετρε�, κα0 τ; ΑΖ Zρα τ; ΖΒ µετρ"σει.
µετρε� δ� κα0 )αυτ	V κα0 Dλον Zρα τ; ΑΒ µετρ"σει τ; ΑΖ. �λλ? τ; ΑΒ τ; ∆Ε µετρε�V κα0
τ; ΑΖ Zρα τ; Ε∆ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 τ; ΓΕV κα0 Dλον Zρα τ; Γ∆ µετρε�V τ; ΑΖ Zρα
τ9ν ΑΒ, Γ∆ κοιν;ν µ�τρον �στ*ν. λ�γω δ", Dτι κα0 µ�γιστον. εJ γ?ρ µ", 1σται τι µ�γεθος
µε�ζον τοI ΑΖ, / µετρ"σει τ? ΑΒ, Γ∆. 1στω τ; Η. �πε0 οYν τ; Η τ; ΑΒ µετρε�, �λλ? τ; ΑΒ
τ; Ε∆ µετρε�, κα0 τ; Η Zρα τ; Ε∆ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 Dλον τ; Γ∆V κα0 λοιπ;ν Zρα τ;
ΓΕ µετρ"σει τ; Η. �λλ? τ; ΓΕ τ; ΖΒ µετρε�V κα0 τ; Η Zρα τ; ΖΒ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0
Dλον τ; ΑΒ, κα0 λοιπ;ν τ; ΑΖ µετρ"σει, τ; µε�ζον τ; 1λασσονV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ
Zρα µε�ζ	ν τι µ�γεθος τοI ΑΖ τ? ΑΒ, Γ∆ µετρ"σειV τ; ΑΖ Zρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ τ; µ�γιστον
κοιν;ν µ�τρον �στ*ν.

∆8ο Zρα µεγεθ9ν συµµ�τρων δοθ�ντων τ9ν ΑΒ, Γ∆ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον ηwρηταιV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι, �?ν µ�γεθος δ8ο µεγ�θη µετρ�@, κα0 τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν
µ�τρον µετρ"σει.

Ί .δ́

Τρι9ν µεγεθ9ν συµµ�τρων δοθ�ντων τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.

RΕστω τ? δοθ�ντα τρ*α µεγ�θη σ8µµετρα τ? Α, Β, ΓV δε� δ� τ9ν Α, Β, Γ τ; µ�γιστον
κοιν;ν µ�τρον εEρε�ν.
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ΕJλ"φθω γ?ρ δ8ο τ9ν Α, Β τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον, κα0 1στω τ; ∆V τ; δ� ∆ τ; Γ Fτοι
µετρε� P οU [µετρε�]. µετρε*τω πρ	τερον. �πε0 οYν τ; ∆ τ; Γ µετρε�, µετρε� δ� κα0 τ? Α, Β,
τ; ∆ Zρα τ? Α, Β, Γ µετρε�V τ; ∆ Zρα τ9ν Α, Β, Γ κοιν;ν µ�τρον �στ*ν. κα0 φανερ	ν, Dτι
κα0 µ�γιστονV µε�ζον γ?ρ τοI ∆ µεγ�θους τ? Α, Β ο� µετρε�.

Μ� µετρε*τω δ� τ; ∆ τ; Γ. λ�γω πρ9τον, Dτι σ8µµετρ- �στι τ? Γ, ∆. �πε0 γ?ρ σ8µµετρ-
�στι τ? Α, Β, Γ, µετρ"σει τι α�τ? µ�γεθος, / δηλαδ� κα0 τ? Α, Β µετρ"σειV hστε κα0 τ;
τ9ν Α, Β µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον τ; ∆ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 τ; ΓV hστε τ; εJρηµ�νον
µ�γεθος µετρ"σει τ? Γ, ∆V σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? Γ, ∆. εJλ"φθω οYν α�τ9ν τ; µ�γιστον
κοιν;ν µ�τρον, κα0 1στω τ; Ε. �πε0 οYν τ; Ε τ; ∆ µετρε�, �λλ? τ; ∆ τ? Α, Β µετρε�, κα0 τ;
Ε Zρα τ? Α, Β µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 τ; Γ. τ; Ε Zρα τ? Α, Β, Γ µετρε�V τ; Ε Zρα τ9ν Α,
Β, Γ κοιν	ν �στι µ�τρον. λ�γω δ", Dτι κα0 µ�γιστον. εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω τι τοI Ε µε�ζον
µ�γεθος τ; Ζ, κα0 µετρε*τω τ? Α, Β, Γ. κα0 �πε0 τ; Ζ τ? Α, Β, Γ µετρε�, κα0 τ? Α, Β Zρα
µετρ"σει κα0 τ; τ9ν Α, Β µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον µετρ"σει. τ; δ� τ9ν Α, Β µ�γιστον κοιν;ν
µ�τρον �στ0 τ; ∆V τ; Ζ Zρα τ; ∆ µετρε�. µετρε� δ� κα0 τ; ΓV τ; Ζ Zρα τ? Γ, ∆ µετρε�V κα0 τ;
τ9ν Γ, ∆ Zρα µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον µετρ"σει τ; Ζ. 1στι δ� τ; ΕV τ; Ζ Zρα τ; Ε µετρ"σει,
τ; µε�ζον τ; 1λασσονV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα µε�ζ	ν τι τοI Ε µεγ�θους [µ�γεθος] τ?
Α, Β, Γ µετρε�V τ; Ε Zρα τ9ν Α, Β, Γ τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον �στ*ν, �?ν µ� µετρ�@ τ; ∆
τ; Γ, �?ν δ� µετρ�@, α�τ; τ; ∆.

Τρι9ν Zρα µεγεθ9ν συµµ�τρων δοθ�ντων τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον ηwρηται [Dπερ 1δει
δε�$αι].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι, �?ν µ�γεθος τρ*α µεγ�θη µετρ�@, κα0 τ; µ�γιστον α�τ9ν κοιν;ν
µ�τρον µετρ"σει.

MΟµο*ως δ� κα0 �π0 πλει	νων τ; µ�γιστον κοιν;ν µ�τρον ληφθ"σεται, κα0 τ; π	ρισµα
προχωρ"σει. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .έ
Τ? σ8µµετρα µεγ�θη πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν.

RΕστω σ8µµετρα µεγ�θη τ? Α, ΒV λ�γω, Dτι τ; Α πρ;ς τ; Β λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς
�ριθµ	ν.
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+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ- �στι τ? Α, Β, µετρ"σει τι α�τ? µ�γεθος. µετρε*τω, κα0 1στω τ; Γ. κα0
bσ-κις τ; Γ τ; Α µετρε� τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 ∆, bσ-κις δ� τ; Γ τ; Β µετρε�,
τοσαIται µον-δες 1στωσαν �ν τ97 Ε.

Α Β Γ

∆ Ε

+Επε0 οYν τ; Γ τ; Α µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 ∆ µον-δας, µετρε� δ� κα0 6 µον?ς τ;ν ∆ κατ?
τ?ς �ν α�τ97 µον-δας, Jσ-κις Zρα 6 µον?ς τ;ν ∆ µετρε� �ριθµ;ν κα0 τ; Γ µ�γεθος τ; ΑV 1στιν
Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ; Α, οwτως 6 µον?ς πρ;ς τ;ν ∆V �ν-παλιν Zρα, jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως
b ∆ πρ;ς τ�ν µον-δα. π-λιν �πε0 τ; Γ τ; Β µετρε� κατ? τ?ς �ν τ97 Ε µον-δας, µετρε� δ� κα0
6 µον?ς τ;ν Ε κατ? τ?ς �ν α�τ97 µον-δας, Jσ-κις Zρα 6 µον?ς τ;ν Ε µετρε� κα0 τ; Γ τ; ΒV
1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ; Β, οwτως 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Ε. �δε*χθη δ� κα0 jς τ; Α πρ;ς τ; Γ,
b ∆ πρ;ς τ�ν µον-δαV δ* %σου Zρα �στ0ν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως b ∆ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν Ε.

Τ? Zρα σ8µµετρα µεγ�θη τ? Α, Β πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς b ∆ πρ;ς �ριθµ;ν
τ;ν ΕV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .3́
+Ε?ν δ8ο µεγ�θη πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χη@, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν, σ8µµετρα 1σται τ? µεγ�θη.

∆8ο γ?ρ µεγ�θη τ? Α, Β πρ;ς Zλληλα λ	γον �χ�τω, /ν �ριθµ;ς b ∆ πρ;ς �ριθµ;ν τ;ν ΕV
λ�γω, Dτι σ8µµετρ- �στι τ? Α, Β µεγ�θη.

Α Β Γ

∆ Ε Ζ

<Οσαι γ-ρ εJσιν �ν τ97 ∆ µον-δες, εJς τοσαIτα %σα διη@ρ"σθω τ; Α, κα0 )ν0 α�τ9ν %σον
1στω τ; ΓV Dσαι δ� εJσιν �ν τ97 Ε µον-δες, �κ τοσο8των µεγεθ9ν %σων τ97 Γ συγκε*σθω τ;
Ζ.

+Επε0 οYν, Dσαι εJσ0ν �ν τ97 ∆ µον-δες, τοσαIτ- εJσι κα0 �ν τ97 Α µεγ�θη %σα τ97 Γ, / Zρα
µ�ρος �στ0ν 6 µον?ς τοI ∆, τ; α�τ; µ�ρος �στ0 κα0 τ; Γ τοI ΑV 1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ;
Α, οwτως 6 µον?ς πρ;ς τ;ν ∆. µετρε� δ� 6 µον?ς τ;ν ∆ �ριθµ	νV µετρε� Zρα κα0 τ; Γ τ; Α.
κα0 �πε* �στιν jς τ; Γ πρ;ς τ; Α, οwτως 6 µον?ς πρ;ς τ;ν ∆ [�ριθµ	ν], �ν-παλιν Zρα jς τ;
Α πρ;ς τ; Γ, οwτως b ∆ �ριθµ;ς πρ;ς τ�ν µον-δα. π-λιν �πε*, Dσαι εJσ0ν �ν τ97 Ε µον-δες,
τοσαIτ- εJσι κα0 �ν τ97 Ζ %σα τ97 Γ, 1στιν Zρα jς τ; Γ πρ;ς τ; Ζ, οwτως 6 µον?ς πρ;ς τ;ν Ε
[�ριθµ	ν]. �δε*χθη δ� κα0 jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως b ∆ πρ;ς τ�ν µον-δαV δ* %σου Zρα �στ0ν
jς τ; Α πρ;ς τ; Ζ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε. �λλ( jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως �στ0 τ; Α πρ;ς
τ; ΒV κα0 jς Zρα τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως κα0 πρ;ς τ; Ζ. τ; Α Zρα πρ;ς )κ-τερον τ9ν Β, Ζ
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τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV %σον Zρα �στ0 τ; Β τ97 Ζ. µετρε� δ� τ; Γ τ; ΖV µετρε� Zρα κα0 τ; Β.
�λλ? µ�ν κα0 τ; ΑV τ; Γ Zρα τ? Α, Β µετρε�. σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Α τ97 Β.

+Ε?ν Zρα δ8ο µεγ�θη πρ;ς Zλληλα, κα0 τ? )$�ς.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι, �?ν >σι δ8ο �ριθµο*, jς ο= ∆, Ε, κα0 ε�θε�α, jς 6 Α, δ8νατ	ν
�στι ποι�σαι jς b ∆ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν Ε �ριθµ	ν, οwτως τ�ν ε�θε�αν πρ;ς ε�θε�αν. �?ν δ�
κα0 τ9ν Α, Ζ µ�ση �ν-λογον ληφθ�@, jς 6 Β, 1σται jς 6 Α πρ;ς τ�ν Ζ, οwτως τ; �π; τ�ς Α
πρ;ς τ; �π; τ�ς Β, τουτ�στιν jς 6 πρSτη πρ;ς τ�ν τρ*την, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης πρ;ς
τ; �π; τ�ς δευτ�ρας τ; Dµοιον κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενον. �λλ( jς 6 Α πρ;ς τ�ν Ζ, οwτως
�στ0ν b ∆ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν Ε �ριθµ	νV γ�γονεν Zρα κα0 jς b ∆ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν Ε �ριθµ	ν,
οwτως τ; �π; τ�ς Α ε�θε*ας πρ;ς τ; �π; τ�ς Β ε�θε*αςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ζ́
Τ? �σ8µµετρα µεγ�θη πρ;ς Zλληλα λ	γον ο�κ 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν.

RΕστω �σ8µµετρα µεγ�θη τ? Α, ΒV λ�γω, Dτι τ; Α πρ;ς τ; Β λ	γον ο�κ 1χει, /ν �ριθµ;ς
πρ;ς �ριθµ	ν.

Α

Β

εJ γ?ρ 1χει τ; Α πρ;ς τ; Β λ	γον, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν, σ8µµετρον 1σται τ; Α τ97
Β. ο�κ 1στι δ�V ο�κ Zρα τ; Α πρ;ς τ; Β λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν.

Τ? Zρα �σ8µµετρα µεγ�θη πρ;ς Zλληλα λ	γον ο�κ 1χει, κα0 τ? )$�ς.

Ί .ή
+Ε?ν δ8ο µεγ�θη πρ;ς Zλληλα λ	γον µ� 1χη@, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν, �σ8µµετρα 1σται τ?
µεγ�θη.

Α

Β

∆8ο γ?ρ µεγ�θη τ? Α, Β πρ;ς Zλληλα λ	γον µ� �χ�τω, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	νV λ�γω,
Dτι �σ8µµετρ- �στι τ? Α, Β µεγ�θη.

ΕJ γ?ρ 1σται σ8µµετρα, τ; Α πρ;ς τ; Β λ	γον i$ει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν. ο�κ 1χει
δ�. �σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? Α, Β µεγ�θη.
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+Ε?ν Zρα δ8ο µεγ�θη πρ;ς Zλληλα, κα0 τ? )$�ς.

Ί .θ́
Τ? �π; τ9ν µ"κει συµµ�τρων ε�θει9ν τετρ-γωνα πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 τ? τετρ-γωνα τ? πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χοντα, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0 τ?ς πλευρ?ς i$ει µ"κει συµµ�τρους.
τ? δ� �π; τ9ν µ"κει �συµµ�τρων ε�θει9ν τετρ-γωνα πρ;ς Zλληλα λ	γον ο�κ 1χει, Dνπερ
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 τ? τετρ-γωνα τ? πρ;ς Zλληλα λ	γον
µ� 1χοντα, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ?ς πλευρ?ς i$ει µ"κει
συµµ�τρους.

RΕστωσαν γ?ρ α= Α, Β µ"κει σ8µµετροιV λ�γω, Dτι τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π;
τ�ς Β τετρ-γωνον λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν.

Α Β

Γ ∆

+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@ Β µ"κει, 6 Α Zρα πρ;ς τ�ν Β λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς
πρ;ς �ριθµ	ν. �χ�τω, /ν b Γ πρ;ς τ;ν ∆. �πε0 οYν �στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως b
Γ πρ;ς τ;ν ∆, �λλ? τοI µ�ν τ�ς Α πρ;ς τ�ν Β λ	γου διπλασ*ων �στ0ν b τοI �π; τ�ς Α
τετραγSνου πρ;ς τ; �π; τ�ς Β τετρ-γωνονV τ? γ?ρ Dµοια σχ"µατα �ν διπλασ*ονι λ	γω7
�στ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9νV τοI δ� τοI Γ [�ριθµοI] πρ;ς τ;ν ∆ [�ριθµ;ν] λ	γου διπλασ*ων
�στ0ν b τοI �π; τοI Γ τετραγSνου πρ;ς τ;ν �π; τοI ∆ τετρ-γωνονV δ8ο γ?ρ τετραγSνων
�ριθµ9ν εtς µ�σος �ν-λογ	ν �στιν �ριθµ	ς, κα0 b τετρ-γωνος πρ;ς τ;ν τετρ-γωνον [�ριθµ;ν]
διπλασ*ονα λ	γον 1χει, Fπερ 6 πλευρ? πρ;ς τ�ν πλευρ-νV 1στιν Zρα κα0 jς τ; �π; τ�ς Α
τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Β τετρ-γωνον, οwτως b �π; τοI Γ τετρ-γωνος [�ριθµ;ς] πρ;ς
τ;ν �π; τοI ∆ [�ριθµοI] τετρ-γωνον [�ριθµ	ν].

+Αλλ? δ� 1στω jς τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Β, οwτως b �π; τοI Γ
τετρ-γωνος πρ;ς τ;ν �π; τοI ∆ [τετρ-γωνον]V λ�γω, Dτι σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@ Β µ"κει.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Β [τετρ-γωνον], οwτως b �π;
τοI Γ τετρ-γωνος πρ;ς τ;ν �π; τοI ∆ [τετρ-γωνον], �λλ( b µ�ν τοI �π; τ�ς Α τετραγSνου
πρ;ς τ; �π; τ�ς Β [τετρ-γωνον] λ	γος διπλασ*ων �στ0 τοI τ�ς Α πρ;ς τ�ν Β λ	γου, b δ�
τοI �π; τοI Γ [�ριθµοI] τετραγSνου [�ριθµοI] πρ;ς τ;ν �π; τοI ∆ [�ριθµοI] τετρ-γωνον
[�ριθµ;ν] λ	γος διπλασ*ων �στ0 τοI τοI Γ [�ριθµοI] πρ;ς τ;ν ∆ [�ριθµ;ν] λ	γου, 1στιν Zρα
κα0 jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως b Γ [�ριθµ;ς] πρ;ς τ;ν ∆ [�ριθµ	ν]. 6 Α Zρα πρ;ς τ�ν Β,
λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς b Γ πρ;ς �ριθµ;ν τ;ν ∆V σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Α τ�@ Β µ"κει.

+Αλλ? δ� �σ8µµετρος 1στω 6 Α τ�@ Β µ"κειV λ�γω, Dτι τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ;
�π; τ�ς Β [τετρ-γωνον] λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν.

ΕJ γ?ρ 1χει τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Β [τετρ-γωνον] λ	γον, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, σ8µµετρος 1σται 6 Α τ�@ Β. ο�κ 1στι δ�V ο�κ
Zρα τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Β [τετρ-γωνον] λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν.
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Π-λιν δ� τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Β [τετρ-γωνον] λ	γον µ� �χ�τω, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV λ�γω, Dτι �σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@ Β µ"κει.

ΕJ γ-ρ �στι σ8µµετρος 6 Α τ�@ Β, i$ει τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς Β λ	γον, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. ο�κ 1χει δ�V ο�κ Zρα σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α
τ�@ Β µ"κει.

Τ? Zρα �π; τ9ν µ"κει συµµ�τρων, κα0 τ? )$�ς.

Π	ρισµα

Κα0 φανερ;ν �κ τ9ν δεδειγµ�νων 1σται, Dτι α= µ"κει σ8µµετροι π-ντως κα0 δυν-µει, α= δ�
δυν-µει ο� π-ντως κα0 µ"κει [ε%περ τ? �π; τ9ν µ"κει συµµ�τρων ε�θει9ν τετρ-γωνα λ	γον
1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, τ? δ� λ	γον 1χοντα, /ν �ριθµ;ς πρ;ς
�ριθµ	ν, σ8µµετρ- �στιν. hστε α= µ"κει σ8µµετροι ε�θε�αι ο� µ	νον [εJσ0] µ"κει σ8µµετροι,
�λλ? κα0 δυν-µει.

π-λιν �πε*, Dσα τετρ-γωνα πρ;ς Zλληλα λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν, µ"κει �δε*χθη σ8µµετρα κα0 δυν-µει mντα σ8µµετρα τ97 τ? τετρ-γωνα λ	γον 1χειν,
/ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν, Dσα Zρα τετρ-γωνα λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν, �λλ? :πλ9ς, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν, σ8µµετρα µ�ν 1σται α�τ? τ?
τετρ-γωνα δυν-µει, ο�κ�τι δ� κα0 µ"κειV hστε τ? µ�ν µ"κει σ8µµετρα π-ντως κα0 δυν-µει,
τ? δ� δυν-µει ο� π-ντως κα0 µ"κει, εJ µ� κα0 λ	γον 1χοιεν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν.

λ�γω δ", Dτι [κα0] α= µ"κει �σ8µµετροι ο� π-ντως κα0 δυν-µει, �πειδ"περ α= δυν-µει
σ8µµετροι δ8νανται λ	γον µ� 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0 δι?
τοIτο δυν-µει οYσαι σ8µµετροι µ"κει εJσ0ν �σ8µµετροι. hστε ο�χ α= τ97 µ"κει �σ8µµετροι
π-ντως κα0 δυν-µει, �λλ? δ8νανται µ"κει οYσαι �σ8µµετροι δυν-µει ε ν̂αι κα0 �σ8µµετροι
κα0 σ8µµετροι.

α= δ� δυν-µει �σ8µµετροι π-ντως κα0 µ"κει �σ8µµετροιV εJ γ?ρ [εJσι] µ"κει σ8µµετροι,
1σονται κα0 δυν-µει σ8µµετροι. Eπ	κεινται δ� κα0 �σ8µµετροιV Dπερ Zτοπον. α= Zρα δυν-µει
�σ8µµετροι π-ντως κα0 µ"κει].

Λ�µµα

∆�δεικται �ν το�ς �ριθµητικο�ς, Dτι ο= Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο0 πρ;ς �λλ"λους λ	γον
1χουσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0 Dτι, �?ν δ8ο �ριθµο0 πρ;ς
�λλ"λους λ	γον 1χωσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, Dµοιο* εJσιν
�π*πεδοι. κα0 δ�λον �κ το8των, Dτι ο= µ� Dµοιοι �π*πεδοι �ριθµο*, τουτ�στιν ο= µ� �ν-λογον
1χοντες τ?ς πλευρ-ς, πρ;ς �λλ"λους λ	γον ο�κ 1χουσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν. εJ γ?ρ i$ουσιν, Dµοιοι �π*πεδοι 1σονταιV Dπερ ο�χ Eπ	κειται. ο= Zρα µ�
Dµοιοι �π*πεδοι πρ;ς �λλ"λους λ	γον ο�κ 1χουσιν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν.

Ί .ί
Τ�@ προτεθε*ση@ ε�θε*αc προσευρε�ν δ8ο ε�θε*ας �συµµ�τρους, τ�ν µ�ν µ"κει µ	νον, τ�ν δ� κα0
δυν-µει.
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RΕστω 6 προτεθε�σα ε�θε�α 6 ΑV δε� δ� τ�@ Α προσευρε�ν δ8ο ε�θε*ας �συµµ�τρους, τ�ν
µ�ν µ"κει µ	νον, τ�ν δ� κα0 δυν-µει.

Α

Β

Γ

∆

Ε

+Εκκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο �ριθµο0 ο= Β, Γ πρ;ς �λλ"λους λ	γον µ� 1χοντες, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, τουτ�στι µ� Dµοιοι �π*πεδοι, κα0 γεγον�τω jς b Β πρ;ς
τ;ν Γ, οwτως τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆ τετρ-γωνονV �µ-θοµεν γ-ρV
σ8µµετρον Zρα τ; �π; τ�ς Α τ97 �π; τ�ς ∆. κα0 �πε0 b Β πρ;ς τ;ν Γ λ	γον ο�κ 1χει, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆
λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Α τ�@
∆ µ"κει. εJλ"φθω τ9ν Α, ∆ µ�ση �ν-λογον 6 ΕV 1στιν Zρα jς 6 Α πρ;ς τ�ν ∆, οwτως τ;
�π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Ε. �σ8µµετρος δ� �στιν 6 Α τ�@ ∆ µ"κειV �σ8µµετρον
Zρα �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον τ97 �π; τ�ς Ε τετραγSνω7V �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6
Α τ�@ Ε δυν-µει.

Τ�@ Zρα προτεθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ Α προσε8ρηνται δ8ο ε�θε�αι �σ8µµετροι α= ∆, Ε, µ"κει µ�ν
µ	νον 6 ∆, δυν-µει δ� κα0 µ"κει δηλαδ� 6 Ε [Dπερ 1δει δε�$αι].

Ί .ιά
+Ε?ν τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον k@, τ; δ� πρ9τον τ97 δευτ�ρω7 σ8µµετρον k@, κα0 τ; τρ*τον
τ97 τετ-ρτω7 σ8µµετρον 1σταιV κlν τ; πρ9τον τ97 δευτ�ρω7 �σ8µµετρον k@, κα0 τ; τρ*τον τ97
τετ-ρτω7 �σ8µµετρον 1σται.

Α

Β

Γ

∆

RΕστωσαν τ�σσαρα µεγ�θη �ν-λογον τ? Α, Β, Γ, ∆, jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς
τ; ∆, τ; Α δ� τ97 Β σ8µµετρον 1στωV λ�γω, Dτι κα0 τ; Γ τ97 ∆ σ8µµετρον 1σται.

+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ	ν �στι τ; Α τ97 Β, τ; Α Zρα πρ;ς τ; Β λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς
�ριθµ	ν. κα* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆V κα0 τ; Γ Zρα πρ;ς τ; ∆
λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	νV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Γ τ97 ∆.
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+Αλλ? δ� τ; Α τ97 Β �σ8µµετρον 1στωV λ�γω, Dτι κα0 τ; Γ τ97 ∆ �σ8µµετρον 1σται. �πε0
γ?ρ �σ8µµετρ	ν �στι τ; Α τ97 Β, τ; Α Zρα πρ;ς τ; Β λ	γον ο�κ 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς
�ριθµ	ν. κα* �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως τ; Γ πρ;ς τ; ∆V ο�δ� τ; Γ Zρα πρ;ς τ; ∆
λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	νV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Γ τ97 ∆.

+Ε?ν Zρα τ�σσαρα µεγ�θη, κα0 τ? )$�ς.

Ί .ιβ́
Τ? τ97 α�τ97 µεγ�θει σ8µµετρα κα0 �λλ"λοις �στ0 σ8µµετρα.

MΕκ-τερον γ?ρ τ9ν Α, Β τ97 Γ 1στω σ8µµετρον. λ�γω, Dτι κα0 τ; Α τ97 Β �στι σ8µµετρον.

Α Β Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ	ν �στι τ; Α τ97 Γ, τ; Α Zρα πρ;ς τ; Γ λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς
�ριθµ	ν. �χ�τω, /ν b ∆ πρ;ς τ;ν Ε. π-λιν, �πε0 σ8µµετρ	ν �στι τ; Γ τ97 Β, τ; Γ Zρα πρ;ς
τ; Β λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	ν. �χ�τω, /ν b Ζ πρ;ς τ;ν Η. κα0 λ	γων δοθ�ντων
bποσωνοIν τοI τε, /ν 1χει b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, κα0 b Ζ πρ;ς τ;ν Η εJλ"φθωσαν �ριθµο0 )$�ς �ν
το�ς δοθε�σι λ	γοις ο= Θ, Κ, ΛV hστε ε ν̂αι jς µ�ν τ;ν ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως τ;ν Θ πρ;ς τ;ν
Κ, jς δ� τ;ν Ζ πρ;ς τ;ν Η, οwτως τ;ν Κ πρ;ς τ;ν Λ.

+Επε0 οYν �στιν jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, �λλ( jς b ∆ πρ;ς τ;ν Ε, οwτως
b Θ πρ;ς τ;ν Κ, 1στιν Zρα κα0 jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Κ. π-λιν, �πε* �στιν
jς τ; Γ πρ;ς τ; Β, οwτως b Ζ πρ;ς τ;ν Η, �λλ( jς b Ζ πρ;ς τ;ν Η, [οwτως] b Κ πρ;ς τ;ν Λ,
κα0 jς Zρα τ; Γ πρ;ς τ; Β, οwτως b Κ πρ;ς τ;ν Λ. 1στι δ� κα0 jς τ; Α πρ;ς τ; Γ, οwτως b
Θ πρ;ς τ;ν ΚV δ* %σου Zρα �στ0ν jς τ; Α πρ;ς τ; Β, οwτως b Θ πρ;ς τ;ν Λ. τ; Α Zρα πρ;ς
τ; Β λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς b Θ πρ;ς �ριθµ;ν τ;ν ΛV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Α τ97 Β.

Τ? Zρα τ97 α�τ97 µεγ�θει σ8µµετρα κα0 �λλ"λοις �στ0 σ8µµετραV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ιγ́
+Ε?ν k@ δ8ο µεγ�θη σ8µµετρα, τ; δ� iτερον α�τ9ν µεγ�θει τιν0 �σ8µµετρον k@, κα0 τ; λοιπ;ν
τ97 α�τ97 �σ8µµετρον 1σται.

RΕστω δ8ο µεγ�θη σ8µµετρα τ? Α, Β, τ; δ� iτερον α�τ9ν τ; Α Zλλω7 τιν0 τ97 Γ �σ8µµετρον
1στωV λ�γω, Dτι κα0 τ; λοιπ;ν τ; Β τ97 Γ �σ8µµετρ	ν �στιν.
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Α

Β

Γ

ΕJ γ-ρ �στι σ8µµετρον τ; Β τ97 Γ, �λλ? κα0 τ; Α τ97 Β σ8µµετρ	ν �στιν, κα0 τ; Α Zρα
τ97 Γ σ8µµετρ	ν �στιν. �λλ? κα0 �σ8µµετρονV Dπερ �δ8νατον. ο�κ Zρα σ8µµετρ	ν �στι τ;
Β τ97 ΓV �σ8µµετρον Zρα.

+Ε?ν Zρα k@ δ8ο µεγ�θη σ8µµετρα, κα0 τ? )$�ς.

Λ�µµα

∆8ο δοθεισ9ν ε�θει9ν �ν*σων εEρε�ν, τ*νι µε�ζον δ8ναται 6 µε*ζων τ�ς �λ-σσονος.
RΕστωσαν α= δοθε�σαι δ8ο Zνισοι ε�θε�αι α= ΑΒ, Γ, gν µε*ζων 1στω 6 ΑΒV δε� δ� εEρε�ν,

τ*νι µε�ζον δ8ναται 6 ΑΒ τ�ς Γ.
Γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; Α∆Β, κα0 εJς α�τ; �νηρµ	σθω τ�@ Γ %ση 6 Α∆, κα0

�πεζε8χθω 6 ∆Β. φανερ;ν δ", Dτι Aρθ" �στιν 6 Eπ; Α∆Β γων*α, κα0 Dτι

�

Α Β

Γ

∆

6 ΑΒ τ�ς Α∆, τουτ�στι τ�ς Γ, µε�ζον δ8ναται τ�@ ∆Β.
MΟµο*ως δ� κα0 δ8ο δοθεισ9ν ε�θει9ν 6 δυναµ�νη α�τ?ς εEρ*σκεται οwτως.
RΕστωσαν α= δοθε�σαι δ8ο ε�θε�αι α= Α∆, ∆Β, κα0 δ�ον 1στω εEρε�ν τ�ν δυναµ�νην α�τ-ς.

κε*σθωσαν γ-ρ, hστε Aρθ�ν γων*αν περι�χειν τ�ν Eπ; Α∆, ∆Β, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΒV φανερ;ν
π-λιν, Dτι 6 τ?ς Α∆, ∆Β δυναµ�νη �στ0ν 6 ΑΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ιδ́
+Ε?ν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, δ8νηται δ� 6 πρSτη τ�ς δευτ�ρας µε�ζον τ97 �π;
συµµ�τρου )αυτ�@ [µ"κει], κα0 6 τρ*τη τ�ς τετ-ρτης µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; συµµ�τρου
)αυτ�@ [µ"κει]. κα0 �?ν 6 πρSτη τ�ς δευτ�ρας µε�ζον δ8νηται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@
[µ"κει], κα0 6 τρ*τη τ�ς τετ-ρτης µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ [µ"κει].

RΕστωσαν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον α= Α, Β, Γ, ∆, jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Γ πρ;ς
τ�ν ∆, κα0 6 Α µ�ν τ�ς Β µε�ζον δυν-σθω τ97 �π; τ�ς Ε, 6 δ� Γ τ�ς ∆ µε�ζον δυν-σθω τ97
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�π; τ�ς ΖV λ�γω, Dτι, ε%τε σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@ Ε, σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 Γ τ�@ Ζ, ε%τε
�σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@ Ε, �σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 Γ τ�@ Ζ.

Α
Β

Γ
∆

Ε
Ζ

+Επε0 γ-ρ �στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β,
οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν ∆, 1στιν Zρα κα0 jς τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς Β, οwτως τ; �π;

τ�ς Γ πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς Α %σα �στ0 τ? �π; τ9ν Ε, Β, τ97 δ� �π; τ�ς Γ
%σα �στ0 τ? �π; τ9ν ∆, Ζ. 1στιν Zρα jς τ? �π; τ9ν Ε, Β πρ;ς τ; �π; τ�ς Β, οwτως τ? �π;
τ9ν ∆, Ζ πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆V διελ	ντι Zρα �στ0ν jς τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς Β, οwτως
τ; �π; τ�ς Ζ πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆V 1στιν Zρα κα0 jς 6 Ε πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Ζ πρ;ς τ�ν ∆V
�ν-παλιν Zρα �στ0ν jς 6 Β πρ;ς τ�ν Ε, οwτως 6 ∆ πρ;ς τ�ν Ζ. 1στι δ� κα0 jς 6 Α πρ;ς τ�ν
Β, οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν ∆V δ* %σου Zρα �στ0ν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Ε, οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν Ζ. ε%τε
οYν σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@ Ε, σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 Γ τ�@ Ζ, ε%τε �σ8µµετρ	ς �στιν 6 Α τ�@
Ε, �σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 Γ τ�@ Ζ.

+Ε?ν Zρα, κα0 τ? )$�ς.

Ί .ιέ
+Ε?ν δ8ο µεγ�θη σ8µµετρα συντεθ�@, κα0 τ; Dλον )κατ�ρω7 α�τ9ν σ8µµετρον 1σταιV κlν τ;
Dλον )ν0 α�τ9ν σ8µµετρον k@, κα0 τ? �$ �ρχ�ς µεγ�θη σ8µµετρα 1σται.

Συγκε*σθω γ?ρ δ8ο µεγ�θη σ8µµετρα τ? ΑΒ, ΒΓV λ�γω, Dτι κα0 Dλον τ; ΑΓ )κατ�ρω7
τ9ν ΑΒ, ΒΓ �στι σ8µµετρον.

� � �

Α Β Γ

∆

+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ- �στι τ? ΑΒ, ΒΓ, µετρ"σει τι α�τ? µ�γεθος. µετρε*τω, κα0 1στω τ;
∆. �πε0 οYν τ; ∆ τ? ΑΒ, ΒΓ µετρε�, κα0 Dλον τ; ΑΓ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0
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τ? ΑΒ, ΒΓ. τ; ∆ Zρα τ? ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ µετρε�V σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΑΓ )κατ�ρω7 τ9ν
ΑΒ, ΒΓ.

+Αλλ? δ� τ; ΑΓ 1στω σ8µµετρον τ97 ΑΒV λ�γω δ", Dτι κα0 τ? ΑΒ, ΒΓ σ8µµετρ- �στιν.
+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ- �στι τ? ΑΓ, ΑΒ, µετρ"σει τι α�τ? µ�γεθος. µετρε*τω, κα0 1στω τ;

∆. �πε0 οYν τ; ∆ τ? ΓΑ, ΑΒ µετρε�, κα0 λοιπ;ν Zρα τ; ΒΓ µετρ"σει. µετρε� δ� κα0 τ; ΑΒV
τ; ∆ Zρα τ? ΑΒ, ΒΓ µετρ"σειV σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? ΑΒ, ΒΓ.

+Ε?ν Zρα δ8ο µεγ�θη, κα0 τ? )$�ς.

Ί .ι3́
+Ε?ν δ8ο µεγ�θη �σ8µµετρα συντεθ�@, κα0 τ; Dλον )κατ�ρω7 α�τ9ν �σ8µµετρον 1σταιV κlν τ;
Dλον )ν0 α�τ9ν �σ8µµετρον k@, κα0 τ? �$ �ρχ�ς µεγ�θη �σ8µµετρα 1σται.

Συγκε*σθω γ?ρ δ8ο µεγ�θη �σ8µµετρα τ? ΑΒ, ΒΓV λ�γω, Dτι κα0 Dλον τ; ΑΓ )κατ�ρω7
τ9ν ΑΒ, ΒΓ �σ8µµετρ	ν �στιν.

�

�

�

Α

Β

Γ

∆

ΕJ γ?ρ µ" �στιν �σ8µµετρα τ? ΓΑ, ΑΒ, µετρ"σει τι [α�τ?] µ�γεθος. µετρε*τω, εJ δυνατ	ν,
κα0 1στω τ; ∆. �πε0 οYν τ; ∆ τ? ΓΑ, ΑΒ µετρε�, κα0 λοιπ;ν Zρα τ; ΒΓ µετρ"σει. µετρε�
δ� κα0 τ; ΑΒV τ; ∆ Zρα τ? ΑΒ, ΒΓ µετρε�. σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? ΑΒ, ΒΓV Eπ�κειντο δ�
κα0 �σ8µµετραV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τ? ΓΑ, ΑΒ µετρ"σει τι µ�γεθοςV �σ8µµετρα
Zρα �στ0 τ? ΓΑ, ΑΒ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 τ? ΑΓ, ΓΒ �σ8µµετρ- �στιν. τ; ΑΓ Zρα
)κατ�ρω7 τ9ν ΑΒ, ΒΓ �σ8µµετρ	ν �στιν.

+Αλλ? δ� τ; ΑΓ )ν0 τ9ν ΑΒ, ΒΓ �σ8µµετρον 1στω. 1στω δ� πρ	τερον τ97 ΑΒV λ�γω, Dτι κα0
τ? ΑΒ, ΒΓ �σ8µµετρ- �στιν. εJ γ?ρ 1σται σ8µµετρα, µετρ"σει τι α�τ? µ�γεθος. µετρε*τω,
κα0 1στω τ; ∆. �πε0 οYν τ; ∆ τ? ΑΒ, ΒΓ µετρε�, κα0 Dλον Zρα τ; ΑΓ µετρ"σει. µετρε� δ�
κα0 τ; ΑΒV τ; ∆ Zρα τ? ΓΑ, ΑΒ µετρε�. σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? ΓΑ, ΑΒV Eπ�κειτο δ� κα0
�σ8µµετραV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τ? ΑΒ, ΒΓ µετρ"σει τι µ�γεθοςV �σ8µµετρα Zρα
�στ0 τ? ΑΒ, ΒΓ.

+Ε?ν Zρα δ8ο µεγ�θη, κα0 τ? )$�ς.
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Λ�µµα

+Ε?ν παρ- τινα ε�θε�αν παραβληθ�@ παραλληλ	γραµµον �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, τ; παρα-
βληθ�ν %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν �κ τ�ς παραβολ�ς γενοµ�νων τµηµ-των τ�ς ε�θε*ας.

� ��

�

Α Β
Γ

∆

Παρ? γ?ρ ε�θε�αν τ�ν ΑΒ παραβεβλ"σθω παραλληλ	γραµµον τ; Α∆ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7
τ97 ∆ΒV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; Α∆ τ97 Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ.

Κα* �στιν α�τ	θεν φανερ	νV �πε0 γ?ρ τετρ-γων	ν �στι τ; ∆Β, %ση �στ0ν 6 ∆Γ τ�@ ΓΒ, κα*
�στι τ; Α∆ τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, Γ∆, τουτ�στι τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ.

+Ε?ν Zρα παρ- τινα ε�θε�αν, κα0 τ? )$�ς.

Ί .ιζ́
+Ε?ν >σι δ8ο ε�θε�αι Zνισοι, τ97 δ� τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς �λ-σσονος %σον παρ? τ�ν
µε*ζονα παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 κα0 εJς σ8µµετρα α�τ�ν διαιρ�@ µ"κει, 6 µε*ζων
τ�ς �λ-σσονος µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ [µ"κει]. κα0 �?ν 6 µε*ζων τ�ς
�λ-σσονος µε�ζον δ8νηται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ [µ"κει], τ97 δ� τετ-ρτω7 τοI �π; τ�ς
�λ-σσονος %σον παρ? τ�ν µε*ζονα παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς σ8µµετρα α�τ�ν
διαιρε� µ"κει.

� ����

Α

Β Γ
∆ΕΖ

RΕστωσαν δ8ο ε�θε�αι Zνισοι α= Α, ΒΓ, gν µε*ζων 6 ΒΓ, τ97 δ� τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π;
τ�ς �λ-σσονος τ�ς Α, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς 6µισε*ας τ�ς Α, %σον παρ? τ�ν ΒΓ παραβεβλ"σθω
�λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν Β∆, ∆Γ, σ8µµετρος δ� 1στω 6 Β∆ τ�@ ∆Γ
µ"κειV λ�γω, Dτι 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@.
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Τετµ"σθω γ?ρ 6 ΒΓ δ*χα κατ? τ; Ε σηµε�ον, κα0 κε*σθω τ�@ ∆Ε %ση 6 ΕΖ. λοιπ� Zρα
6 ∆Γ %ση �στ0 τ�@ ΒΖ. κα0 �πε0 ε�θε�α 6 ΒΓ τ�τµηται εJς µ�ν %σα κατ? τ; Ε, εJς δ� Zνισα
κατ? τ; ∆, τ; Zρα Eπ; Β∆, ∆Γ περιεχ	µενον AρθογSνιον µετ? τοI �π; τ�ς Ε∆ τετραγSνου
%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΓ τετραγSνω7V κα0 τ? τετραπλ-σιαV τ; Zρα τετρ-κις Eπ; τ9ν Β∆,
∆Γ µετ? τοI τετραπλασ*ου τοI �π; τ�ς ∆Ε %σον �στ0 τ97 τετρ-κις �π; τ�ς ΕΓ τετραγSνω7.
�λλ? τ97 µ�ν τετραπλασ*ω7 τοI Eπ; τ9ν Β∆, ∆Γ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον, τ97 δ�
τετραπλασ*ω7 τοI �π; τ�ς ∆Ε %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ∆Ζ τετρ-γωνονV διπλασ*ων γ-ρ �στιν
6 ∆Ζ τ�ς ∆Ε. τ97 δ� τετραπλασ*ω7 τοI �π; τ�ς ΕΓ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΓ τετρ-γωνονV
διπλασ*ων γ-ρ �στι π-λιν 6 ΒΓ τ�ς ΓΕ. τ? Zρα �π; τ9ν Α, ∆Ζ τετρ-γωνα %σα �στ0 τ97 �π;
τ�ς ΒΓ τετραγSνω7V hστε τ; �π; τ�ς ΒΓ τοI �π; τ�ς Α µε�ζ	ν �στι τ97 �π; τ�ς ∆ΖV 6 ΒΓ
Zρα τ�ς Α µε�ζον δ8ναται τ�@ ∆Ζ. δεικτ�ον, Dτι κα0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ τ�@ ∆Ζ. �πε0 γ?ρ
σ8µµετρ	ς �στιν 6 Β∆ τ�@ ∆Γ µ"κει, σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΒΓ τ�@ Γ∆ µ"κει. �λλ? 6
Γ∆ τα�ς Γ∆, ΒΖ �στι σ8µµετρος µ"κειV %ση γ-ρ �στιν 6 Γ∆ τ�@ ΒΖ. κα0 6 ΒΓ Zρα σ8µµετρ	ς
�στι τα�ς ΒΖ, Γ∆ µ"κειV hστε κα0 λοιπ�@ τ�@ Ζ∆ σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ µ"κειV 6 ΒΓ Zρα τ�ς
Α µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@.

+Αλλ? δ� 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον δυν-σθω τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, τ97 δ� τετ-ρτω7 τοI �π;
τ�ς Α %σον παρ? τ�ν ΒΓ παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν Β∆,
∆Γ. δεικτ�ον, Dτι σ8µµετρ	ς �στιν 6 Β∆ τ�@ ∆Γ µ"κει.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον δ8ναται
τ97 �π; τ�ς Ζ∆. δ8ναται δ� 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. σ8µµετρος Zρα
�στ0ν 6 ΒΓ τ�@ Ζ∆ µ"κειV hστε κα0 λοιπ�@ συναµφοτ�ρω7 τ�@ ΒΖ, ∆Γ σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ
µ"κει. �λλ? συναµφ	τερος 6 ΒΖ, ∆Γ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ∆Γ [µ"κει]. hστε κα0 6 ΒΓ τ�@ Γ∆
σ8µµετρ	ς �στι µ"κειV κα0 διελ	ντι Zρα 6 Β∆ τ�@ ∆Γ �στι σ8µµετρος µ"κει.

+Ε?ν Zρα >σι δ8ο ε�θε�αι Zνισοι, κα0 τ? )$�ς.

Ί .ιή

+Ε?ν >σι δ8ο ε�θε�αι Zνισοι, τ97 δ� τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς �λ-σσονος %σον παρ? τ�ν
µε*ζονα παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 εJς �σ8µµετρα α�τ�ν διαιρ�@ [µ"κει], 6
µε*ζων τ�ς �λ-σσονος µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 �?ν 6 µε*ζων τ�ς
�λ-σσονος µε�ζον δ8νηται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, τ97 δ� τετ-ρτω7 τοI �π; τ�ς �λ-σσονος
%σον παρ? τ�ν µε*ζονα παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς �σ8µµετρα α�τ�ν διαιρε�
[µ"κει].
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� ����

Α

Β Γ
∆ΕΖ

Rεστωσαν δ8ο ε�θε�αι Zνισοι α= Α, ΒΓ, gν µε*ζων 6 ΒΓ, τ97 δ� τετ-ρτω7 [µ�ρει] τοI �π;
τ�ς �λ-σσονος τ�ς Α %σον παρ? τ�ν ΒΓ παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω
τ; Eπ; τ9ν Β∆Γ, �σ8µµετρος δ� 1στω 6 Β∆ τ�@ ∆Γ µ"κειV λ�γω, Dτι 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον
δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων τ97 πρ	τερον bµο*ως δε*$οµεν, Dτι 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον
δ8ναται τ97 �π; τ�ς Ζ∆. δεικτ�ον [οYν], Dτι �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ τ�@ ∆Ζ µ"κει. �πε0
γ?ρ �σ8µµετρ	ς �στιν 6 Β∆ τ�@ ∆Γ µ"κει, �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΒΓ τ�@ Γ∆ µ"κει.
�λλ? 6 ∆Γ σ8µµετρ	ς �στι συναµφοτ�ραις τα�ς ΒΖ, ∆ΓV κα0 6 ΒΓ Zρα �σ8µµετρ	ς �στι
συναµφοτ�ραις τα�ς ΒΖ, ∆Γ. hστε κα0 λοιπ�@ τ�@ Ζ∆ �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ µ"κει. κα0 6 ΒΓ
τ�ς Α µε�ζον δ8ναται τ97 �π; τ�ς Ζ∆V 6 ΒΓ Zρα τ�ς Α µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου
)αυτ�@.

∆υν-σθω δ� π-λιν 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, τ97 δ� τετ-ρτω7 τοI �π;
τ�ς Α %σον παρ? τ�ν ΒΓ παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν Β∆,
∆Γ. δεικτ�ον, Dτι �σ8µµετρ	ς �στιν 6 Β∆ τ�@ ∆Γ µ"κει.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων bµο*ως δε*$οµεν, Dτι 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον δ8ναται τ97
�π; τ�ς Ζ∆. �λλ? 6 ΒΓ τ�ς Α µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. �σ8µµετρος Zρα
�στ0ν 6 ΒΓ τ�@ Ζ∆ µ"κειV hστε κα0 λοιπ�@ συναµφοτ�ρω7 τ�@ ΒΖ, ∆Γ �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ.
�λλ? συναµφ	τερος 6 ΒΖ, ∆Γ τ�@ ∆Γ σ8µµετρ	ς �στι µ"κειV κα0 6 ΒΓ Zρα τ�@ ∆Γ �σ8µµετρ	ς
�στι µ"κειV hστε κα0 διελ	ντι 6 Β∆ τ�@ ∆Γ �σ8µµετρ	ς �στι µ"κει.

+Ε?ν Zρα >σι δ8ο ε�θε�αι, κα0 τ? )$�ς.

Λ�µµα

+Επε0 δ�δεικται, Dτι α= µ"κει σ8µµετροι π-ντως κα0 δυν-µει [εJσ0 σ8µµετροι], α= δ� δυν-µει
ο� π-ντως κα0 µ"κει, �λλ? δ� δ8νανται µ"κει κα0 σ8µµετροι ε ν̂αι κα0 �σ8µµετροι, φανερ	ν,
Dτι, �?ν τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ σ8µµετρ	ς τις k@ µ"κει, λ�γεται Tητ� κα0 σ8µµετρος α�τ�@ ο� µ	νον
µ"κει, �λλ? κα0 δυν-µει, �πε0 α= µ"κει σ8µµετροι π-ντως κα0 δυν-µει. �?ν δ� τ�@ �κκειµ�νη@
Tητ�@ σ8µµετρ	ς τις k@ δυν-µει, εJ µ�ν κα0 µ"κει, λ�γεται κα0 οwτως Tητ� κα0 σ8µµετρος α�τ�@
µ"κει κα0 δυν-µειV εJ δ� τ�@ �κκειµ�νη@ π-λιν Tητ�@ σ8µµετρ	ς τις οYσα δυν-µει µ"κει α�τ�@ k@
�σ8µµετρος, λ�γεται κα0 οwτως Tητ� δυν-µει µ	νον σ8µµετρος.
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Ί .ιθ́

Τ; Eπ; Tητ9ν µ"κει συµµ�τρων κατ- τινα τ9ν προειρηµ�νων τρ	πων ε�θει9ν περιεχ	µενον
AρθογSνιον Tητ	ν �στιν.

MΥπ; γ?ρ Tητ9ν µ"κει συµµ�τρων ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, ΒΓ AρθογSνιον περιεχ�σθω τ; ΑΓV
λ�γω, Dτι Tητ	ν �στι τ; ΑΓ.

Α Β

Γ

∆

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆V Tητ;ν Zρα �στ0 τ; Α∆. κα0 �πε0
σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κει, %ση δ� �στιν 6 ΑΒ τ�@ Β∆, σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Β∆
τ�@ ΒΓ µ"κει. κα* �στιν jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; ∆Α πρ;ς τ; ΑΓ. σ8µµετρον Zρα
�στ0 τ; ∆Α τ97 ΑΓ. Tητ;ν δ� τ; ∆ΑV Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ; ΑΓ.

Τ; Zρα Eπ; Tητ9ν µ"κει συµµ�τρων, κα0 τ? )$�ς.

Ί .κ́

+Ε?ν Tητ;ν παρ? Tητ�ν παραβληθ�@, πλ-τος ποιε� Tητ�ν κα0 σ8µµετρον τ�@, παρ( Bν παρ-κειται,
µ"κει.

MΡητ;ν γ?ρ τ; ΑΓ παρ? Tητ�ν κατ- τινα π-λιν τ9ν προειρηµ�νων τρ	πων τ�ν ΑΒ παραβεβλ"σθω
πλ-τος ποιοIν τ�ν ΒΓV λ�γω, Dτι Tητ" �στιν 6 ΒΓ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΒΑ µ"κει.
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ΑΒ

Γ

∆

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆V Tητ;ν Zρα �στ0 τ; Α∆. Tητ;ν δ� κα0
τ; ΑΓV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ∆Α τ97 ΑΓ. κα* �στιν jς τ; ∆Α πρ;ς τ; ΑΓ, οwτως 6 ∆Β
πρ;ς τ�ν ΒΓ. σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ∆Β τ�@ ΒΓV %ση δ� 6 ∆Β τ�@ ΒΑV σ8µµετρος Zρα κα0
6 ΑΒ τ�@ ΒΓ. Tητ� δ� �στιν 6 ΑΒV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΒΓ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΑΒ µ"κει.

+Ε?ν Zρα Tητ;ν παρ? Tητ�ν παραβληθ�@, κα0 τ? )$�ς.

Ί .κά
Τ; Eπ; Tητ9ν δυν-µει µ	νον συµµ�τρων ε�θει9ν περιεχ	µενον AρθογSνιον Zλογ	ν �στιν,
κα0 6 δυναµ�νη α�τ; Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ� µ�ση.

MΥπ; γ?ρ Tητ9ν δυν-µει µ	νον συµµ�τρων ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, ΒΓ AρθογSνιον περιεχ�σθω
τ; ΑΓV λ�γω, Dτι Zλογ	ν �στι τ; ΑΓ, κα0 6 δυναµ�νη α�τ; Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ� µ�ση.

ΑΒ

Γ

∆

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆V Tητ;ν Zρα �στ0 τ; Α∆. κα0 �πε0
�σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κειV δυν-µει γ?ρ µ	νον Eπ	κεινται σ8µµετροιV %ση δ� 6
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ΑΒ τ�@ Β∆, �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ∆Β τ�@ ΒΓ µ"κει. κα* �στιν jς 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΓ,
οwτως τ; Α∆ πρ;ς τ; ΑΓV �σ8µµετρον Zρα [�στ0] τ; ∆Α τ97 ΑΓ. Tητ;ν δ� τ; ∆ΑV Zλογον
Zρα �στ0 τ; ΑΓV hστε κα0 6 δυναµ�νη τ; ΑΓ [τουτ�στιν 6 %σον α�τ97 τετρ-γωνον δυναµ�νη]
Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ� µ�σηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

+Ε?ν >σι δ8ο ε�θε�αι, 1στιν jς 6 πρSτη πρ;ς τ�ν δευτ�ραν, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης πρ;ς
τ; Eπ; τ9ν δ8ο ε�θει9ν.

RΕστωσαν δ8ο ε�θε�αι α= ΖΕ, ΕΗ. λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΖΕ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως τ; �π;
τ�ς ΖΕ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΖΕ, ΕΗ.

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΖΕ τετρ-γωνον τ; ∆Ζ, κα0 συµπεπληρSσθω τ; Η∆. �πε0 οYν
�στιν jς 6 ΖΕ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως τ; Ζ∆ πρ;ς

∆

Ε
Ζ Η

τ; ∆Η, κα* �στι τ; µ�ν Ζ∆ τ; �π; τ�ς ΖΕ, τ; δ� ∆Η τ; Eπ; τ9ν ∆Ε, ΕΗ, τουτ�στι τ;
Eπ; τ9ν ΖΕ, ΕΗ, 1στιν Zρα jς 6 ΖΕ τ�ν ΕΗ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΕ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΖΕ,
ΕΗ. bµο*ως δ� κα0 jς τ; Eπ; τ9ν ΗΕ, ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΕΖ, τουτ�στιν jς τ; Η∆ πρ;ς
τ; Ζ∆, οwτως 6 ΗΕ πρ;ς τ�ν ΕΖV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .κβ́

Τ; �π; µ�σης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� Tητ�ν κα0 �σ8µµετρον τ�@, παρ( Bν
παρ-κειται, µ"κει.

RΕστω µ�ση µ�ν 6 Α, Tητ� δ� 6 ΓΒ, κα0 τ97 �π; τ�ς Α %σον παρ? τ�ν ΒΓ παραβεβλ"σθω
χωρ*ον AρθογSνιον τ; Β∆ πλ-τος ποιοIν τ�ν Γ∆V λ�γω, Dτι Tητ" �στιν 6 Γ∆ κα0 �σ8µµετρος
τ�@ ΓΒ µ"κει.

+Επε0 γ?ρ µ�ση �στ0ν 6 Α, δ8ναται χωρ*ον περιεχ	µενον Eπ; Tητ9ν δυν-µει µ	νον συµµ�τρων.
δυν-σθω τ; ΗΖ.
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Α

Β

Γ ∆

Ε Ζ

Η

δ8ναται δ� κα0 τ; Β∆V %σον Zρα �στ0 τ; Β∆ τ97 ΗΖ. 1στι δ� α�τ97 κα0 JσογSνιονV τ9ν
δ� %σων τε κα0 Jσογων*ων παραλληλογρ-µµων �ντιπεπ	νθασιν α= πλευρα0 α= περ0 τ?ς %σας
γων*αςV �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν Γ∆. 1στιν Zρα κα0
jς τ; �π; τ�ς

ΒΓ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΕΗ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς Γ∆. σ8µµετρον δ� �στι
τ; �π; τ�ς ΓΒ τ97 �π; τ�ς ΕΗV Tητ� γ-ρ �στιν )κατ�ρα α�τ9νV σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0
τ; �π; τ�ς ΕΖ τ97 �π; τ�ς Γ∆. Tητ;ν δ� �στι τ; �π; τ�ς ΕΖV Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ; �π;
τ�ς Γ∆V Tητ� Zρα �στ0ν 6 Γ∆. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΕΖ τ�@ ΕΗ µ"κειV δυν-µει γ?ρ
µ	νον εJσ0 σ8µµετροιV jς δ� 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΖΕ,
ΕΗ, �σ8µµετρον Zρα [�στ0] τ; �π; τ�ς ΕΖ τ97 Eπ; τ9ν ΖΕ, ΕΗ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΕΖ
σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς Γ∆V Tητα0 γ-ρ εJσι δυν-µειV τ97 δ� Eπ; τ9ν ΖΕ, ΕΗ σ8µµετρ	ν
�στι τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV %σα γ-ρ �στι τ97 �π; τ�ς ΑV �σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς
Γ∆ τ97 Eπ; τ9ν ∆Γ, ΓΒ. jς δ� τ; �π; τ�ς Γ∆ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ∆Γ, ΓΒ, οwτως �στ0ν 6 ∆Γ
πρ;ς τ�ν ΓΒV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ∆Γ τ�@ ΓΒ µ"κει. Tητ� Zρα �στ0ν 6 Γ∆ κα0 �σ8µµετρος
τ�@ ΓΒ µ"κειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .κγ́

MΗ τ�@ µ�ση@ σ8µµετρος µ�ση �στ*ν.

RΕστω µ�ση 6 Α, κα0 τ�@ Α σ8µµετρος 1στω 6 ΒV λ�γω, Dτι κα0 6 Β µ�ση �στ*ν.
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Α Β

Γ

∆Ε Ζ

+Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 Γ∆, κα0 τ97 µ�ν
�π; τ�ς Α %σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω χωρ*ον AρθογSνιον τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν

Ε∆V Tητ� Zρα �στ0ν 6 Ε∆ κα0 �σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. τ97 δ� �π; τ�ς Β %σον παρ? τ�ν Γ∆
παραβεβλ"σθω χωρ*ον AρθογSνιον τ; ΓΖ πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆Ζ. �πε0 οYν σ8µµετρ	ς �στιν
6 Α τ�@ Β, σ8µµετρ	ν �στι κα0 τ; �π; τ�ς Α τ97 �π; τ�ς Β. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς Α %σον �στ0
τ; ΕΓ, τ97 δ� �π; τ�ς Β %σον �στ0 τ; ΓΖV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΕΓ τ97 ΓΖ. κα* �στιν jς τ;
ΕΓ πρ;ς τ; ΓΖ, οwτως 6 Ε∆ πρ;ς τ�ν ∆ΖV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Ε∆ τ�@ ∆Ζ µ"κει. Tητ�
δ� �στιν 6 Ε∆ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Γ µ"κειV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ∆Ζ κα0 �σ8µµετρος τ�@
∆Γ µ"κειV α= Γ∆, ∆Ζ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. 6 δ� τ; Eπ; Tητ9ν δυν-µει
µ	νον συµµ�τρων δυναµ�νη µ�ση �στ*ν. 6 Zρα τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ∆Ζ δυναµ�νη µ�ση �στ*νV κα0
δ8ναται τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ∆Ζ 6 ΒV µ�ση Zρα �στ0ν 6 Β.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι τ; τ97 µ�σω7 χωρ*ω7 σ8µµετρον µ�σον �στ*ν. [δ8νανται γ?ρ
α�τ? ε�θε�αι, αX εJσι δυν-µει σ8µµετροι, gν 6 )τ�ρα µ�σηV hστε κα0 6 λοιπ� µ�ση �στ*ν.]

MΩσα8τως δ� το�ς �π0 τ9ν Tητ9ν εJρηµ�νοις κα0 �π0 τ9ν µ�σων �$ακολουθε�, τ�ν τ�@ µ�ση@
µ"κει σ8µµετρον λ�γεσθαι µ�σην κα0 σ8µµετρον α�τ�@ µ� µ	νον µ"κει, �λλ? κα0 δυν-µει,
�πειδ"περ καθ	λου α= µ"κει σ8µµετροι π-ντως κα0 δυν-µει. �?ν δ� τ�@ µ�ση@ σ8µµετρ	ς τις
k@ δυν-µει, εJ µ�ν κα0 µ"κει, λ�γονται κα0 οwτως µ�σαι κα0 σ8µµετροι µ"κει κα0 δυν-µει, εJ
δ� δυν-µει µ	νον, λ�γονται µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι.

Ί .κδ́
Τ; Eπ; µ�σων µ"κει συµµ�τρων ε�θει9ν κατ- τινα τ9ν εJρηµ�νων τρ	πων περιεχ	µενον
AρθογSνιον µ�σον �στ*ν.

MΥπ; γ?ρ µ�σων µ"κει συµµ�τρων ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, ΒΓ περιεχ�σθω AρθογSνιον τ; ΑΓV
λ�γω, Dτι τ; ΑΓ µ�σον �στ*ν.
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Α Β

Γ

∆

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆V µ�σον Zρα �στ0 τ; Α∆. κα0 �πε0
σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κει, %ση δ� 6 ΑΒ τ�@ Β∆, σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ∆Β τ�@
ΒΓ µ"κειV hστε κα0 τ; ∆Α τ97 ΑΓ σ8µµετρ	ν �στιν. µ�σον δ� τ; ∆ΑV µ�σον Zρα κα0 τ;
ΑΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .κέ

Τ; Eπ; µ�σων δυν-µει µ	νον συµµ�τρων ε�θει9ν περιεχ	µενον AρθογSνιον Fτοι Tητ;ν P
µ�σον �στ*ν.

MΥπ; γ?ρ µ�σων δυν-µει µ	νον συµµ�τρων ε�θει9ν τ9ν ΑΒ, ΒΓ AρθογSνιον περιεχ�σθω
τ; ΑΓV λ�γω, Dτι τ; ΑΓ Fτοι Tητ;ν P µ�σον �στ*ν.
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Α

Β Γ∆
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Ζ Η
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Κ

Λ

Μ

Νq

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνα τ? Α∆, ΒΕV µ�σον Zρα �στ0ν )κ-τερον
τ9ν Α∆, ΒΕ. κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ΖΗ, κα0 τ97 µ�ν Α∆ %σον παρ? τ�ν ΖΗ παραβεβλ"σθω
AρθογSνιον παραλληλ	γραµµον τ; ΗΘ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΖΘ, τ97 δ� ΑΓ %σον παρ? τ�ν ΘΜ
παραβεβλ"σθω AρθογSνιον παραλληλ	γραµµον τ; ΜΚ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΘΚ, κα0 1τι τ97
ΒΕ %σον bµο*ως παρ? τ�ν ΚΝ παραβεβλ"σθω τ; ΝΛ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΚΛV �π( ε�θε*ας Zρα
εJσ0ν α= ΖΘ, ΘΚ, ΚΛ. �πε0 οYν µ�σον �στ0ν )κ-τερον τ9ν Α∆, ΒΕ, κα* �στιν %σον τ; µ�ν
Α∆ τ97 ΗΘ, τ; δ� ΒΕ τ97 ΝΛ, µ�σον Zρα κα0 )κ-τερον τ9ν ΗΘ, ΝΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν
ΖΗ παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν ΖΘ, ΚΛ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΖΗ µ"κει. κα0 �πε0
σ8µµετρ	ν �στι τ; Α∆ τ97 ΒΕ, σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; ΗΘ τ97 ΝΛ. κα* �στιν jς τ; ΗΘ
πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως 6 ΖΘ πρ;ς τ�ν ΚΛV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΘ τ�@ ΚΛ µ"κει. α= ΖΘ,
ΚΛ Zρα Tητα* εJσι µ"κει σ8µµετροιV Tητ;ν Zρα �στ0 τ; Eπ; τ9ν ΖΘ, ΚΛ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν
6 µ�ν ∆Β τ�@ ΒΑ, 6 δ� qΒ τ�@ ΒΓ, 1στιν Zρα jς 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν
Βq. �λλ( jς µ�ν 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; ∆Α πρ;ς τ; ΑΓV jς δ� 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Βq,
οwτως τ; ΑΓ πρ;ς τ; ΓqV 1στιν Zρα jς τ; ∆Α πρ;ς τ; ΑΓ, οwτως τ; ΑΓ πρ;ς τ; Γq. %σον
δ� �στι τ; µ�ν Α∆ τ97 ΗΘ, τ; δ� ΑΓ τ97 ΜΚ, τ; δ� Γq τ97 ΝΛV 1στιν Zρα jς τ; ΗΘ πρ;ς τ;
ΜΚ, οwτως τ; ΜΚ πρ;ς τ; ΝΛV 1στιν Zρα κα0 jς 6 ΖΘ πρ;ς τ�ν ΘΚ, οwτως 6 ΘΚ πρ;ς τ�ν
ΚΛV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΖΘ, ΚΛ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΘΚ. Tητ;ν δ� τ; Eπ; τ9ν ΖΘ, ΚΛV Tητ;ν
Zρα �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΘΚV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΘΚ. κα0 εJ µ�ν σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΖΗ µ"κει,
Tητ	ν �στι τ; ΘΝV εJ δ� �σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΖΗ µ"κει, α= ΚΘ, ΘΜ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV µ�σον Zρα τ; ΘΝ. τ; ΘΝ Zρα Fτοι Tητ;ν P µ�σον �στ*ν. %σον δ� τ; ΘΝ τ97 ΑΓV
τ; ΑΓ Zρα Fτοι Tητ;ν P µ�σον �στ*ν.

Τ; Zρα Eπ; µ�σων δυν-µει µ	νον συµµ�τρων, κα0 τ? )$�ς.

Ί .κ3́
Μ�σον µ�σου ο�χ Eπερ�χει Tητ97.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, µ�σον τ; ΑΒ µ�σου τοI ΑΓ Eπερεχ�τω Tητ97 τ97 ∆Β, κα0 �κκε*σθω Tητ�
6 ΕΖ, κα0 τ97 ΑΒ %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω παραλληλ	γραµµον AρθογSνιον τ; ΖΘ
πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΘ, τ97 δ� ΑΓ %σον �φη@ρ"σθω τ; ΖΗV λοιπ;ν Zρα τ; Β∆ λοιπ97 τ97 ΚΘ
�στιν %σον. Tητ;ν δ� �στι τ; ∆ΒV Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ; ΚΘ. �πε0 οYν µ�σον �στ0ν )κ-τερον
τ9ν ΑΒ, ΑΓ, κα* �στι τ; µ�ν ΑΒ τ97 ΖΘ %σον, τ; δ� ΑΓ τ97 ΖΗ, µ�σον Zρα κα0 )κ-τερον
τ9ν ΖΘ, ΖΗ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν ΘΕ, ΕΗ κα0
�σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. κα0 �πε0 Tητ	ν �στι τ; ∆Β κα* �στιν %σον τ97 ΚΘ, Tητ;ν Zρα �στ0
κα0 τ; ΚΘ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΗΘ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΕΖ
µ"κει. �λλ? κα0 6 ΕΗ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κειV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΕΗ
τ�@ ΗΘ µ"κει. κα* �στιν jς 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΗΘ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΗ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΕΗ,
ΗΘV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΕΗ τ97 Eπ; τ9ν ΕΗ, ΗΘ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΕΗ
σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΕΗ, ΗΘ τετρ-γωναV Tητ? γ?ρ �µφ	τεραV τ97 δ� Eπ; τ9ν ΕΗ, ΗΘ
σ8µµετρ	ν �στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΕΗ, ΗΘV διπλ-σιον γ-ρ �στιν α�τοIV �σ8µµετρα Zρα �στ0 τ?
�π; τ9ν ΕΗ, ΗΘ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΕΗ, ΗΘV κα0 συναµφ	τερα Zρα τ- τε �π; τ9ν ΕΗ, ΗΘ κα0
τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΕΗ, ΗΘ, Dπερ �στ0 τ; �π; τ�ς ΕΘ, �σ8µµετρ	ν �στι το�ς �π; τ9ν ΕΗ, ΗΘ.
Tητ? δ� τ? �π; τ9ν ΕΗ, ΗΘV Zλογον Zρα τ; �π; τ�ς ΕΘ. Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΕΘ. �λλ? κα0
Tητ"V Dπερ �στ0ν �δ8νατον.

Μ�σον Zρα µ�σου ο�χ Eπερ�χει Tητ97V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .κζ́

Μ�σας εEρε�ν δυν-µει µ	νον συµµ�τρους Tητ;ν περιεχο8σας.

+Εκκε*σθωσαν δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= Α, Β, κα0 εJλ"φθω τ9ν Α, Β µ�ση
�ν-λογον 6 Γ, κα0 γεγον�τω jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν ∆.
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Κα0 �πε0 α= Α, Β Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, τ; Zρα Eπ; τ9ν Α, Β, τουτ�στι
τ; �π; τ�ς Γ, µ�σον �στ*ν. µ�ση Zρα 6 Γ. κα0 �πε* �στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, [οwτως] 6 Γ
πρ;ς τ�ν ∆, α= δ� Α, Β δυν-µει µ	νον [εJσ0] σ8µµετροι, κα0 α= Γ, ∆ Zρα δυν-µει µ	νον εJσ0
σ8µµετροι. κα* �στι µ�ση 6 ΓV µ�ση Zρα κα0 6 ∆. α= Γ, ∆ Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι. λ�γω, Dτι κα0 Tητ;ν περι�χουσιν. �πε0 γ-ρ �στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Γ
πρ;ς τ�ν ∆, �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Γ, 6 Β πρ;ς τ�ν ∆. �λλ( jς 6 Α πρ;ς τ�ν
Γ, 6 Γ πρ;ς τ�ν ΒV κα0 jς Zρα 6 Γ πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν ∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν Γ,
∆ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΒV Tητ;ν Zρα [�στ0] κα0 τ; Eπ; τ9ν Γ, ∆.

Εwρηνται Zρα µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι Tητ;ν περι�χουσαιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .κή
Μ�σας εEρε�ν δυν-µει µ	νον συµµ�τρους µ�σον περιεχο8σας.

+Εκκε*σθωσαν [τρε�ς] Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= Α, Β, Γ, κα0 εJλ"φθω τ9ν Α, Β
µ�ση �ν-λογον 6 ∆, κα0 γεγον�τω jς 6 Β πρ;ς τ�ν Γ, 6 ∆ πρ;ς τ�ν Ε.

Α

Β

Γ

∆

Ε

+Επε0 α= Α, Β Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, τ; Zρα Eπ; τ9ν Α, Β, τουτ�στι τ; �π;
τ�ς ∆, µ�σον �στ*ν. µ�ση Zρα 6 ∆. κα0 �πε0 α= Β, Γ δυν-µει µ	νον εJσ0 σ8µµετροι, κα* �στιν
jς 6 Β πρ;ς τ�ν Γ, 6 ∆ πρ;ς τ�ν Ε, κα0 α= ∆, Ε Zρα δυν-µει µ	νον εJσ0 σ8µµετροι. µ�ση
δ� 6 ∆V µ�ση Zρα κα0 6 ΕV α= ∆, Ε Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. λ�γω δ", Dτι
κα0 µ�σον περι�χουσιν. �πε0 γ-ρ �στιν jς 6 Β πρ;ς τ�ν Γ, 6 ∆ πρ;ς τ�ν Ε, �ναλλ?$ Zρα jς
6 Β πρ;ς τ�ν ∆, 6 Γ πρ;ς τ�ν Ε. jς δ� 6 Β πρ;ς τ�ν ∆, 6 ∆ πρ;ς τ�ν ΑV κα0 jς Zρα 6 ∆
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πρ;ς τ�ν Α, 6 Γ πρ;ς τ�ν ΕV τ; Zρα Eπ; τ9ν Α, Γ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ∆, Ε. µ�σον δ� τ;
Eπ; τ9ν Α, ΓV µ�σον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ∆, Ε.

Εwρηνται Zρα µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι µ�σον περι�χουσαιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

ΕEρε�ν δ8ο τετραγSνους �ριθµο8ς, hστε κα0 τ;ν συγκε*µενον �$ α�τ9ν ε ν̂αι τετρ-γωνον.
+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΒ, ΒΓ, 1στωσαν δ� Fτοι Zρτιοι P περιττο*. κα0 �πε*, �-ν τε

�π; �ρτ*ου Zρτιος �φαιρεθ�@, �-ν τε �π; περισσοI περισσ	ς, b λοιπ;ς Zρτι	ς �στιν, b λοιπ;ς
Zρα b ΑΓ Zρτι	ς �στιν. τετµ"σθω b ΑΓ δ*χα κατ? τ; ∆. 1στωσαν δ� κα0 ο= ΑΒ, ΒΓ Fτοι
Dµοιοι �π*πεδοι P τετρ-γωνοι, ο� κα0 α�το0 Dµοιο* εJσιν �π*πεδοιV b Zρα �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ?
τοI �π; [τοI]

� ���Α Β
Γ∆

Γ∆ τετραγSνου %σος �στ0 τ97 �π; τοI Β∆ τετραγSνω7. κα* �στι τετρ-γωνος b �κ τ9ν ΑΒ,
ΒΓ, �πειδ"περ �δε*χθη, Dτι, �?ν δ8ο Dµοιοι �π*πεδοι πολλαπλασι-σαντες �λλ"λους ποι9σ*
τινα, b γεν	µενος τετρ-γων	ς �στιν. εwρηνται Zρα δ8ο τετρ-γωνοι �ριθµο0 D τε �κ τ9ν ΑΒ,
ΒΓ κα0 b �π; τοI Γ∆, ο� συντεθ�ντες ποιοIσι τ;ν �π; τοI Β∆ τετρ-γωνον.

Κα0 φανερ	ν, Dτι εwρηνται π-λιν δ8ο τετρ-γωνοι D τε �π; τοI Β∆ κα0 b �π; τοI Γ∆,
hστε τ�ν Eπεροχ�ν α�τ9ν τ;ν Eπ; ΑΒ, ΒΓ ε ν̂αι τετρ-γωνον, Dταν ο= ΑΒ, ΒΓ Dµοιοι >σιν
�π*πεδοι. Dταν δ� µ� >σιν Dµοιοι �π*πεδοι, εwρηνται δ8ο τετρ-γωνοι D τε �π; τοI Β∆ κα0 b
�π; τοI ∆Γ, gν 6 Eπεροχ� b Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ ο�κ 1στι τετρ-γωνοςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

ΕEρε�ν δ8ο τετραγSνους �ριθµο8ς, hστε τ;ν �$ α�τ9ν συγκε*µενον µ� ε ν̂αι τετρ-γωνον.
RΕστω γ?ρ b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ, jς 1φαµεν, τετρ-γωνος, κα0 Zρτιος b ΓΑ, κα0 τετµ"σθω b

ΓΑ δ*χα τ97 ∆. φανερ;ν δ", Dτι b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνος µετ? τοI �π; [τοI]

� ��� � �� �Α Β
Γ∆ ΕΖΗ Θ

Γ∆ τετραγSνου %σος �στ0 τ97 �π; [τοI] Β∆ τετραγSνω7. �φη@ρ"σθω µον?ς 6 ∆ΕV b Zρα
�κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; [τοI] ΓΕ �λ-σσων �στ0 τοI �π; [τοI] Β∆ τετραγSνου. λ�γω
οYν, Dτι b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνος µετ? τοI �π; [τοI] ΓΕ ο�κ 1σται τετρ-γωνος.

ΕJ γ?ρ 1σται τετρ-γωνος, Fτοι %σος �στ0 τ97 �π; [τοI] ΒΕ P �λ-σσων τοI �π; [τοI] ΒΕ,
ο�κ�τι δ� κα0 µε*ζων, Xνα µ� τµηθ�@ 6 µον-ς. 1στω, εJ δυνατ	ν, πρ	τερον b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ
µετ? τοI �π; ΓΕ %σος τ97 �π; ΒΕ, κα0 1στω τ�ς ∆Ε µον-δος διπλασ*ων b ΗΑ. �πε0 οYν Dλος
b ΑΓ Dλου τοI Γ∆ �στι διπλασ*ων, gν b ΑΗ τοI ∆Ε �στι διπλασ*ων, κα0 λοιπ;ς Zρα b ΗΓ
λοιποI τοI ΕΓ �στι διπλασ*ωνV δ*χα Zρα τ�τµηται b ΗΓ τ97 Ε. b Zρα �κ τ9ν ΗΒ, ΒΓ µετ?
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τοI �π; ΓΕ %σος �στ0 τ97 �π; ΒΕ τετραγSνω7. �λλ? κα0 b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΕ
%σος Eπ	κειται τ97 �π; [τοI] ΒΕ τετραγSνω7V b Zρα �κ τ9ν ΗΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΕ %σος
�στ0 τ97 �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΕ. κα0 κοινοI �φαιρεθ�ντος τοI �π; ΓΕ συν-γεται
b ΑΒ %σος τ97 ΗΒV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; [τοI] ΓΕ %σος �στ0
τ97 �π; ΒΕ. λ�γω δ", Dτι ο�δ� �λ-σσων τοI �π; ΒΕ. εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω τ97 �π; ΒΖ %σος,
κα0 τοI ∆Ζ διπλασ*ων b ΘΑ. κα0 συναχθ"σεται π-λιν διπλασ*ων b ΘΓ τοI ΓΖV hστε κα0
τ;ν ΓΘ δ*χα τετµ�σθαι κατ? τ; Ζ, κα0 δι? τοIτο τ;ν �κ τ9ν ΘΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΖΓ %σον
γ*νεσθαι τ97 �π; ΒΖ. Eπ	κειται δ� κα0 b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΕ %σος τ97 �π; ΒΖ.
hστε κα0 b �κ τ9ν ΘΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΖ %σος 1σται τ97 �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π;
ΓΕV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΕ %σος �στ0 [τ97] �λ-σσονι τοI
�π; ΒΕ. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� [α�τ97] τ97 �π; ΒΕ. ο�κ Zρα b �κ τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΕ
τετρ-γων	ς �στιν. [δυνατοI δ� mντος κα0 κατ? πλε*ονας τρ	πους τοpς εJρηµ�νους �ριθµοpς
�πιδεικν8ειν, �ρκε*σθωσαν 6µ�ν ο= εJρηµ�νοι, Xνα µ� µακροτ�ρας οUσης τ�ς πραγµατε*ας �π0
πλ�ον α�τ�ν µηκ8νωµεν.] Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .κθ́
ΕEρε�ν δ8ο Tητ?ς δυν-µει µ	νον συµµ�τρους, hστε τ�ν µε*ζονα τ�ς �λ-σσονος µε�ζον
δ8νασθαι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει.

+Εκκε*σθω γ-ρ τις Tητ� 6 ΑΒ κα0 δ8ο τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο= Γ∆, ∆Ε, hστε τ�ν Eπεροχ�ν
α�τ9ν τ;ν ΓΕ µ� ε ν̂αι τετρ-γωνον, κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; ΑΖΒ, κα0
πεποι"σθω jς b ∆Γ πρ;ς τ;ν ΓΕ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΑ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ
τετρ-γωνον κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΒ.

� �

� ��

�

Α Β

Γ ∆Ε

Ζ

+Επε0 [οYν] �στιν jς τ; �π; τ�ς ΒΑ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ, οwτως b ∆Γ πρ;ς τ;ν ΓΕ, τ;
�π; τ�ς ΒΑ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς b ∆Γ πρ;ς �ριθµ;ν τ;ν ΓΕV
σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΑ τ97 �π; τ�ς ΑΖ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΑΒV Tητ;ν Zρα
κα0 τ; �π; τ�ς ΑΖV Tητ� Zρα κα0 6 ΑΖ. κα0 �πε0 b ∆Γ πρ;ς τ;ν ΓΕ λ	γον ο�κ 1χει, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς ΒΑ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ
λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ
τ�@ ΑΖ µ"κειV α= ΒΑ, ΑΖ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. κα0 �πε* [�στιν] jς b ∆Γ



280 BIBΛION. I′

πρ;ς τ;ν ΓΕ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΑ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ, �ναστρ�ψαντι Zρα jς b Γ∆ πρ;ς
τ;ν ∆Ε, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΖ. b δ� Γ∆ πρ;ς τ;ν ∆Ε λ	γον 1χει, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 τ; �π; τ�ς ΑΒ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΖ
λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ
τ�@ ΒΖ µ"κει. κα* �στι τ; �π; τ�ς ΑΒ %σον το�ς �π; τ9ν ΑΖ, ΖΒV 6 ΑΒ Zρα τ�ς ΑΖ µε�ζον
δ8ναται τ�@ ΒΖ συµµ�τρω7 )αυτ�@.

Εwρηνται Zρα δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΒΑ, ΑΖ, hστε τ�ν µε*ζονα τ�ν ΑΒ
τ�ς �λ-σσονος τ�ς ΑΖ µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; τ�ς ΒΖ συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κειV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Ί .λ́
ΕEρε�ν δ8ο Tητ?ς δυν-µει µ	νον συµµ�τρους, hστε τ�ν µε*ζονα τ�ς �λ-σσονος µε�ζον
δ8νασθαι τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει.

+Εκκε*σθω Tητ� 6 ΑΒ κα0 δ8ο τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο= ΓΕ, Ε∆, hστε τ;ν συγκε*µενον
�$ α�τ9ν τ;ν Γ∆ µ� ε ν̂αι τετρ-γωνον, κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; ΑΖΒ, κα0
πεποι"σθω jς b ∆Γ πρ;ς τ;ν ΓΕ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΑ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ, κα0 �πεζε8χθω
6 ΖΒ.

� �

� ��

�

Α Β
Γ ∆Ε

Ζ

MΟµο*ως δ� δε*$οµεν τ97 πρ; το8του, Dτι α= ΒΑ, ΑΖ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι.
κα0 �πε* �στιν jς b ∆Γ πρ;ς τ;ν ΓΕ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΑ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖ, �ναστρ�ψαντι
Zρα jς b Γ∆ πρ;ς τ;ν ∆Ε, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΖ. b δ� Γ∆ πρ;ς τ;ν
∆Ε λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π;
τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΖ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV
�σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ΒΖ µ"κει. κα0 δ8ναται 6 ΑΒ τ�ς ΑΖ µε�ζον τ97 �π; τ�ς ΖΒ
�συµµ�τρου )αυτ�@.

Α= ΑΒ, ΑΖ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, κα0 6 ΑΒ τ�ς ΑΖ µε�ζον δ8ναται τ97
�π; τ�ς ΖΒ �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κειV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ί .λά

ΕEρε�ν δ8ο µ�σας δυν-µει µ	νον συµµ�τρους Tητ;ν περιεχο8σας, hστε τ�ν µε*ζονα τ�ς
�λ-σσονος µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει.

Α

Β
Γ

∆

+Εκκε*σθωσαν δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= Α, Β, hστε τ�ν Α µε*ζονα οYσαν
τ�ς �λ-σσονος τ�ς Β µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα0 τ97 Eπ; τ9ν Α,
Β %σον 1στω τ; �π; τ�ς Γ. µ�σον δ� τ; Eπ; τ9ν Α, ΒV µ�σον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΓV µ�ση
Zρα κα0 6 Γ. τ97 δ� �π; τ�ς Β %σον 1στω τ; Eπ; τ9ν

Γ, ∆. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΒV Tητ;ν Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν Γ, ∆. κα0 �πε* �στιν jς 6 Α πρ;ς
τ�ν Β, οwτως τ; Eπ; τ9ν Α, Β πρ;ς τ; �π; τ�ς Β, �λλ? τ97 µ�ν Eπ; τ9ν Α, Β %σον �στ0 τ;
�π; τ�ς Γ, τ97 δ� �π; τ�ς Β %σον τ; Eπ; τ9ν Γ, ∆, jς Zρα 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως τ; �π; τ�ς
Γ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν Γ, ∆. jς δ� τ; �π; τ�ς Γ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν Γ, ∆, οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν ∆V
κα0 jς Zρα 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Γ πρ;ς τ�ν ∆. σ8µµετρος δ� 6 Α τ�@ Β δυν-µει µ	νονV
σ8µµετρος Zρα κα0 6 Γ τ�@ ∆ δυν-µει µ	νον. κα* �στι µ�ση 6 ΓV µ�ση Zρα κα0 6 ∆. κα0 �πε*
�στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, 6 Γ πρ;ς τ�ν ∆, 6 δ� Α τ�ς Β µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου
)αυτ�@, κα0 6 Γ Zρα τ�ς ∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@.

Εwρηνται Zρα δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= Γ, ∆ Tητ;ν περι�χουσαι, κα0 6 Γ
τ�ς ∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει.

MΟµο*ως δ� δειχθ"σεται κα0 τ97 �π; �συµµ�τρου, Dταν 6 Α τ�ς Β µε�ζον δ8νηται τ97 �π;
�συµµ�τρου )αυτ�@.

Ί .λβ́

ΕEρε�ν δ8ο µ�σας δυν-µει µ	νον συµµ�τρους µ�σον περιεχο8σας, hστε τ�ν µε*ζονα τ�ς
�λ-σσονος µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@.
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Α

Β

Γ

∆

Ε

+Εκκε*σθωσαν τρε�ς Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= Α, Β, Γ, hστε τ�ν Α τ�ς Γ µε�ζον
δ8νασθαι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 τ97 µ�ν Eπ; τ9ν Α, Β %σον 1στω τ; �π; τ�ς ∆. µ�σον
Zρα τ; �π; τ�ς ∆V κα0 6 ∆ Zρα µ�ση �στ*ν. τ97 δ� Eπ; τ9ν Β, Γ %σον 1στω τ; Eπ; τ9ν ∆,
Ε. κα0 �πε* �στιν jς τ; Eπ; τ9ν Α, Β πρ;ς τ; Eπ; τ9ν Β, Γ, οwτως 6 Α πρ;ς τ�ν Γ, �λλ?
τ97 µ�ν Eπ; τ9ν Α, Β %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ∆, τ97 δ� Eπ; τ9ν Β, Γ %σον τ; Eπ; τ9ν ∆, Ε,
1στιν Zρα jς 6 Α πρ;ς τ�ν Γ, οwτως τ; �π; τ�ς ∆ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ∆, Ε. jς δ� τ; �π; τ�ς
∆ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ∆, Ε, οwτως 6 ∆ πρ;ς τ�ν ΕV κα0 jς Zρα 6 Α πρ;ς τ�ν Γ, οwτως 6 ∆
πρ;ς τ�ν ΕV σ8µµετρος δ� 6 Α τ�@ Γ δυν-µει [µ	νον]. σ8µµετρος Zρα κα0 6 ∆ τ�@ Ε δυν-µει
µ	νον. µ�ση δ� 6 ∆V µ�ση Zρα κα0 6 Ε. κα0 �πε* �στιν jς 6 Α πρ;ς τ�ν Γ, 6 ∆ πρ;ς τ�ν Ε,
6 δ� Α τ�ς Γ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ∆ Zρα τ�ς Ε µε�ζον δυν"σεται
τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. λ�γω δ", Dτι κα0 µ�σον �στ0 τ; Eπ; τ9ν ∆, Ε. �πε0 γ?ρ %σον �στ0
τ; Eπ; τ9ν Β, Γ τ97 Eπ; τ9ν ∆, Ε, µ�σον δ� τ; Eπ; τ9ν Β, Γ [α= γ?ρ Β, Γ Tητα* εJσι δυν-µει
µ	νον σ8µµετροι], µ�σον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ∆, Ε.

Εwρηνται Zρα δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ∆, Ε µ�σον περι�χουσαι, hστε τ�ν
µε*ζονα τ�ς �λ-σσονος µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@.

MΟµο*ως δ� π-λιν δειχθ"σεται κα0 τ97 �π; �συµµ�τρου, Dταν 6 Α τ�ς Γ µε�ζον δ8νηται τ97
�π; �συµµ�τρου )αυτ�@.

Λ�µµα

RΕστω τρ*γωνον AρθογSνιον τ; ΑΒΓ Aρθ�ν 1χον τ�ν Α, κα0 Fχθω κ-θετος 6 Α∆V λ�γω,
Dτι τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΓΒ∆ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΒΑ, τ; δ� Eπ; τ9ν ΒΓ∆ %σον τ97 �π; τ�ς
ΓΑ, κα0 τ; Eπ; τ9ν Β∆, ∆Γ %σον τ97 �π; τ�ς Α∆, κα0 1τι τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, Α∆ %σον [�στ0]
τ97 Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ.

Κα0 πρ9τον, Dτι τ; Eπ; τ9ν ΓΒ∆ %σον [�στ0] τ97 �π; τ�ς ΒΑ.

+Επε0 γ?ρ �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7 �π; τ�ς Aρθ�ς γων*ας �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος kκται 6
Α∆, τ? ΑΒ∆,
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Α

Β Γ
∆

Α∆Γ Zρα τρ*γωνα Dµοι- �στι τ97 τε Dλω7 τ97 ΑΒΓ κα0 �λλ"λοις. κα0 �πε0 Dµοι	ν �στι τ;
ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΑΒ∆ τριγSνω7, 1στιν Zρα jς 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν ΒΑ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν
Β∆V τ; Zρα Eπ; τ9ν ΓΒ∆ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ.

∆ι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; Eπ; τ9ν ΒΓ∆ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ.
Κα0 �πε*, �?ν �ν Aρθογων*ω7 τριγSνω7 �π; τ�ς Aρθ�ς γων*ας �π0 τ�ν β-σιν κ-θετος �χθ�@, 6

�χθε�σα τ9ν τ�ς β-σεως τµηµ-των µ�ση �ν-λογ	ν �στιν, 1στιν Zρα jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Α,
οwτως 6 Α∆ πρ;ς τ�ν ∆ΓV τ; Zρα Eπ; τ9ν Β∆, ∆Γ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ∆Α.

Λ�γω, Dτι κα0 τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, Α∆ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ. �πε0 γ-ρ, jς 1φαµεν,
Dµοι	ν �στι τ; ΑΒΓ τ97 ΑΒ∆, 1στιν Zρα jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν Α∆.
[�?ν δ� τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; Eπ; τ9ν Zκρων %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν µ�σων.]
τ; Zρα Eπ; τ9ν ΒΓ, Α∆ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .λγ́
ΕEρε�ν δ8ο ε�θε*ας δυν-µει �συµµ�τρους ποιο8σας τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν
τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σον.

� � ���

�

Α
Β

Γ
∆Ε

Ζ

+Εκκε*σθωσαν δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ, hστε τ�ν µε*ζονα τ�ν
ΑΒ τ�ς �λ-σσονος τ�ς ΒΓ µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 τετµ"σθω 6
ΒΓ δ*χα κατ? τ; ∆, κα0 τ97 �φ( bποτ�ρας τ9ν Β∆, ∆Γ %σον παρ? τ�ν ΑΒ παραβεβλ"σθω
παραλληλ	γραµµον �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν ΑΕΒ, κα0 γεγρ-φθω �π0
τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; ΑΖΒ, κα0 Fχθω τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 ΕΖ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΖ,
ΖΒ.

Κα0 �πε0 [δ8ο] ε�θε�αι Zνισο* εJσιν α= ΑΒ, ΒΓ, κα0 6 ΑΒ τ�ς ΒΓ µε�ζον δ8ναται τ97 �π;
�συµµ�τρου )αυτ�@, τ97 δ� τετ-ρτω7 τοI �π; τ�ς ΒΓ, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς 6µισε*ας α�τ�ς,



284 BIBΛION. I′

%σον παρ? τ�ν ΑΒ παραβ�βληται παραλληλ	γραµµον �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 κα0 ποιε� τ;
Eπ; τ9ν ΑΕΒ, �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ ΕΒ. κα* �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, οwτως τ;
Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΕ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΕ, %σον δ� τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΕ τ97 �π; τ�ς ΑΖ,
τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΕ τ97 �π; τ�ς ΒΖV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΖ τ97 �π; τ�ς ΖΒV
α= ΑΖ, ΖΒ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι. κα0 �πε0 6 ΑΒ Tητ" �στιν, Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ;
�π; τ�ς ΑΒV hστε κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΖ, ΖΒ Tητ	ν �στιν. κα0 �πε0 π-λιν
τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΖ, Eπ	κειται δ� τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ κα0 τ97 �π;
τ�ς Β∆ %σον, %ση Zρα �στ0ν 6 ΖΕ τ�@ Β∆V διπλ� Zρα 6 ΒΓ τ�ς ΖΕV hστε κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ σ8µµετρ	ν �στι τ97 Eπ; τ9ν ΑΒ, ΕΖ. µ�σον δ� τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV µ�σον Zρα κα0 τ;
Eπ; τ9ν ΑΒ, ΕΖ. %σον δ� τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΕΖ τ97 Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΒV µ�σον Zρα κα0 τ; Eπ;
τ9ν ΑΖ, ΖΒ. �δε*χθη δ� κα0 Tητ;ν τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων.

Εwρηνται Zρα δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι α= ΑΖ, ΖΒ ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον
�κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ� Eπ( α�τ9ν µ�σονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .λδ́
ΕEρε�ν δ8ο ε�θε*ας δυν-µει �συµµ�τρους ποιο8σας τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν
τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	ν.
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ΕΖ

+Εκκε*σθωσαν δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ Tητ;ν περι�χουσαι τ; Eπ(
α�τ9ν, hστε τ�ν ΑΒ τ�ς ΒΓ µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 γεγρ-φθω �π0
τ�ς ΑΒ τ; Α∆Β 6µικ8κλιον, κα0 τετµ"σθω 6 ΒΓ δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 παραβεβλ"σθω παρ?
τ�ν ΑΒ τ97 �π; τ�ς ΒΕ %σον παραλληλ	γραµµον �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 τ; Eπ; τ9ν ΑΖΒV
�σ8µµετρος Zρα [�στ0ν] 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ µ"κει. κα0 Fχθω �π; τοI Ζ τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 Ζ∆,
κα0 �πεζε8χθωσαν α= Α∆, ∆Β.

+Επε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΖ τ97
Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΖ. %σον δ� τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΖ τ97 �π; τ�ς Α∆, τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΖ
τ97 �π; τ�ς ∆ΒV �σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς Α∆ τ97 �π; τ�ς ∆Β. κα0 �πε0 µ�σον
�στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ, µ�σον Zρα κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β. κα0 �πε0 διπλ�
�στιν 6 ΒΓ τ�ς ∆Ζ, διπλ-σιον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τοI Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ∆. Tητ;ν δ�
τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV Tητ;ν Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ∆. τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ∆ %σον τ97 Eπ;
τ9ν Α∆, ∆ΒV hστε κα0 τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β Tητ	ν �στιν.

Εwρηνται Zρα δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι α= Α∆, ∆Β ποιοIσαι τ; [µ�ν] συγκε*µενον
�κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	νV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ί .λέ
ΕEρε�ν δ8ο ε�θε*ας δυν-µει �συµµ�τρους ποιο8σας τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν
τετραγSνων µ�σον κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π(
α�τ9ν τετραγSνω7.

+Εκκε*σθωσαν δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ µ�σον περι�χουσαι, hστε
τ�ν ΑΒ τ�ς ΒΓ µε�ζον δ8νασθαι τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ
6µικ8κλιον τ; Α∆Β, κα0 τ? λοιπ? γεγον�τω το�ς �π-νω bµο*ως.
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Κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΖ τ�@ ΖΒ µ"κει, �σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 Α∆ τ�@ ∆Β δυν-µει.
κα0 �πε0 µ�σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ, µ�σον Zρα κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν Α∆,
∆Β. κα0 �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΒ %σον �στ0 τ97 �φ( )κατ�ρας τ9ν ΒΕ, ∆Ζ, %ση Zρα �στ0ν 6
ΒΕ τ�@ ∆ΖV διπλ� Zρα 6 ΒΓ τ�ς Ζ∆V hστε κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ διπλ-σι	ν �στι τοI Eπ;
τ9ν ΑΒ, Ζ∆. µ�σον δ� τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV µ�σον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ∆. κα* �στιν
%σον τ97 Eπ; τ9ν Α∆, ∆ΒV µ�σον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6
ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κει, σ8µµετρος δ� 6 ΓΒ τ�@ ΒΕ, �σ8µµετρος Zρα κα0 6 ΑΒ τ�@ ΒΕ µ"κειV hστε
κα0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τ97 Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΕ �σ8µµετρ	ν �στιν. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΒ %σα
�στ0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β, τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΕ %σον �στ0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Ζ∆, τουτ�στι
τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆ΒV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β τ97 Eπ;
τ9ν Α∆, ∆Β.

Εwρηνται Zρα δ8ο ε�θε�αι α= Α∆, ∆Β δυν-µει �σ8µµετροι ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον
�κ τ9ν �π( α�τ9ν µ�σον κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν
�π( α�τ9ν τετραγSνωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .λ3́
+Ε?ν δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι συντεθ9σιν, 6 Dλη Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ� �κ
δ8ο Aνοµ-των.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓV λ�γω, Dτι Dλη 6 ΑΓ
Zλογ	ς �στιν.
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+Επε0 γ?ρ �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κειV δυν-µει γ?ρ µ	νον εJσ0 σ8µµετροιV jς δ�
6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; Eπ; τ9ν ΑΒΓ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΓ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ;
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Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 �π; τ�ς ΒΓ. �λλ? τ97 µ�ν Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ σ8µµετρ	ν �στι τ; δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ, τ97 δ� �π; τ�ς ΒΓ σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓV α= γ?ρ ΑΒ, ΒΓ Tητα*
εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ το�ς �π; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ. κα0 συνθ�ντι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, τουτ�στι τ; �π;
τ�ς ΑΓ, �σ8µµετρ	ν �στι τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Tητ;ν δ� τ; συγκε*µενον
�κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓV Zλογον Zρα [�στ0] τ; �π; τ�ς ΑΓV hστε κα0 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν,
καλε*σθω δ� �κ δ8ο Aνοµ-τωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .λζ́

+Ε?ν δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι συντεθ9σι Tητ;ν περι�χουσαι, 6 Dλη Zλογ	ς �στιν,
καλε*σθω δ� �κ δ8ο µ�σων πρSτη.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ Tητ;ν περι�χουσαιV
λ�γω, Dτι Dλη 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν.
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+Επε0 γ?ρ �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κει, κα0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ Zρα �σ8µµετρ-
�στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV κα0 συνθ�ντι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ, Dπερ �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΓ, �σ8µµετρ	ν �στι τ97 Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Tητ;ν δ� τ; Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓV Eπ	κεινται γ?ρ α= ΑΒ, ΒΓ Tητ;ν περι�χουσαιV Zλογον Zρα τ; �π; τ�ς ΑΓV Zλογος
Zρα 6 ΑΓ, καλε*σθω δ� �κ δ8ο µ�σων πρSτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .λή

+Ε?ν δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι συντεθ9σι µ�σον περι�χουσαι, 6 Dλη Zλογ	ς �στιν,
καλε*σθω δ� �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα.

Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ µ�σον περι�χουσαιV
λ�γω, Dτι Zλογ	ς �στιν 6 ΑΓ.
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+Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 ∆Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ %σον παρ? τ�ν ∆Ε παραβεβλ"σθω τ; ∆Ζ
πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆Η. κα0 �πε0 τ; �π; τ�ς ΑΓ %σον �στ0 το�ς τε �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ κα0 τ97 δ0ς
Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, παραβεβλ"σθω δ� το�ς �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ παρ? τ�ν ∆Ε %σον τ; ΕΘV λοιπ;ν
Zρα τ; ΘΖ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. κα0 �πε0 µ�ση �στ0ν )κατ�ρα τ9ν ΑΒ, ΒΓ,
µ�σα Zρα �στ0 κα0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. µ�σον δ� Eπ	κειται κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. κα*
�στι το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον τ; ΕΘ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον τ; ΖΘV µ�σον
Zρα )κ-τερον τ9ν ΕΘ, ΘΖ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ε παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν
∆Θ, ΘΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. �πε0 οYν �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κει, κα*
�στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, �σ8µµετρον
Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τ97 Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΒ σ8µµετρ	ν �στι τ;
συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετραγSνων, τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ σ8µµετρ	ν �στι
τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97
δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. �λλ? το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον �στ0 τ; ΕΘ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ %σον �στ0 τ; ΘΖ. �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΕΘ τ97 ΘΖV hστε κα0 6 ∆Θ τ�@ ΘΗ �στιν
�σ8µµετρος µ"κει. α= ∆Θ, ΘΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. hστε 6 ∆Η Zλογ	ς
�στιν. Tητ� δ� 6 ∆ΕV τ; δ� Eπ; �λ	γου κα0 Tητ�ς περιεχ	µενον AρθογSνιον Zλογ	ν �στινV
Zλογον Zρα �στ0 τ; ∆Ζ χωρ*ον, κα0 6 δυναµ�νη [α�τ;] Zλογ	ς �στιν. δ8ναται δ� τ; ∆Ζ 6
ΑΓV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΑΓ, καλε*σθω δ� �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .λθ́
+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι συντεθ9σι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π(
α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σον, 6 Dλη ε�θε�α Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ�
µε*ζων.
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Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ ποιοIσαι τ? προκε*µεναV
λ�γω, Dτι Zλογ	ς �στιν 6 ΑΓ.
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+Επε0 γ?ρ τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον �στ*ν, κα0 τ; δ0ς [Zρα] Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον �στ*ν.
τ; δ� συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ Tητ	νV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓV hστε κα0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ, Dπερ �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΓ, �σ8µµετρ	ν �στι τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ [Tητ;ν δ� τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ]V Zλογον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς
ΑΓ. hστε κα0 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ� µε*ζων. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µ́

+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι συντεθ9σι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π(
α�τ9ν τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	ν, 6 Dλη ε�θε�α Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ�
Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη.
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Α Β Γ

Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ ποιοIσαι τ? προκε*µεναV
λ�γω, Dτι Zλογ	ς �στιν 6 ΑΓ.

+Επε0 γ?ρ τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον �στ*ν, τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ,
ΒΓ Tητ	ν, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓV hστε κα0 τ; �π; τ�ς ΑΓ �σ8µµετρ	ν �στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Tητ;ν δ� τ;
δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV Zλογον Zρα τ; �π; τ�ς ΑΓ. Zλογος Zρα 6 ΑΓ, καλε*σθω δ� Tητ;ν κα0
µ�σον δυναµ�νη. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µά

+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι συντεθ9σι ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π(
α�τ9ν τετραγSνων µ�σον κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ97 συγκειµ�νω7 �κ
τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων, 6 Dλη ε�θε�α Zλογ	ς �στιν, καλε*σθω δ� δ8ο µ�σα δυναµ�νη.
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Συγκε*σθωσαν γ?ρ δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι α= ΑΒ, ΒΓ ποιοIσαι τ? προκε*µεναV
λ�γω, Dτι 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν.

+Εκκε*σθω Tητ� 6 ∆Ε, κα0 παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ∆Ε το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον
τ; ∆Ζ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον τ; ΗΘV Dλον Zρα τ; ∆Θ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ
τετραγSνω7. κα0 �πε0 µ�σον �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, κα* �στιν %σον
τ97 ∆Ζ, µ�σον Zρα �στ0 κα0 τ; ∆Ζ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ε παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν 6
∆Η κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΗΚ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@
ΗΖ, τουτ�στι τ�@ ∆Ε, µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ, �σ8µµετρ	ν �στι τ; ∆Ζ τ97 ΗΘV hστε κα0 6 ∆Η τ�@ ΗΚ �σ8µµετρ	ς �στιν. κα*
εJσι Tητα*V α= ∆Η, ΗΚ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ∆Κ 6
καλουµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-των. Tητ� δ� 6 ∆ΕV Zλογον Zρα �στ0 τ; ∆Θ κα0 6 δυναµ�νη α�τ;
Zλογ	ς �στιν. δ8ναται δ� τ; Θ∆ 6 ΑΓV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΑΓ, καλε*σθω δ� δ8ο µ�σα
δυναµ�νη. Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

<Οτι δ� α= εJρηµ�ναι Zλογοι µοναχ9ς διαιροIνται εJς τ?ς ε�θε*ας, �$ gν σ8γκεινται
ποιουσ9ν τ? προκε*µενα ε%δη, δε*$οµεν Fδη προεκθ�µενοι ληµµ-τιον τοιοIτονV

+Εκκε*σθω ε�θε�α 6 ΑΒ κα0 τετµ"σθω 6 Dλη εJς Zνισα καθ( )κ-τερον τ9ν Γ, ∆, Eποκε*σθω
δ� µε*ζων 6 ΑΓ τ�ς ∆ΒV λ�γω, Dτι τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µε*ζον- �στι τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β.

� ��� �

Α ΒΓ∆ Ε

Τετµ"σθω γ?ρ 6 ΑΒ δ*χα κατ? τ; Ε. κα0 �πε0 µε*ζων �στ0ν 6 ΑΓ τ�ς ∆Β, κοιν� �φη@ρ"σθω
6 ∆ΓV λοιπ� Zρα 6 Α∆ λοιπ�ς τ�ς ΓΒ µε*ζων �στ*ν. %ση δ� 6 ΑΕ τ�@ ΕΒV �λ-ττων Zρα 6 ∆Ε
τ�ς ΕΓV τ? Γ, ∆ Zρα σηµε�α ο�κ %σον �π�χουσι τ�ς διχοτοµ*ας. κα0 �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΓ,
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ΓΒ µετ? τοI �π; τ�ς ΕΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΒ, �λλ? µ�ν κα0 τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β µετ?
τοI �π; ∆Ε %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΒ, τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µετ? τοI �π; τ�ς ΕΓ %σον
�στ0 τ97 Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β µετ? τοI �π; τ�ς ∆ΕV gν τ; �π; τ�ς ∆Ε 1λασσ	ν �στι τοI �π;
τ�ς ΕΓV κα0 λοιπ;ν Zρα τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ 1λασσ	ν �στι τοI Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β. hστε κα0
τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ 1λασσ	ν �στι τοI δ0ς Eπ; Α∆, ∆Β. κα0 λοιπ;ν Zρα τ; συγκε*µενον
�κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µε�ζ	ν �στι τοI συγκειµ�νου �κ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆ΒV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Ί .µβ́
MΗ �κ δ8ο Aνοµ-των κατ? oν µ	νον σηµε�ον διαιρε�ται εJς τ? Aν	µατα.

RΕστω �κ δ8ο Aνοµ-των 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; ΓV α= ΑΓ, ΓΒ Zρα Tητα*
εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. λ�γω, Dτι 6 ΑΒ κατ( Zλλο σηµε�ον ο� διαιρε�ται εJς δ8ο Tητ?ς
δυν-µει µ	νον συµµ�τρους.

� ���

Α ΒΓ∆

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, διη@ρ"σθω κα0 κατ? τ; ∆, hστε κα0 τ?ς Α∆, ∆Β Tητ?ς ε ν̂αι δυν-µει
µ	νον συµµ�τρους. φανερ;ν δ", Dτι 6 ΑΓ τ�@ ∆Β ο�κ 1στιν 6 α�τ". εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω.
1σται δ� κα0 6 Α∆ τ�@ ΓΒ 6 α�τ"V κα0 1σται jς 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως 6 Β∆ πρ;ς τ�ν
∆Α, κα0 1σται 6 ΑΒ κατ? τ; α�τ; τ�@ κατ? τ; Γ διαιρ�σει διαιρεθε�σα κα0 κατ? τ; ∆V Dπερ
ο�χ Eπ	κειται. ο�κ Zρα 6 ΑΓ τ�@ ∆Β �στιν 6 α�τ". δι? δ� τοIτο κα0 τ? Γ, ∆ σηµε�α ο�κ
%σον �π�χουσι τ�ς διχοτοµ*ας. g7 Zρα διαφ�ρει τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β,
το8τω7 διαφ�ρει κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ δι? τ; κα0 τ? �π; τ9ν
ΑΓ, ΓΒ µετ? τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ κα0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β µετ? τοI δ0ς Eπ; τ9ν Α∆,
∆Β %σα ε ν̂αι τ97 �π; τ�ς ΑΒ. �λλ? τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β διαφ�ρει Tητ97V
Tητ? γ?ρ �µφ	τεραV κα0 τ; δ0ς Zρα Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ διαφ�ρει Tητ97
µ�σα mνταV Dπερ ZτοπονV µ�σον γ?ρ µ�σου ο�χ Eπερ�χει Tητ97.

Ο�κ Zρα 6 �κ δ8ο Aνοµ-των κατ( Zλλο κα0 Zλλο σηµε�ον διαιρε�ταιV καθ( oν Zρα µ	νονV
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µγ́
MΗ �κ δ8ο µ�σων πρSτη καθ( oν µ	νον σηµε�ον διαιρε�ται.

RΕστω �κ δ8ο µ�σων πρSτη 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, hστε τ?ς ΑΓ, ΓΒ µ�σας ε ν̂αι
δυν-µει µ	νον συµµ�τρους Tητ;ν περιεχο8σαςV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ κατ( Zλλο σηµε�ον ο� δι-
αιρε�ται.

� ���

Α ΒΓ∆
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, διη@ρ"σθω κα0 κατ? τ; ∆, hστε κα0 τ?ς Α∆, ∆Β µ�σας ε ν̂αι δυν-µει
µ	νον συµµ�τρους Tητ;ν περιεχο8σας. �πε0 οYν, g7 διαφ�ρει τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI
δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, το8τω7 διαφ�ρει τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β, Tητ97 δ�
διαφ�ρει τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV Tητ? γ?ρ �µφ	τεραV Tητ97 Zρα
διαφ�ρει κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β µ�σα mνταV Dπερ Zτοπον.

Ο�κ Zρα 6 �κ δ8ο µ�σων πρSτη κατ( Zλλο κα0 Zλλο σηµε�ον διαιρε�ται εJς τ? Aν	µαταV
καθ( oν Zρα µ	νονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µδ́
MΗ �κ µ�σων δευτ�ρα καθ( oν µ	νον σηµε�ον διαιρε�ται.

RΕστω �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, hστε τ?ς ΑΓ, ΓΒ µ�σας ε ν̂αι
δυν-µει µ	νον συµµ�τρους µ�σον περιεχο8σαςV φανερ;ν δ", Dτι τ; Γ ο�κ 1στι κατ? τ�ς
διχοτοµ*ας, Dτι ο�κ εJσ0 µ"κει σ8µµετροι. λ�γω, Dτι 6 ΑΒ κατ( Zλλο σηµε�ον ο� διαιρε�ται.

� ���

Α ΒΓ∆
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Η
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, διη@ρ"σθω κα0 κατ? τ; ∆, hστε τ�ν ΑΓ τ�@ ∆Β µ� ε ν̂αι τ�ν α�τ"ν,
�λλ? µε*ζονα καθ( Eπ	θεσιν τ�ν ΑΓV δ�λον δ", Dτι κα0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β, jς �π-νω
�δε*$αµεν, �λ-σσονα τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒV κα0 τ?ς Α∆, ∆Β µ�σας ε ν̂αι δυν-µει µ	νον
συµµ�τρους µ�σον περιεχο8σας. κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ΕΖ, κα0 τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ?
τ�ν ΕΖ παραλληλ	γραµµον AρθογSνιον παραβεβλ"σθω τ; ΕΚ, το�ς δ� �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον
�φη@ρ"σθω τ; ΕΗV λοιπ;ν Zρα τ; ΘΚ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. π-λιν δ� το�ς �π; τ9ν
Α∆, ∆Β, rπερ �λ-σσονα �δε*χθη τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, %σον �φη@ρ"σθω τ; ΕΛV κα0 λοιπ;ν
Zρα τ; ΜΚ %σον τ97 δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β. κα0 �πε0 µ�σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, µ�σον
Zρα [κα0] τ; ΕΗ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΕΘ κα0 �σ8µµετρος
τ�@ ΕΖ µ"κει. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΘΝ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. κα0 �πε0 α=
ΑΓ, ΓΒ µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ µ"κει. jς
δ� 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΓ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV �σ8µµετρον Zρα �στ0
τ; �π; τ�ς ΑΓ τ97 Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΓ σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν
ΑΓ, ΓΒV δυν-µει γ-ρ εJσι σ8µµετροι α= ΑΓ, ΓΒ. τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ σ8µµετρ	ν �στι τ;
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δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Zρα �σ8µµετρ- �στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ.
�λλ? το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον �στ0 τ; ΕΗ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον τ; ΘΚV
�σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΕΗ τ97 ΘΚV hστε κα0 6 ΕΘ τ�@ ΘΝ �σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. κα* εJσι
Tητα*V α= ΕΘ, ΘΝ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. �?ν δ� δ8ο Tητα0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι συντεθ9σιν, 6 Dλη Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-τωνV 6 ΕΝ Zρα �κ δ8ο
Aνοµ-των �στ0 διη@ρηµ�νη κατ? τ; Θ. κατ? τ? α�τ? δ� δειχθ"σονται κα0 α= ΕΜ, ΜΝ Tητα0
δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV κα0 1σται 6 ΕΝ �κ δ8ο Aνοµ-των κατ( Zλλο κα0 Zλλο διη@ρηµ�νη
τ	 τε Θ κα0 τ; Μ, κα0 ο�κ 1στιν 6 ΕΘ τ�@ ΜΝ 6 α�τ", Dτι τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µε*ζον-
�στι τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β. �λλ? τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β µε*ζον- �στι τοI δ0ς Eπ; Α∆, ∆ΒV
πολλ97 Zρα κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, τουτ�στι τ; ΕΗ, µε�ζ	ν �στι τοI δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β,
τουτ�στι τοI ΜΚV hστε κα0 6 ΕΘ τ�ς ΜΝ µε*ζων �στ*ν. 6 Zρα ΕΘ τ�@ ΜΝ ο�κ 1στιν 6 α�τ"V
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µέ
MΗ µε*ζων κατ? τ; α�τ; µ	νον σηµε�ον διαιρε�ται.

RΕστω µε*ζων 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, hστε τ?ς ΑΓ, ΓΒ δυν-µει �συµµ�τρους ε ν̂αι
ποιο8σας τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ( Eπ; τ9ν ΑΓ,
ΓΒ µ�σονV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ κατ( Zλλο σηµε�ον ο� διαιρε�ται.

� ���

Α ΒΓ∆

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, διη@ρ"σθω κα0 κατ? τ; ∆, hστε κα0 τ?ς Α∆, ∆Β δυν-µει �συµµ�τρους
ε ν̂αι ποιο8σας τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σον.
κα0 �πε*, g7 διαφ�ρει τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β, το8τω7 διαφ�ρει κα0 τ; δ0ς
Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, �λλ? τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β
Eπερ�χει Tητ97V Tητ? γ?ρ �µφ	τεραV κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β Zρα τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ,
ΓΒ Eπερ�χει Tητ97 µ�σα mνταV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 µε*ζων κατ( Zλλο κα0 Zλλο
σηµε�ον διαιρε�ταιV κατ? τ; α�τ; Zρα µ	νον διαιρε�ταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µ3́
MΗ Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη καθ( oν µ	νον σηµε�ον διαιρε�ται.

RΕστω Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, hστε τ?ς ΑΓ, ΓΒ δυν-µει
�συµµ�τρους ε ν̂αι ποιο8σας τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον, τ; δ� δ0ς
Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Tητ	νV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ κατ( Zλλο σηµε�ον ο� διαιρε�ται.

� ���

Α ΒΓ∆

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, διη@ρ"σθω κα0 κατ? τ; ∆, hστε κα0 τ?ς Α∆, ∆Β δυν-µει �συµµ�τρους
ε ν̂αι ποιο8σας τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆Β µ�σον, τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν Α∆,
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∆Β Tητ	ν. �πε0 οYν, g7 διαφ�ρει τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τοI δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β, το8τω7
διαφ�ρει κα0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τοI δ0ς
Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β Eπερ�χει Tητ97, κα0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β Zρα τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει
Tητ97 µ�σα mνταV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη κατ( Zλλο κα0
Zλλο σηµε�ον διαιρε�ται. κατ? oν Zρα σηµε�ον διαιρε�ταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µζ́
MΗ δ8ο µ�σα δυναµ�νη καθ( oν µ	νον σηµε�ον διαιρε�ται.

RΕστω [δ8ο µ�σα δυναµ�νη] 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, hστε τ?ς ΑΓ, ΓΒ δυν-µει
�συµµ�τρους ε ν̂αι ποιο8σας τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον κα0 τ; Eπ;
τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π( α�τ9ν. λ�γω, Dτι 6 ΑΒ
κατ( Zλλο σηµε�ον ο� διαιρε�ται ποιοIσα τ? προκε*µενα.

� ���

Α ΒΓ∆
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, διη@ρ"σθω κατ? τ; ∆, hστε π-λιν δηλον	τι τ�ν ΑΓ τ�@ ∆Β µ� ε ν̂αι τ�ν
α�τ"ν, �λλ? µε*ζονα καθ( Eπ	θεσιν τ�ν ΑΓ, κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ΕΖ, κα0 παραβεβλ"σθω
παρ? τ�ν ΕΖ το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον τ; ΕΗ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον τ; ΘΚV
Dλον Zρα τ; ΕΚ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ τετραγSνω7. π-λιν δ� παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ΕΖ
το�ς �π; τ9ν Α∆, ∆Β %σον τ; ΕΛV λοιπ;ν Zρα τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β λοιπ97 τ97 ΜΚ %σον
�στ*ν. κα0 �πε0 µ�σον Eπ	κειται τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, µ�σον Zρα �στ0
κα0 τ; ΕΗ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΘΕ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ
µ"κει. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΘΝ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν
�στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, κα0 τ; ΕΗ Zρα τ97
ΗΝ �σ8µµετρ	ν �στινV hστε κα0 6 ΕΘ τ�@ ΘΝ �σ8µµετρ	ς �στιν. κα* εJσι Tητα*V α= ΕΘ, ΘΝ
Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 ΕΝ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 διη@ρηµ�νη κατ?
τ; Θ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 κατ? τ; Μ δι"@ρηται. κα0 ο�κ 1στιν 6 ΕΘ τ�@ ΜΝ 6 α�τ"V
6 Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των κατ( Zλλο κα0 Zλλο σηµε�ον δι"@ρηταιV Dπερ �στ0ν Zτοπον. ο�κ Zρα
6 δ8ο µ�σα δυναµ�νη κατ( Zλλο κα0 Zλλο σηµε�ον διαιρε�ταιV καθ( oν Zρα µ	νον [σηµε�ον]
διαιρε�ται.
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ΟΡΟΙ ∆ΕΥΤΕΡΟΙ

ά . MΥποκειµ�νης Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των διη@ρηµ�νης εJς τ? Aν	µατα, uς τ; µε�ζον
mνοµα τοI �λ-σσονος µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει, �?ν µ�ν τ; µε�ζον
mνοµα σ8µµετρον k@ µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, καλε*σθω [6 Dλη] �κ δ8ο Aνοµ-των πρSτη.

β́ . +Ε?ν δ� τ; 1λασσον mνοµα σ8µµετρον k@ µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, καλε*σθω �κ δ8ο
Aνοµ-των δευτ�ρα.

γ́ . +Ε?ν δ� µηδ�τερον τ9ν Aνοµ-των σ8µµετρον k@ µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, καλε*σθω �κ δ8ο
Aνοµ-των τρ*τη.

δ́ . Π-λιν δ� �?ν τ; µε�ζον mνοµα [τοI �λ-σσονος] µε�ζον δ8νηται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@
µ"κει, �?ν µ�ν τ; µε�ζον mνοµα σ8µµετρον k@ µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, καλε*σθω �κ δ8ο
Aνοµ-των τετ-ρτη.

έ . +Ε?ν δ� τ; 1λασσον, π�µπτη.

3́ . +Ε?ν δ� µηδ�τερον, iκτη.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Ί .µή
ΕEρε�ν τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των πρSτην.

� ��

� � �

Α Β
Γ

∆

Ε
Ζ

Η

Θ

+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΓ, ΓΒ, hστε τ;ν συγκε*µενον �$ α�τ9ν τ;ν ΑΒ πρ;ς µ�ν
τ;ν ΒΓ λ	γον 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, πρ;ς δ� τ;ν ΓΑ λ	γον
µ� 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0 �κκε*σθω τις Tητ� 6 ∆, κα0
τ�@ ∆ σ8µµετρος 1στω µ"κει 6 ΕΖ. Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΕΖ. κα0 γεγον�τω jς b ΒΑ �ριθµ;ς
πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ. b δ� ΑΒ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον 1χει,
/ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	νV κα0 τ; �π; τ�ς ΕΖ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς
πρ;ς �ριθµ	νV hστε σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΕΖ τ97 �π; τ�ς ΖΗ. κα* �στι Tητ� 6 ΕΖV Tητ�
Zρα κα0 6 ΖΗ. κα0 �πε0 b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς ΕΖ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΕΖ τ�@ ΖΗ µ"κει. α= ΕΖ, ΖΗ Zρα
Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ΕΗ.

Λ�γω, Dτι κα0 πρSτη.
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+Επε0 γ-ρ �στιν jς b ΒΑ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΖΗ, µε*ζων δ� b ΒΑ τοI ΑΓ, µε�ζον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΕΖ τοI �π; τ�ς ΖΗ. 1στω οYν τ97
�π; τ�ς ΕΖ %σα τ? �π; τ9ν ΖΗ, Θ. κα0 �πε* �στιν jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π;
τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν jς b ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π;
τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. b δ� ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 τ; �π; τ�ς ΕΖ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΕΖ τ�@ Θ µ"κειV 6 ΕΖ Zρα τ�ς ΖΗ
µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσι Tητα0 α= ΕΖ, ΖΗ, κα0 σ8µµετρος 6 ΕΖ τ�@
∆ µ"κει.

MΗ ΕΗ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 πρSτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .µθ́
ΕEρε�ν τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ραν.
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+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΓ, ΓΒ, hστε τ;ν συγκε*µενον �$ α�τ9ν τ;ν ΑΒ πρ;ς µ�ν
τ;ν ΒΓ λ	γον 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, πρ;ς δ� τ;ν ΑΓ λ	γον
µ� 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ∆, κα0 τ�@
∆ σ8µµετρος 1στω 6 ΕΖ µ"κειV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΕΖ. γεγον�τω δ� κα0 jς b ΓΑ �ριθµ;ς
πρ;ς τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς
ΕΖ τ97 �π; τ�ς ΖΗ. Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΖΗ. κα0 �πε0 b ΓΑ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ΑΒ λ	γον ο�κ
1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΖΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6
ΕΖ τ�@ ΖΗ µ"κειV α= ΕΖ, ΖΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των
�στ0ν 6 ΕΗ.

∆εικτ�ον δ", Dτι κα0 δευτ�ρα.
+Επε0 γ?ρ �ν-παλ*ν �στιν jς b ΒΑ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΗΖ πρ;ς τ;

�π; τ�ς ΖΕ, µε*ζων δ� b ΒΑ τοI ΑΓ, µε�ζον Zρα [κα0] τ; �π; τ�ς ΗΖ τοI �π; τ�ς ΖΕ.
1στω τ97 �π; τ�ς ΗΖ %σα τ? �π; τ9ν ΕΖ, ΘV �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν jς b ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ,
οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. �λλ( b ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 τ; �π; τ�ς ΖΗ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν



296 BIBΛION. I′

τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ Θ µ"κειV hστε
6 ΖΗ τ�ς ΖΕ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσι Tητα0 α= ΖΗ, ΖΕ δυν-µει
µ	νον σ8µµετροι, κα0 τ; ΕΖ 1λασσον mνοµα τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ σ8µµετρ	ν �στι τ�@ ∆ µ"κει.

MΗ ΕΗ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 δευτ�ραV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ν́
ΕEρε�ν τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των τρ*την.

� ��

� � �

Α ΒΓ

∆Ε

Ζ Η Θ

+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΓ, ΓΒ, hστε τ;ν συγκε*µενον �$ α�τ9ν τ;ν ΑΒ πρ;ς µ�ν
τ;ν ΒΓ λ	γον 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν,

πρ;ς δ� τ;ν ΑΓ λ	γον µ� 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. �κκε*σθω
δ� τις κα0 Zλλος µ� τετρ-γωνος �ριθµ;ς b ∆, κα0 πρ;ς )κ-τερον τ9ν ΒΑ, ΑΓ λ	γον µ�
�χ�τω, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 �κκε*σθω τις Tητ� ε�θε�α 6 Ε,
κα0 γεγον�τω jς b ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗV σ8µµετρον
Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς Ε τ97 �π; τ�ς ΖΗ. κα* �στι Tητ� 6 ΕV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΖΗ. κα0
�πε0 b ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν,
ο�δ� τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Ε τ�@ ΖΗ µ"κει. γεγον�τω δ� π-λιν jς b ΒΑ �ριθµ;ς πρ;ς
τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΖΗ
τ97 �π; τ�ς ΗΘ. Tητ� δ� 6 ΖΗV Tητ� Zρα κα0 6 ΗΘ. κα0 �πε0 b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον ο�κ
1χει, Dν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΘΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6
ΖΗ τ�@ ΗΘ µ"κει. α= ΖΗ, ΗΘ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 ΖΘ Zρα �κ δ8ο
Aνοµ-των �στ*ν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τρ*τη.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς b ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, jς δ� b

ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς b ∆ πρ;ς
τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ. b δ� ∆ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ� τ; �π; τ�ς Ε Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ
λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Ε τ�@
ΗΘ µ"κει. κα0 �πε* �στιν jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ,
µε�ζον Zρα τ; �π; τ�ς ΖΗ τοI �π; τ�ς ΗΘ. 1στω οYν τ97 �π; τ�ς ΖΗ %σα τ? �π; τ9ν ΗΘ,
ΚV �ναστρ�ψαντι Zρα [�στ0ν] jς b ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς
Κ. b δ� ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0
τ; �π; τ�ς ΖΗ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς Κ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	νV σ8µµετρος Zρα [�στ0ν] 6 ΖΗ τ�@ Κ µ"κει. 6 ΖΗ Zρα τ�ς ΗΘ µε�ζον δ8ναται τ97 �π;
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συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσιν α= ΖΗ, ΗΘ Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, κα0 ο�δετ�ρα α�τ9ν
σ8µµετρ	ς �στι τ�@ Ε µ"κει.

MΗ ΖΘ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τρ*τηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .νά

ΕEρε�ν τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των τετ-ρτην.

� ��

� � �

Α ΒΓ

∆Ε

Ζ Η Θ

+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΓ, ΓΒ, hστε τ;ν ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον µ� 1χειν µ"τε
µ�ν πρ;ς τ;ν ΑΓ, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. κα0 �κκε*σθω Tητ� 6
∆, κα0 τ�@ ∆ σ8µµετρος 1στω µ"κει 6 ΕΖV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΕΖ. κα0 γεγον�τω jς b ΒΑ
�ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ;
�π; τ�ς ΕΖ τ97 �π; τ�ς ΖΗV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΖΗ. κα0 �πε0 b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον ο�κ
1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΖΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6
ΕΖ τ�@ ΖΗ µ"κει. α= ΕΖ, ΖΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV hστε 6 ΕΗ �κ δ8ο
Aνοµ-των �στ*ν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τετ-ρτη.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ [µε*ζων

δ� b ΒΑ τοI ΑΓ], µε�ζον Zρα τ; �π; τ�ς ΕΖ τοI �π; τ�ς ΖΗ. 1στω οYν τ97 �π; τ�ς ΕΖ
%σα τ? �π; τ9ν ΖΗ, ΘV �ναστρ�ψαντι Zρα jς b ΑΒ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς
ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. b δ� ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΕΖ τ�@ Θ µ"κειV 6 ΕΖ Zρα τ�ς
ΗΖ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσιν α= ΕΖ, ΖΗ Tητα0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 6 ΕΖ τ�@ ∆ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει.

MΗ ΕΗ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τετ-ρτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .νβ́

ΕEρε�ν τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των π�µπτην.
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+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΓ, ΓΒ, hστε τ;ν ΑΒ πρ;ς )κ-τερον α�τ9ν λ	γον µ� 1χειν,
/ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0

�κκε*σθω Tητ" τις ε�θε�α 6 ∆, κα0 τ�@ ∆ σ8µµετρος 1στω [µ"κει] 6 ΕΖV Tητ� Zρα 6 ΕΖ. κα0
γεγον�τω jς b ΓΑ πρ;ς τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ. b δ� ΓΑ πρ;ς
τ;ν ΑΒ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ� τ; �π; τ�ς
ΕΖ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν.
α= ΕΖ, ΖΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ΕΗ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 π�µπτη.

+Επε0 γ-ρ �στιν jς b ΓΑ πρ;ς τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΕΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, �ν-παλιν
jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΕV µε�ζον Zρα τ; �π; τ�ς
ΗΖ τοI �π; τ�ς ΖΕ. 1στω οYν τ97 �π; τ�ς ΗΖ %σα τ? �π; τ9ν ΕΖ, ΘV �ναστρ�ψαντι Zρα
�στ0ν jς b ΑΒ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΗΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. b δ� ΑΒ
πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα
τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν. �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ Θ µ"κειV hστε 6 ΖΗ τ�ς ΖΕ µε�ζον δ8ναται τ97 �π;
�συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσιν α= ΗΖ, ΖΕ Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι κα0 τ; ΕΖ 1λαττον
mνοµα σ8µµετρ	ν �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ∆ µ"κει.

MΗ ΕΗ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 π�µπτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .νγ́

ΕEρε�ν τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των iκτην.
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+Εκκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ΑΓ, ΓΒ, hστε τ;ν ΑΒ πρ;ς )κ-τερον α�τ9ν λ	γον µ�
1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV 1στω δ� κα0 iτερος �ριθµ;ς b ∆
µ� τετρ-γωνος �ν µηδ� πρ;ς )κ-τερον τ9ν ΒΑ, ΑΓ λ	γον 1χων, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς
πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 �κκε*σθω τις Tητ� ε�θε�α 6 Ε, κα0 γεγον�τω jς b ∆ πρ;ς
τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗV σ8µµετρον Zρα τ; �π; τ�ς Ε τ97 �π; τ�ς
ΖΗ. κα* �στι Tητ� 6 ΕV Tητ� Zρα κα0 6 ΖΗ. κα0 �πε0 ο�κ 1χει b ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒ λ	γον, /ν
τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς Ε Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ
λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα 6 Ε τ�@ ΖΗ
µ"κει. γεγον�τω δ� π-λιν jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΗΘ. σ8µµετρον Zρα τ; �π; τ�ς ΖΗ τ97 �π; τ�ς ΘΗ. Tητ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΘΗV Tητ� Zρα 6
ΘΗ. κα0 �πε0 b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν, ο�δ� τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ ΗΘ µ"κει. α= ΖΗ, ΗΘ Zρα Tητα* εJσι
δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ΖΘ.

∆εικτ�ον δ", Dτι κα0 iκτη.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς b ∆ πρ;ς τ;ν ΑΒ, οwτως τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, 1στι δ�

κα0 jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, δ* %σου Zρα �στ0ν
jς b ∆ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Ε πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ. b δ� ∆ πρ;ς τ;ν ΑΓ λ	γον
ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ� τ; �π; τ�ς Ε Zρα πρ;ς
τ; �π; τ�ς ΗΘ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος
Zρα �στ0ν 6 Ε τ�@ ΗΘ µ"κει. �δε*χθη δ� κα0 τ�@ ΖΗ �σ8µµετροςV )κατ�ρα Zρα τ9ν ΖΗ, ΗΘ
�σ8µµετρ	ς �στι τ�@ Ε µ"κει. κα0 �πε* �στιν jς b ΒΑ πρ;ς τ;ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ
πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, µε�ζον Zρα τ; �π; τ�ς ΖΗ τοI �π; τ�ς ΗΘ. 1στω οYν τ97 �π; [τ�ς]
ΖΗ %σα τ? �π; τ9ν ΗΘ, ΚV �ναστρ�ψαντι Zρα jς b ΑΒ πρ;ς ΒΓ, οwτως τ; �π; ΖΗ πρ;ς τ;
�π; τ�ς Κ. b δ� ΑΒ πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	νV hστε ο�δ� τ; �π; ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Κ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν. �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ Κ µ"κειV 6 ΖΗ Zρα τ�ς ΗΘ µε�ζον
δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσιν α= ΖΗ, ΗΘ Tητα0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι,
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κα0 ο�δετ�ρα α�τ9ν σ8µµετρ	ς �στι µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Ε.
MΗ ΖΘ Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν iκτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

RΕστω δ8ο τετρ-γωνα τ? ΑΒ, ΒΓ κα0 κε*σθωσαν hστε �π( ε�θε*ας ε ν̂αι τ�ν ∆Β τ�@ ΒΕV
�π( ε�θε*ας Zρα �στ0 κα0 6 ΖΒ τ�@ ΒΗ. κα0 συµπεπληρSσθω

Α

Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

τ; ΑΓ παραλληλ	γραµµονV λ�γω, Dτι τετρ-γων	ν �στι τ; ΑΓ, κα0 Dτι τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον
�ν-λογ	ν �στι τ; ∆Η, κα0 1τι τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ∆Γ.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 µ�ν ∆Β τ�@ ΒΖ, 6 δ� ΒΕ τ�@ ΒΗ, Dλη Zρα 6 ∆Ε Dλη@ τ�@ ΖΗ �στιν
%ση. �λλ( 6 µ�ν ∆Ε )κατ�ραc τ9ν ΑΘ, ΚΓ �στιν %ση, 6 δ� ΖΗ )κατ�ραc τ9ν ΑΚ, ΘΓ �στιν
%σηV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΘ, ΚΓ )κατ�ραc τ9ν ΑΚ, ΘΓ �στιν %ση. Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ;
ΑΓ παραλληλ	γραµµονV 1στι δ� κα0 AρθογSνιονV τετρ-γωνον Zρα �στ0 τ; ΑΓ.

Κα0 �πε* �στιν jς 6 ΖΒ πρ;ς τ�ν ΒΗ, οwτως 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, �λλ( jς µ�ν 6 ΖΒ πρ;ς
τ�ν ΒΗ, οwτως τ; ΑΒ πρ;ς τ; ∆Η, jς δ� 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως τ; ∆Η πρ;ς τ; ΒΓ,
κα0 jς Zρα τ; ΑΒ πρ;ς τ; ∆Η, οwτως τ; ∆Η πρ;ς τ; ΒΓ. τ9ν ΑΒ, ΒΓ Zρα µ�σον �ν-λογ	ν
�στι τ; ∆Η.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον �ν-λογ	ν [�στι] τ; ∆Γ.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς 6 Α∆ πρ;ς τ�ν ∆Κ, οwτως 6 ΚΗ πρ;ς τ�ν ΗΓV %ση γ-ρ [�στιν] )κατ�ρα

)κατ�ραcV κα0 συνθ�ντι jς 6 ΑΚ πρ;ς Κ∆, οwτως 6 ΚΓ πρ;ς ΓΗ, �λλ( jς µ�ν 6 ΑΚ πρ;ς
Κ∆, οwτως τ; ΑΓ πρ;ς τ; Γ∆, jς δ� 6 ΚΓ πρ;ς ΓΗ, οwτως τ; ∆Γ πρ;ς ΓΒ, κα0 jς Zρα
τ; ΑΓ πρ;ς ∆Γ, οwτως τ; ∆Γ πρ;ς τ; ΒΓ. τ9ν ΑΓ, ΓΒ Zρα µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ∆ΓV
_ προ�κειτο δε�$αι.

Ί .νδ́
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των πρSτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-των.



προτ-σεις 301

�

� �

�� ��

� � �

� � �

�

��

�

Α

Β Γ

∆Ε ΖΗ

Θ Κ Λ

Μ Ν q

Ο

ΠΡ

Σ

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΓ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των πρSτης τ�ς
Α∆V λ�γω, Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον δυναµ�νη Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-των.

+Επε0 γ?ρ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 πρSτη 6 Α∆, διη@ρ"σθω εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε, κα0
1στω τ; µε�ζον mνοµα τ; ΑΕ. φανερ;ν δ", Dτι α= ΑΕ, Ε∆ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι,
κα0 6 ΑΕ τ�ς Ε∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΑΕ σ8µµετρ	ς �στι τ�@
�κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΑΒ µ"κει. τετµ"σθω δ� 6 Ε∆ δ*χα κατ? τ; Ζ σηµε�ον. κα0 �πε0 6 ΑΕ
τ�ς Ε∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, �?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς
�λ-σσονος, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς ΕΖ, %σον παρ? τ�ν µε*ζονα τ�ν ΑΕ παραβληθ�@ �λλε�πον
ε%δει τετραγSνω7, εJς σ8µµετρα α�τ�ν διαιρε�. παραβεβλ"σθω οYν παρ? τ�ν ΑΕ τ97 �π; τ�ς
ΕΖ %σον τ; Eπ; ΑΗ, ΗΕV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΗ τ�@ ΕΗ µ"κει. κα0 Fχθωσαν �π; τ9ν Η,
Ε, Ζ bποτ�ραc τ9ν ΑΒ, Γ∆ παρ-λληλοι α= ΗΘ, ΕΚ, ΖΛV κα0 τ97 µ�ν ΑΘ παραλληλογρ-µµω7
%σον τετρ-γωνον συνεστ-τω τ; ΣΝ, τ97 δ� ΗΚ %σον τ; ΝΠ, κα0 κε*σθω hστε �π( ε�θε*ας
ε ν̂αι τ�ν ΜΝ τ�@ ΝqV �π( ε�θε*ας Zρα �στ0 κα0 6 ΡΝ τ�@ ΝΟ. κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΣΠ
παραλληλ	γραµµονV τετρ-γωνον Zρα �στ0 τ; ΣΠ. κα0 �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΕ %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς ΕΖ, 1στιν Zρα jς 6 ΑΗ πρ;ς ΕΖ, οwτως 6 ΖΕ πρ;ς ΕΗV κα0 jς Zρα τ; ΑΘ πρ;ς ΕΛ,
τ; ΕΛ πρ;ς ΚΗV τ9ν ΑΘ, ΗΚ Zρα µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΕΛ. �λλ? τ; µ�ν ΑΘ %σον �στ0
τ97 ΣΝ, τ; δ� ΗΚ %σον τ97 ΝΠV τ9ν ΣΝ, ΝΠ Zρα µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΕΛ. 1στι δ� τ9ν
α�τ9ν τ9ν ΣΝ, ΝΠ µ�σον �ν-λογον κα0 τ; ΜΡV %σον Zρα �στ0 τ; ΕΛ τ97 ΜΡV hστε κα0 τ97
Οq %σον �στ*ν. 1στι δ� κα0 τ? ΑΘ, ΗΚ το�ς ΣΝ, ΝΠ %σαV Dλον Zρα τ; ΑΓ %σον �στ0ν Dλω7
τ97 ΣΠ, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς Μq τετραγSνω7V τ; ΑΓ Zρα δ8ναται 6 Μq.

Λ�γω, Dτι 6 Μq �κ δ8ο Aνοµ-των �στ*ν.
+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΗ τ�@ ΗΕ, σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 ΑΕ )κατ�ραc τ9ν ΑΗ, ΗΕ.

Eπ	κειται δ� κα0 6 ΑΕ τ�@ ΑΒ σ8µµετροςV κα0 α= ΑΗ, ΗΕ Zρα τ�@ ΑΒ σ8µµετρο* εJσιν. κα*
�στι Tητ� 6 ΑΒV Tητ� Zρα �στ0 κα0 )κατ�ρα τ9ν ΑΗ, ΗΕV Tητ;ν Zρα �στ0ν )κ-τερον τ9ν ΑΘ,
ΗΚ, κα* �στι σ8µµετρον τ; ΑΘ τ97 ΗΚ. �λλ? τ; µ�ν ΑΘ τ97 ΣΝ %σον �στ*ν, τ; δ� ΗΚ τ97
ΝΠV κα0 τ? ΣΝ, ΝΠ Zρα, τουτ�στι τ? �π; τ9ν ΜΝ, Νq, Tητ- �στι κα0 σ8µµετρα. κα0 �πε0
�σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ Ε∆ µ"κει, �λλ( 6 µ�ν ΑΕ τ�@ ΑΗ �στι σ8µµετρος, 6 δ� ∆Ε τ�@ ΕΖ
σ8µµετρος, �σ8µµετρος Zρα κα0 6 ΑΗ τ�@ ΕΖV hστε κα0 τ; ΑΘ τ97 ΕΛ �σ8µµετρ	ν �στιν.
�λλ? τ; µ�ν ΑΘ τ97 ΣΝ �στιν %σον, τ; δ� ΕΛ τ97 ΜΡV κα0 τ; ΣΝ Zρα τ97 ΜΡ �σ8µµετρ	ν
�στιν. �λλ( jς τ; ΣΝ πρ;ς ΜΡ, 6 ΟΝ πρ;ς τ�ν ΝΡV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΟΝ τ�@ ΝΡ. %ση
δ� 6 µ�ν ΟΝ τ�@ ΜΝ, 6 δ� ΝΡ τ�@ ΝqV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΜΝ τ�@ Νq. κα* �στι τ; �π;
τ�ς ΜΝ σ8µµετρον τ97 �π; τ�ς Νq, κα0 Tητ;ν )κ-τερονV α= ΜΝ, Νq Zρα Tητα* εJσι δυν-µει
µ	νον σ8µµετροι.

MΗ Μq Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 κα0 δ8ναται τ; ΑΓV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ί .νέ
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ρας, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �κ δ8ο µ�σων πρSτη.

Περιεχ�σθω γ?ρ χωρ*ον τ; ΑΒΓ∆ Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ρας
τ�ς Α∆V λ�γω, Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον δυναµ�νη �κ δ8ο µ�σων πρSτη �στ*ν.

�

� �

�� ��

� � �

� � �

�

��

�

Α

Β Γ

∆Ε ΖΗ

ΘΚ Λ

Μ Ν q

Ο

ΠΡ

Σ

+Επε0 γ?ρ �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ρα �στ0ν 6 Α∆, διη@ρ"σθω εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε,
hστε τ; µε�ζον mνοµα ε ν̂αι τ; ΑΕV α= ΑΕ, Ε∆ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι,
κα0 6 ΑΕ τ�ς Ε∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 τ; 1λαττον mνοµα 6 Ε∆
σ8µµετρ	ν �στι τ�@ ΑΒ µ"κει. τετµ"σθω 6 Ε∆ δ*χα κατ? τ; Ζ, κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΖ %σον παρ?
τ�ν ΑΕ παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 τ; Eπ; τ9ν ΑΗΕV σ8µµετρος Zρα 6 ΑΗ τ�@
ΗΕ µ"κει. κα0 δι? τ9ν Η, Ε, Ζ παρ-λληλοι Fχθωσαν τα�ς ΑΒ, Γ∆ α= ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ, κα0 τ97
µ�ν ΑΘ παραλληλογρ-µµω7 %σον τετρ-γωνον συνεστ-τω τ; ΣΝ, τ97 δ� ΗΚ %σον τετρ-γωνον
τ; ΝΠ, κα0 κε*σθω hστε �π( ε�θε*ας ε ν̂αι τ�ν ΜΝ τ�@ ΝqV �π( ε�θε*ας Zρα [�στ0] κα0 6 ΡΝ τ�@
ΝΟ. κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΣΠ τετρ-γωνονV φανερ;ν δ� �κ τοI προδεδειγµ�νου, Dτι τ; ΜΡ
µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ9ν ΣΝ, ΝΠ, κα0 %σον τ97 ΕΛ, κα0 Dτι τ; ΑΓ χωρ*ον δ8ναται 6 Μq.
δεικτ�ον δ", Dτι 6 Μq �κ δ8ο µ�σων �στ0 πρSτη. �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ Ε∆ µ"κει,
σ8µµετρος δ� 6 Ε∆ τ�@ ΑΒ, �σ8µµετρος Zρα 6 ΑΕ τ�@ ΑΒ. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΗ τ�@
ΕΗ, σ8µµετρ	ς �στι κα0 6 ΑΕ )κατ�ραc τ9ν ΑΗ, ΗΕ. �λλ? 6 ΑΕ �σ8µµετρος τ�@ ΑΒ µ"κειV
κα0 α= ΑΗ, ΗΕ Zρα �σ8µµετρο* εJσι τ�@ ΑΒ. α= ΒΑ, ΑΗ, ΗΕ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV hστε µ�σον �στ0ν )κ-τερον τ9ν ΑΘ, ΗΚ. hστε κα0 )κ-τερον τ9ν ΣΝ, ΝΠ µ�σον
�στ*ν. κα0 α= ΜΝ, Νq Zρα µ�σαι εJσ*ν. κα0 �πε0 σ8µµετρος 6 ΑΗ τ�@ ΗΕ µ"κει, σ8µµετρ	ν
�στι κα0 τ; ΑΘ τ97 ΗΚ, τουτ�στι τ; ΣΝ τ97 ΝΠ, τουτ�στι τ; �π; τ�ς ΜΝ τ97 �π; τ�ς Νq
[hστε δυν-µει εJσ0 σ8µµετροι α= ΜΝ, Νq]. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ Ε∆ µ"κει,
�λλ( 6 µ�ν ΑΕ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΑΗ, 6 δ� Ε∆ τ�@ ΕΖ σ8µµετρος, �σ8µµετρος Zρα 6 ΑΗ τ�@
ΕΖV hστε κα0 τ; ΑΘ τ97 ΕΛ �σ8µµετρ	ν �στιν, τουτ�στι τ; ΣΝ τ97 ΜΡ, τουτ�στιν 6 ΟΝ τ�@
ΝΡ, τουτ�στιν 6 ΜΝ τ�@ Νq �σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. �δε*χθησαν δ� α= ΜΝ, Νq κα0 µ�σαι
οYσαι κα0 δυν-µει σ8µµετροιV α= ΜΝ, Νq Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. λ�γω
δ", Dτι κα0 Tητ;ν περι�χουσιν. �πε0 γ?ρ 6 ∆Ε Eπ	κειται )κατ�ραc τ9ν ΑΒ, ΕΖ σ8µµετρος,
σ8µµετρος Zρα κα0 6 ΕΖ τ�@ ΕΚ. κα0 Tητ� )κατ�ρα α�τ9νV Tητ;ν Zρα τ; ΕΛ, τουτ�στι τ;
ΜΡV τ; δ� ΜΡ �στι τ; Eπ; τ9ν ΜΝq. �?ν δ� δ8ο µ�σαι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι συντεθ9σι
Tητ;ν περι�χουσαι, 6 Dλη Zλογ	ς �στιν, καλε�ται δ� �κ δ8ο µ�σων πρSτη.

MΗ Zρα Μq �κ δ8ο µ�σων �στ0 πρSτηV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ί .ν3́

+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των τρ*της, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒΓ∆ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των τρ*της τ�ς
Α∆ διη@ρηµ�νης εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε, gν µε�ζ	ν �στι τ; ΑΕV λ�γω, Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον
δυναµ�νη Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα.
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Κατεσκευ-σθω γ?ρ τ? α�τ? το�ς πρ	τερον. κα0 �πε0 �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τρ*τη 6 Α∆,
α= ΑΕ, Ε∆ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, κα0 6 ΑΕ τ�ς Ε∆ µε�ζον δ8ναται τ97
�π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΑΕ, Ε∆ σ8µµετρ	ς [�στι] τ�@ ΑΒ µ"κει. bµο*ως δ�
το�ς προδεδειγµ�νοις δε*$οµεν, Dτι 6 Μq �στιν 6 τ; ΑΓ χωρ*ον δυναµ�νη, κα0 α= ΜΝ, Νq
µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV hστε 6 Μq �κ δ8ο µ�σων �στ*ν.

∆εικτ�ον δ", Dτι κα0 δευτ�ρα.

[Κα0] �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ε τ�@ ΑΒ µ"κει, τουτ�στι τ�@ ΕΚ, σ8µµετρος δ� 6 ∆Ε
τ�@ ΕΖ, �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΕΖ τ�@ ΕΚ µ"κει. κα* εJσι Tητα*V α= ΖΕ, ΕΚ Zρα Tητα* εJσι
δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. µ�σον Zρα [�στ0] τ; ΕΛ, τουτ�στι τ; ΜΡV κα0 περι�χεται Eπ; τ9ν
ΜΝqV µ�σον Zρα �στ0 τ; Eπ; τ9ν ΜΝq.

MΗ Μq Zρα �κ δ8ο µ�σων �στ0 δευτ�ραV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .νζ́

+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των τετ-ρτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µε*ζων.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΓ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των τετ-ρτης τ�ς
Α∆ διη@ρηµ�νης εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε, gν µε�ζον 1στω τ; ΑΕV λ�γω, Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον
δυναµ�νη Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µε*ζων.



304 BIBΛION. I′

�

� �

�� ��

� � �

� � �

�

��

�

Α

Β Γ

∆Ε ΖΗ

Θ Κ Λ

Μ Ν q

Ο

ΠΡ

Σ

+Επε0 γ?ρ 6 Α∆ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τετ-ρτη, α= ΑΕ, Ε∆ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 6 ΑΕ τ�ς Ε∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΑΕ τ�@ ΑΒ
σ8µµετρ	ς [�στι] µ"κει. τετµ"σθω 6 ∆Ε δ*χα κατ? τ; Ζ, κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΖ %σον παρ? τ�ν
ΑΕ παραβεβλ"σθω παραλληλ	γραµµον τ; Eπ; ΑΗ, ΗΕV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΗ τ�@ ΗΕ
µ"κει. Fχθωσαν παρ-λληλοι τ�@ ΑΒ α= ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ, κα0 τ? λοιπ? τ? α�τ? το�ς πρ; το8του
γεγον�τωV φανερ;ν δ", Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον δυναµ�νη �στ0ν 6 Μq. δεικτ�ον δ", Dτι 6 Μq
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µε*ζων. �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΗ τ�@ ΕΗ µ"κει, �σ8µµετρ	ν
�στι κα0 τ; ΑΘ τ97 ΗΚ, τουτ�στι τ; ΣΝ τ97 ΝΠV α= ΜΝ, Νq Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι.
κα0 �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ ΑΒ µ"κει, Tητ	ν �στι τ; ΑΚV κα* �στιν %σον το�ς �π; τ9ν
ΜΝ, ΝqV Tητ;ν Zρα [�στ0] κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΜΝ, Νq. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς
[�στιν] 6 ∆Ε τ�@ ΑΒ µ"κει, τουτ�στι τ�@ ΕΚ, �λλ? 6 ∆Ε σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΕΖ, �σ8µµετρος
Zρα 6 ΕΖ τ�@ ΕΚ µ"κει. α= ΕΚ, ΕΖ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV µ�σον Zρα τ;
ΛΕ, τουτ�στι τ; ΜΡ. κα0 περι�χεται Eπ; τ9ν ΜΝ, ΝqV µ�σον Zρα �στ0 τ; Eπ; τ9ν ΜΝ,
Νq. κα0 Tητ;ν τ; [συγκε*µενον] �κ τ9ν �π; τ9ν ΜΝ, Νq, κα* εJσιν �σ8µµετροι α= ΜΝ, Νq
δυν-µει. �?ν δ� δ8ο ε�θε�αι δυν-µει �σ8µµετροι συντεθ9σι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ
τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σον, 6 Dλη Zλογ	ς �στιν, καλε�ται δ�
µε*ζων.

MΗ Μq Zρα Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µε*ζων, κα0 δ8ναται τ; ΑΓ χωρ*ονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .νή

+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των π�µπτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΓ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των π�µπτης τ�ς
Α∆ διη@ρηµ�νης εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε, hστε τ; µε�ζον mνοµα ε ν̂αι τ; ΑΕV λ�γω [δ"],
Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον δυναµ�νη Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη.
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Κατεσκευ-σθω γ?ρ τ? α�τ? το�ς πρ	τερον δεδειγµ�νοιςV φανερ;ν δ", Dτι 6 τ; ΑΓ χωρ*ον
δυναµ�νη �στ0ν 6 Μq. δεικτ�ον δ", Dτι 6 Μq �στιν 6 Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη. �πε0 γ?ρ
�σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΗ τ�@ ΗΕ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; ΑΘ τ97 ΘΕ, τουτ�στι τ; �π;
τ�ς ΜΝ τ97 �π; τ�ς ΝqV α= ΜΝ, Νq Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι. κα0 �πε0 6 Α∆ �κ δ8ο
Aνοµ-των �στ0 π�µπτη, κα* [�στιν] 1λασσον α�τ�ς τµ�µα τ; Ε∆, σ8µµετρος Zρα 6 Ε∆ τ�@
ΑΒ µ"κει. �λλ? 6 ΑΕ τ�@ Ε∆ �στιν �σ8µµετροςV κα0 6 ΑΒ Zρα τ�@ ΑΕ �στιν �σ8µµετρος
µ"κει. [α= ΒΑ, ΑΕ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι.] µ�σον Zρα �στ0 τ; ΑΚ, τουτ�στι
τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΜΝ, Νq. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ε τ�@ ΑΒ µ"κει,
τουτ�στι τ�@ ΕΚ, �λλ? 6 ∆Ε τ�@ ΕΖ σ8µµετρ	ς �στιν, κα0 6 ΕΖ Zρα τ�@ ΕΚ σ8µµετρ	ς �στιν.
κα0 Tητ� 6 ΕΚV Tητ;ν Zρα κα0 τ; ΕΛ, τουτ�στι τ; ΜΡ, τουτ�στι τ; Eπ; ΜΝqV α= ΜΝ, Νq
Zρα δυν-µει �σ8µµετρο* εJσι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων
µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	ν.

MΗ Μq Zρα Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ0 κα0 δ8ναται τ; ΑΓ χωρ*ονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .νθ́
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των iκτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη δ8ο µ�σα δυναµ�νη.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒΓ∆ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των iκτης τ�ς
Α∆ διη@ρηµ�νης εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε, hστε τ; µε�ζον mνοµα ε ν̂αι τ; ΑΕV λ�γω, Dτι 6
τ; ΑΓ δυναµ�νη 6 δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ*ν.

Κατεσκευ-σθω [γ?ρ] τ? α�τ? το�ς προδεδειγµ�νοις.
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φανερ;ν δ", Dτι [6] τ; ΑΓ δυναµ�νη �στ0ν 6 Μq, κα0 Dτι �σ8µµετρ	ς �στι 6 ΜΝ τ�@ Νq
δυν-µει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΕΑ τ�@ ΑΒ µ"κει, α= ΕΑ, ΑΒ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει
µ	νον σ8µµετροιV µ�σον Zρα �στ0 τ; ΑΚ, τουτ�στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΜΝ,
Νq. π-λιν, �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 Ε∆ τ�@ ΑΒ µ"κει, �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΖΕ τ�@
ΕΚV α= ΖΕ, ΕΚ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV µ�σον Zρα �στ0 τ; ΕΛ, τουτ�στι
τ; ΜΡ, τουτ�στι τ; Eπ; τ9ν ΜΝq. κα0 �πε0 �σ8µµετρος 6 ΑΕ τ�@ ΕΖ, κα0 τ; ΑΚ τ97 ΕΛ
�σ8µµετρ	ν �στιν. �λλ? τ; µ�ν ΑΚ �στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΜΝ, Νq, τ; δ�
ΕΛ �στι τ; Eπ; τ9ν ΜΝqV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΜΝq τ97
Eπ; τ9ν ΜΝq. κα* �στι µ�σον )κ-τερον α�τ9ν, κα0 α= ΜΝ, Νq δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι.

MΗ Μq Zρα δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ0 κα0 δ8ναται τ; ΑΓV Dπερ 1δει δε�$αι.
[

Λ�µµα

+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµηθ�@ εJς Zνισα, τ? �π; τ9ν �ν*σων τετρ-γωνα µε*ζον- �στι τοI δ0ς
Eπ; τ9ν �ν*σων περιεχοµ�νου Aρθογων*ου.

RΕστω ε�θε�α 6 ΑΒ κα0 τετµ"σθω εJς Zνισα κατ? τ; Γ, κα0 1στω µε*ζων 6 ΑΓV λ�γω, Dτι
τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µε*ζον- �στι τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ.

Τετµ"σθω γ?ρ 6 ΑΒ δ*χα κατ? τ; ∆. �πε0

� ���

Α ΒΓ∆

οYν ε�θε�α γραµµ� τ�τµηται εJς µ�ν %σα κατ? τ; ∆, εJς δ� Zνισα κατ? τ; Γ, τ; Zρα Eπ;
τ9ν ΑΓ, ΓΒ µετ? τοI �π; Γ∆ %σον �στ0 τ97 �π; Α∆V hστε τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ 1λαττ	ν �στι
τοI �π; Α∆V τ; Zρα δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ 1λαττον P διπλ-σι	ν �στι τοI �π; Α∆. �λλ? τ?
�π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ διπλ-σι- [�στι] τ9ν �π; τ9ν Α∆, ∆ΓV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µε*ζον- �στι
τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV Dπερ 1δει δε�$αι.]

Ί .$́
Τ; �π; τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των
πρSτην.
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RΕστω �κ δ8ο Aνοµ-των 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Γ, hστε τ; µε�ζον mνοµα
ε ν̂αι τ; ΑΓ, κα0

�κκε*σθω Tητ� 6 ∆Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν ∆Ε παραβεβλ"σθω τ; ∆ΕΖΗ
πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΗV λ�γω, Dτι 6 ∆Η �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 πρSτη.

Παραβεβλ"σθω γ?ρ παρ? τ�ν ∆Ε τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΓ %σον τ; ∆Θ, τ97 δ� �π; τ�ς ΒΓ %σον
τ; ΚΛV λοιπ;ν Zρα τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον �στ0 τ97 ΜΖ. τετµ"σθω 6 ΜΗ δ*χα κατ?
τ; Ν, κα0 παρ-λληλος Fχθω 6 Νq [)κατ�ραc τ9ν ΜΛ, ΗΖ]. )κ-τερον Zρα τ9ν Μq, ΝΖ %σον
�στ0 τ97 rπα$ Eπ; τ9ν ΑΓΒ. κα0 �πε0 �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη εJς τ? Aν	µατα
κατ? τ; Γ, α= ΑΓ, ΓΒ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Tητ-
�στι κα0 σ8µµετρα �λλ"λοιςV hστε κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ [σ8µµετρ	ν
�στι το�ς �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒV Tητ;ν Zρα �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ]. κα*
�στιν %σον τ97 ∆ΛV Tητ;ν Zρα �στ0 τ; ∆Λ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ε παρ-κειταιV Tητ� Zρα
�στ0ν 6 ∆Μ κα0 σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. π-λιν, �πε0 α= ΑΓ, ΓΒ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, µ�σον Zρα �στ0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, τουτ�στι τ; ΜΖ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΜΛ
παρ-κειταιV Tητ� Zρα κα0 6 ΜΗ �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΜΛ, τουτ�στι τ�@ ∆Ε, µ"κει. 1στι
δ� κα0 6 Μ∆ Tητ� κα0 τ�@ ∆Ε µ"κει σ8µµετροςV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ∆Μ τ�@ ΜΗ µ"κει.
κα* εJσι Tητα*V α= ∆Μ, ΜΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των
�στ0ν 6 ∆Η.

∆εικτ�ον δ", Dτι κα0 πρSτη.

+Επε0 τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΓΒ, κα0 τ9ν ∆Θ, ΚΛ Zρα
µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; Μq. 1στιν Zρα jς τ; ∆Θ πρ;ς τ; Μq, οwτως τ; Μq πρ;ς τ; ΚΛ,
τουτ�στιν jς 6 ∆Κ πρ;ς τ�ν ΜΝ, 6 ΜΝ πρ;ς τ�ν ΜΚV τ; Zρα Eπ; τ9ν ∆Κ, ΚΜ %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς ΜΝ. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΓ τ97 �π; τ�ς ΓΒ, σ8µµετρ	ν �στι κα0
τ; ∆Θ τ97 ΚΛV hστε κα0 6 ∆Κ τ�@ ΚΜ σ8µµετρ	ς �στιν. κα0 �πε0 µε*ζον- �στι τ? �π; τ9ν
ΑΓ, ΓΒ τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, µε�ζον Zρα κα0 τ; ∆Λ τοI ΜΖV hστε κα0 6 ∆Μ τ�ς ΜΗ
µε*ζων �στ*ν. κα* �στιν %σον τ; Eπ; τ9ν ∆Κ, ΚΜ τ97 �π; τ�ς ΜΝ, τουτ�στι τ97 τετ-ρτω7 τοI
�π; τ�ς ΜΗ, κα0 σ8µµετρος 6 ∆Κ τ�@ ΚΜ. �?ν δ� >σι δ8ο ε�θε�αι Zνισοι, τ97 δ� τετ-ρτω7
µ�ρει τοI �π; τ�ς �λ-σσονος %σον παρ? τ�ν µε*ζονα παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7
κα0 εJς σ8µµετρα α�τ�ν διαιρ�@, 6 µε*ζων τ�ς �λ-σσονος µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου
)αυτ�@V 6 ∆Μ Zρα τ�ς ΜΗ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσι Tητα0 α= ∆Μ,
ΜΗ, κα0 6 ∆Μ µε�ζον mνοµα σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ∆Ε µ"κει.

MΗ ∆Η Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 πρSτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$ά

Τ; �π; τ�ς �κ δ8ο µ�σων πρSτης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο
Aνοµ-των δευτ�ραν.
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RΕστω �κ δ8ο µ�σων πρSτη 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη εJς τ?ς µ�σας κατ? τ; Γ, gν µε*ζων 6
ΑΓ, κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ∆Ε, κα0 παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ∆Ε τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ-
αλληλ	γραµµον τ; ∆Ζ πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΗV λ�γω, Dτι 6 ∆Η �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0
δευτ�ρα.

Κατεσκευ-σθω γ?ρ τ? α�τ? το�ς πρ; το8του. κα0 �πε0 6 ΑΒ �κ δ8ο µ�σων �στ0 πρSτη
διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, α= ΑΓ, ΓΒ Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι Tητ;ν περι�χουσαιV
hστε κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σα �στ*ν. µ�σον Zρα �στ0 τ; ∆Λ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ε
παραβ�βληταιV Tητ� Zρα �στ*ν 6 Μ∆ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. π-λιν, �πε0 Tητ	ν �στι
τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, Tητ	ν �στι κα0 τ; ΜΖ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΜΛ παρ-κειταιV Tητ�
Zρα [�στ0] κα0 6 ΜΗ κα0 µ"κει σ8µµετρος τ�@ ΜΛ, τουτ�στι τ�@ ∆ΕV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6
∆Μ τ�@ ΜΗ µ"κει. κα* εJσι Tητα*V α= ∆Μ, ΜΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ
δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ∆Η.

∆εικτ�ον δ", Dτι κα0 δευτ�ρα.

+Επε0 γ?ρ τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µε*ζον- �στι τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, µε�ζον Zρα κα0 τ;
∆Λ τοI ΜΖV hστε κα0 6 ∆Μ τ�ς ΜΗ. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΓ τ97 �π; τ�ς
ΓΒ, σ8µµετρ	ν �στι κα0 τ; ∆Θ τ97 ΚΛV hστε κα0 6 ∆Κ τ�@ ΚΜ σ8µµετρ	ς �στιν. κα* �στι τ;
Eπ; τ9ν ∆ΚΜ %σον τ97 �π; τ�ς ΜΝV 6 ∆Μ Zρα τ�ς ΜΗ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου
)αυτ�@. κα* �στιν 6 ΜΗ σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει.

MΗ ∆Η Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 δευτ�ρα.

Ί .$β́

Τ; �π; τ�ς �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρας παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο
Aνοµ-των τρ*την.
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RΕστω �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη εJς τ?ς µ�σας κατ? τ; Γ, hστε τ; µε�ζον
τµ�µα ε ν̂αι τ; ΑΓ, Tητ� δ� τις 1στω 6 ∆Ε, κα0 παρ? τ�ν ∆Ε τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ-
αλληλ	γραµµον παραβεβλ"σθω τ; ∆Ζ πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΗV λ�γω, Dτι 6 ∆Η �κ δ8ο
Aνοµ-των �στ0 τρ*τη.

Κατεσκευ-σθω τ? α�τ? το�ς προδεδειγµ�νοις. κα0 �πε0 �κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα �στ0ν 6 ΑΒ
διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, α= ΑΓ, ΓΒ Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι µ�σον περι�χουσαιV
hστε κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�σον �στ*ν. κα* �στιν %σον τ97 ∆ΛV
µ�σον Zρα κα0 τ; ∆Λ. κα0 παρ-κειται παρ? Tητ�ν τ�ν ∆ΕV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 Μ∆ κα0
�σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΜΗ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΜΛ,
τουτ�στι τ�@ ∆Ε, µ"κειV Tητ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν ∆Μ, ΜΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει.
κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ µ"κει, jς δ� 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως τ; �π; τ�ς
ΑΓ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΓΒ, �σ8µµετρον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΑΓ τ97 Eπ; τ9ν ΑΓΒ. hστε κα0
τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓΒ �σ8µµετρ	ν �στιν, τουτ�στι τ;
∆Λ τ97 ΜΖV hστε κα0 6 ∆Μ τ�@ ΜΗ �σ8µµετρ	ς �στιν. κα* εJσι Tητα*V �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των
�στ0ν 6 ∆Η.

∆εικτ�ον [δ"], Dτι κα0 τρ*τη.

MΟµο*ως δ� το�ς προτ�ροις �πιλογιο8µεθα, Dτι µε*ζων �στ0ν 6 ∆Μ τ�ς ΜΗ, κα0 σ8µµετρος
6 ∆Κ τ�@ ΚΜ. κα* �στι τ; Eπ; τ9ν ∆ΚΜ %σον τ97 �π; τ�ς ΜΝV 6 ∆Μ Zρα τ�ς ΜΗ µε�ζον
δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ∆Μ, ΜΗ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ∆Ε µ"κει.

MΗ ∆Η Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τρ*τηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$γ́

Τ; �π; τ�ς µε*ζονος παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των τετ-ρτην.

RΕστω µε*ζων 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, hστε µε*ζονα ε ν̂αι τ�ν ΑΓ τ�ς ΓΒ, Tητ� δ� 6
∆Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν ∆Ε παραβεβλ"σθω τ; ∆Ζ παραλληλ	γραµµον πλ-τος
ποιοIν τ�ν ∆ΗV λ�γω, Dτι 6 ∆Η �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τετ-ρτη.
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Κατεσκευ-σθω τ? α�τ? το�ς προδεδειγµ�νοις. κα0 �πε0 µε*ζων �στ0ν 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ?
τ; Γ, α= ΑΓ, ΓΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν
τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ� Eπ( α�τ9ν µ�σον. �πε0 οYν Tητ	ν �στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π;
τ9ν ΑΓ, ΓΒ, Tητ;ν Zρα �στ0 τ; ∆ΛV Tητ� Zρα κα0 6 ∆Μ κα0 σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. π-λιν,
�πε0 µ�σον �στ0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, τουτ�στι τ; ΜΖ, κα0 παρ? Tητ"ν �στι τ�ν ΜΛ, Tητ�
Zρα �στ0 κα0 6 ΜΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κειV �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ∆Μ τ�@ ΜΗ
µ"κει. α= ∆Μ, ΜΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6
∆Η.

∆εικτ�ον [δ"], Dτι κα0 τετ-ρτη.

MΟµο*ως δ� δε*$οµεν το�ς πρ	τερον, Dτι µε*ζων �στ0ν 6 ∆Μ τ�ς ΜΗ, κα0 Dτι τ; Eπ;
∆ΚΜ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΜΝ. �πε0 οYν �σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΓ τ97 �π; τ�ς ΓΒ,
�σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; ∆Θ τ97 ΚΛV hστε �σ8µµετρος κα0 6 ∆Κ τ�@ ΚΜ �στιν. �?ν δ�
>σι δ8ο ε�θε�αι Zνισοι, τ97 δ� τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς �λ-σσονος %σον παραλληλ	γραµµον
παρ? τ�ν µε*ζονα παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 κα0 εJς �σ8µµετρα α�τ�ν διαιρ�@, 6
µε*ζων τ�ς �λ-σσονος µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κειV 6 ∆Μ Zρα τ�ς
ΜΗ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσιν α= ∆Μ, ΜΗ Tητα0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 6 ∆Μ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ∆Ε.

MΗ ∆Η Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τετ-ρτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$δ́

Τ; �π; τ�ς Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο
Aνοµ-των π�µπτην.

RΕστω Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη εJς τ?ς ε�θε*ας κατ? τ; Γ, hστε µε*ζονα
ε ν̂αι τ�ν ΑΓ, κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ∆Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν ∆Ε παραβεβλ"σθω
τ; ∆Ζ πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΗV λ�γω, Dτι 6 ∆Η �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 π�µπτη.
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Κατεσκευ-σθω τ? α�τ? το�ς πρ; το8του. �πε0 οYν Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ0ν
6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, α= ΑΓ, ΓΒ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν
συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	ν. �πε0 οYν µ�σον
�στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, µ�σον Zρα �στ0 τ; ∆ΛV hστε Tητ" �στιν 6
∆Μ κα0 µ"κει �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε. π-λιν, �πε0 Tητ	ν �στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓΒ, τουτ�στι τ;
ΜΖ, Tητ� Zρα 6 ΜΗ κα0 σ8µµετρος τ�@ ∆Ε. �σ8µµετρος Zρα 6 ∆Μ τ�@ ΜΗV α= ∆Μ, ΜΗ Zρα
Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ∆Η.

Λ�γω δ", Dτι κα0 π�µπτη.
MΟµο*ως γ?ρ δειχθ"σεται, Dτι τ; Eπ; τ9ν ∆ΚΜ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΜΝ, κα0 �σ8µµετρος

6 ∆Κ τ�@ ΚΜ µ"κειV 6 ∆Μ Zρα τ�ς ΜΗ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* εJσιν
α= ∆Μ, ΜΗ [Tητα0] δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, κα0 6 �λ-σσων 6 ΜΗ σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει.

MΗ ∆Η Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 π�µπτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$έ
Τ; �π; τ�ς δ8ο µ�σα δυναµ�νης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο
Aνοµ-των iκτην.

RΕστω δ8ο µ�σα δυναµ�νη 6 ΑΒ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, Tητ� δ� 1στω 6 ∆Ε. κα0 παρ? τ�ν
∆Ε τ97 �π; τ�ς ΑΒ

%σον παραβεβλ"σθω τ; ∆Ζ πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΗV λ�γω, Dτι 6 ∆Η �κ δ8ο Aνοµ-των
�στ0ν iκτη.
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Κατεσκευ-σθω γ?ρ τ? α�τ? το�ς πρ	τερον. κα0 �πε0 6 ΑΒ δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ0
διη@ρηµ�νη κατ? τ; Γ, α= ΑΓ, ΓΒ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον
�κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ; �κ τ9ν
�π( α�τ9ν τετραγSνων συγκε*µενον τ97 Eπ( α�τ9νV hστε κατ? τ? προδεδειγµ�να µ�σον �στ0ν
)κ-τερον τ9ν ∆Λ, ΜΖ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ε παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν
∆Μ, ΜΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ε µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν �στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν
�π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ∆Λ τ97 ΜΖ. �σ8µµετρος
Zρα κα0 6 ∆Μ τ�@ ΜΗV α= ∆Μ, ΜΗ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα
Aνοµ-των �στ0ν 6 ∆Η.

Λ�γω δ", Dτι κα0 iκτη.
MΟµο*ως δ� π-λιν δε*$οµεν, Dτι τ; Eπ; τ9ν ∆ΚΜ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΜΝ, κα0 Dτι 6 ∆Κ

τ�@ ΚΜ µ"κει �στ0ν �σ8µµετροςV κα0 δι? τ? α�τ? δ� 6 ∆Μ τ�ς ΜΗ µε�ζον δ8ναται τ97 �π;
�συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ∆Μ, ΜΗ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@
∆Ε µ"κει.

MΗ ∆Η Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν iκτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$3́
MΗ τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-των µ"κει σ8µµετρος κα0 α�τ� �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ".

RΕστω �κ δ8ο Aνοµ-των 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ µ"κει σ8µµετρος 1στω 6 Γ∆V λ�γω, Dτι 6 Γ∆
�κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.
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+Επε0 γ?ρ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν 6 ΑΒ, διη@ρ"σθω εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Ε, κα0 1στω
µε�ζον mνοµα τ; ΑΕV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. γεγον�τω jς 6
ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΓΖV κα0 λοιπ� Zρα 6 ΕΒ πρ;ς λοιπ�ν τ�ν Ζ∆ �στιν,
jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆. σ8µµετρος δ� 6 ΑΒ τ�@ Γ∆ µ"κει. σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 µ�ν ΑΕ
τ�@ ΓΖ, 6 δ� ΕΒ τ�@ Ζ∆. κα* εJσι Tητα0 α= ΑΕ, ΕΒV Tητα0 Zρα εJσ0 κα0 α= ΓΖ, Ζ∆. κα0 [�πε*]
�στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς ΓΖ, 6 ΕΒ πρ;ς Ζ∆. �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, 6 ΓΖ πρ;ς
Ζ∆. α= δ� ΑΕ, ΕΒ δυν-µει µ	νον [εJσ0] σ8µµετροιV κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα δυν-µει µ	νον εJσ0
σ8µµετροι. κα* εJσι Tητα*V �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 Γ∆.

Λ�γω δ", Dτι τ�@ τ-$ει �στ0ν 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.
MΗ γ?ρ ΑΕ τ�ς ΕΒ µε�ζον δ8ναται Fτοι τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ P τ97 �π; �συµµ�τρου.

εJ µ�ν οYν 6 ΑΕ τ�ς ΕΒ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΓΖ τ�ς Ζ∆ µε�ζον
δυν"σεται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ µ�ν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@,
κα0 6 ΓΖ σ8µµετρος α�τ�@ 1σται, κα0 δι? τοIτο )κατ�ρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0
πρSτη, τουτ�στι τ�@ τ-$ει 6 α�τ". εJ δ� 6 ΕΒ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, κα0 6 Ζ∆
σ8µµετρ	ς �στιν α�τ�@, κα0 δι? τοIτο π-λιν τ�@ τ-$ει 6 α�τ� 1σται τ�@ ΑΒV )κατ�ρα γ?ρ α�τ9ν
1σται �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ρα. εJ δ� ο�δετ�ρα τ9ν ΑΕ, ΕΒ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@
Tητ�@, ο�δετ�ρα τ9ν ΓΖ, Ζ∆ σ8µµετρος α�τ�@ 1σται, κα* �στιν )κατ�ρα τρ*τη. εJ δ� 6 ΑΕ
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τ�ς ΕΒ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΓΖ τ�ς Ζ∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π;
�συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ µ�ν 6 ΑΕ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, κα0 6 ΓΖ σ8µµετρ	ς
�στιν α�τ�@, κα* �στιν )κατ�ρα τετ-ρτη. εJ δ� 6 ΕΒ, κα0 6 Ζ∆, κα0 1σται )κατ�ρα π�µπτη. εJ
δ� ο�δετ�ρα τ9ν ΑΕ, ΕΒ, κα0 τ9ν ΓΖ, Ζ∆ ο�δετ�ρα σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@, κα0
1σται )κατ�ρα iκτη.

<Ωστε 6 τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-των µ"κει σ8µµετρος �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ"V
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$ζ́
MΗ τ�@ �κ δ8ο µ�σων µ"κει σ8µµετρος κα0 α�τ� �κ δ8ο µ�σων �στ0 κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ".

RΕστω �κ δ8ο µ�σων 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ σ8µµετρος 1στω µ"κει 6 Γ∆V λ�γω, Dτι 6 Γ∆ �κ
δ8ο µ�σων �στ0 κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.
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+Επε0 γ?ρ �κ δ8ο µ�σων �στ0ν 6 ΑΒ, διη@ρ"σθω εJς τ?ς µ�σας κατ? τ; ΕV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα
µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. κα0 γεγον�τω jς 6 ΑΒ πρ;ς Γ∆, 6 ΑΕ πρ;ς ΓΖV κα0
λοιπ� Zρα 6 ΕΒ πρ;ς λοιπ�ν τ�ν Ζ∆ �στιν, jς 6 ΑΒ πρ;ς Γ∆. σ8µµετρος δ� 6 ΑΒ τ�@ Γ∆
µ"κειV σ8µµετρος Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν ΑΕ, ΕΒ )κατ�ραc τ9ν ΓΖ, Ζ∆. µ�σαι δ� α= ΑΕ, ΕΒV
µ�σαι Zρα κα0 α= ΓΖ, Ζ∆. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, 6 ΓΖ πρ;ς Ζ∆, α= δ� ΑΕ,
ΕΒ δυν-µει µ	νον σ8µµετρο* εJσιν, κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ [Zρα] δυν-µει µ	νον σ8µµετρο* εJσιν.
�δε*χθησαν δ� κα0 µ�σαιV 6 Γ∆ Zρα �κ δ8ο µ�σων �στ*ν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ" �στι τ�@ ΑΒ.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, 6 ΓΖ πρ;ς Ζ∆, κα0 jς Zρα τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς τ; Eπ;

τ9ν ΑΕΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΖ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΓΖ∆V �ναλλ?$ jς τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΓΖ, οwτως τ; Eπ; τ9ν ΑΕΒ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΓΖ∆. σ8µµετρον δ� τ; �π; τ�ς ΑΕ τ97
�π; τ�ς ΓΖV σ8µµετρον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΕΒ τ97 Eπ; τ9ν ΓΖ∆. ε%τε οYν Tητ	ν �στι τ;
Eπ; τ9ν ΑΕΒ, κα0 τ; Eπ; τ9ν ΓΖ∆ Tητ	ν �στιν [κα0 δι? τοIτ	 �στιν �κ δ8ο µ�σων πρSτη].
ε%τε µ�σον, µ�σον, κα* �στιν )κατ�ρα δευτ�ρα.

Κα0 δι? τοIτο 1σται 6 Γ∆ τ�@ ΑΒ τ�@ τ-$ει 6 α�τ"V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$ή
MΗ τ�@ µε*ζονι σ8µµετρος κα0 α�τ� µε*ζων �στ*ν.

RΕστω µε*ζων 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ σ8µµετρος 1στω 6 Γ∆V λ�γω, Dτι 6 Γ∆ µε*ζων �στ*ν.
∆ιη@ρ"σθω 6 ΑΒ κατ? τ; ΕV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν

συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σονV κα0 γεγον�τω τ?
α�τ? το�ς πρ	τερον.
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κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως # τε ΑΕ πρ;ς τ�ν ΓΖ κα0 6 ΕΒ πρ;ς τ�ν
Ζ∆, κα0 jς Zρα 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΓΖ, οwτως 6 ΕΒ πρ;ς τ�ν Ζ∆. σ8µµετρος δ� 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.
σ8µµετρος Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν ΑΕ, ΕΒ )κατ�ραc τ9ν ΓΖ, Ζ∆. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς
τ�ν ΓΖ, οwτως 6 ΕΒ πρ;ς τ�ν Ζ∆, κα0 �ναλλ?$ jς 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, οwτως 6 ΓΖ πρ;ς Ζ∆, κα0
συνθ�ντι Zρα �στ0ν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν ∆ΖV κα0 jς Zρα τ; �π; τ�ς
ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΕ, οwτως τ; �π; τ�ς Γ∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆Ζ. bµο*ως δ� δε*$οµεν,
Dτι κα0 jς τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΕ, οwτως τ; �π; τ�ς Γ∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΓΖ.
κα0 jς Zρα τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ? �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ, οwτως τ; �π; τ�ς Γ∆ πρ;ς τ? �π; τ9ν
ΓΖ, Ζ∆V κα0 �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς Γ∆, οwτως τ? �π; τ9ν
ΑΕ, ΕΒ πρ;ς τ? �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆. σ8µµετρον δ� τ; �π; τ�ς ΑΒ τ97 �π; τ�ς Γ∆V σ8µµετρα
Zρα κα0 τ? �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ το�ς �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆. κα* �στι τ? �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ rµα Tητ	ν,
κα0 τ? �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ rµα Tητ	ν �στιν. bµο*ως δ� κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ σ8µµετρ	ν
�στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆. κα* �στι µ�σον τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒV µ�σον Zρα κα0 τ; δ0ς
Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆. α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα δυν-µει �σ8µµετρο* εJσι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ
τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων rµα Tητ	ν, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σονV Dλη Zρα 6 Γ∆ Zλογ	ς
�στιν 6 καλουµ�νη µε*ζων.

MΗ Zρα τ�@ µε*ζονι σ8µµετρος µε*ζων �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .$θ́
MΗ τ�@ Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη@ σ8µµετρος [κα0 α�τ�] Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ*ν.

RΕστω Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ σ8µµετρος 1στω 6 Γ∆V δεικτ�ον, Dτι
κα0 6 Γ∆ Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ*ν.
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∆ιη@ρ"σθω 6 ΑΒ εJς τ?ς ε�θε*ας κατ? τ; ΕV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	νV
κα0 τ? α�τ? κατεσκευ-σθω το�ς πρ	τερον. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ δυν-µει
εJσ0ν �σ8µµετροι, κα0 σ8µµετρον τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τ97 συγκειµ�νω7
�κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆, τ; δ� Eπ; ΑΕ, ΕΒ τ97 Eπ; ΓΖ, Ζ∆V hστε κα0 τ; [µ�ν] συγκε*µενον
�κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ τετραγSνων �στ0 µ�σον, τ; δ( Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ Tητ	ν.

MΡητ;ν Zρα κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ0ν 6 Γ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ί .ό
MΗ τ�@ δ8ο µ�σα δυναµ�νη@ σ8µµετρος δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ*ν.

RΕστω δ8ο µ�σα δυναµ�νη 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ σ8µµετρος 6 Γ∆V δεικτ�ον, Dτι κα0 6 Γ∆ δ8ο
µ�σα δυναµ�νη �στ*ν.
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+Επε0 γ?ρ δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ0ν 6 ΑΒ, διη@ρ"σθω εJς τ?ς ε�θε*ας κατ? τ; ΕV α= ΑΕ, ΕΒ
Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν [τετραγSνων]
µ�σον κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ,
ΕΒ τετραγSνων τ97 Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒV κα0 κατεσκευ-σθω τ? α�τ? το�ς πρ	τερον. bµο*ως δ�
δε*$οµεν, Dτι κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι κα0 σ8µµετρον τ; µ�ν συγκε*µενον
�κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆, τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τ97
Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆V hστε κα0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ τετραγSνων µ�σον �στ0
κα0 τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆
τετραγSνων τ97 Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆.

MΗ Zρα Γ∆ δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .οά
MΡητοI κα0 µ�σου συντιθεµ�νου τ�σσαρες Zλογοι γ*γνονται Fτοι �κ δ8ο Aνοµ-των P �κ δ8ο
µ�σων πρSτη P µε*ζων P Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη.

RΕστω Tητ;ν µ�ν τ; ΑΒ, µ�σον δ� τ; Γ∆V λ�γω, Dτι 6 τ; Α∆ χωρ*ον δυναµ�νη Fτοι �κ
δ8ο Aνοµ-των �στ0ν P �κ δ8ο µ�σων πρSτη P µε*ζων P Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη.

Τ; γ?ρ ΑΒ τοI Γ∆ Fτοι µε�ζ	ν �στιν P 1λασσον. 1στω πρ	τερον µε�ζονV κα0 �κκε*σθω
Tητ� 6 ΕΖ, κα0 παραβεβλ"σθω παρ? τ�ν ΕΖ
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τ97 ΑΒ %σον τ; ΕΗ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΘV τ97 δ� ∆Γ %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω τ;
ΘΙ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΘΚ. κα0 �πε0 Tητ	ν �στι τ; ΑΒ κα* �στιν Tητ	ν �στι τ; ΑΒ κα* �στιν
%σον τ97 ΕΗ, Tητ;ν Zρα κα0 τ; ΕΗ. κα0 παρ? [Tητ�ν] τ�ν ΕΖ παραβ�βληται πλ-τος ποιοIν τ�ν
ΕΘV 6 ΕΘ Zρα Tητ" �στι κα0 σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. π-λιν, �πε0 µ�σον �στ0 τ; Γ∆ κα* �στιν
%σον τ97 ΘΙ, µ�σον Zρα �στ0 κα0 τ; ΘΙ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν
ΘΚV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΘΚ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. κα0 �πε0 µ�σον �στ0 τ; Γ∆, Tητ;ν
δ� τ; ΑΒ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΑΒ τ97 Γ∆V hστε κα0 τ; ΕΗ �σ8µµετρ	ν �στι τ97 ΘΙ. jς
δ� τ; ΕΗ πρ;ς τ; ΘΙ, οwτως �στ0ν 6 ΕΘ πρ;ς τ�ν ΘΚV �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΕΘ τ�@
ΘΚ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= ΕΘ, ΘΚ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV
�κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ΕΚ διη@ρηµ�νη κατ? τ; Θ. κα0 �πε0 µε�ζ	ν �στι τ; ΑΒ τοI Γ∆,
%σον δ� τ; µ�ν ΑΒ τ97 ΕΗ, τ; δ� Γ∆ τ97 ΘΙ, µε�ζον Zρα κα0 τ; ΕΗ τοI ΘΙV κα0 6 ΕΘ Zρα
µε*ζων �στ0 τ�ς ΘΚ. Fτοι οYν 6 ΕΘ τ�ς ΘΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει
P τ97 �π; �συµµ�τρου. δυν-σθω πρ	τερον τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα* �στιν 6 µε*ζων 6
ΘΕ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΕΖV 6 Zρα ΕΚ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 πρSτη. Tητ� δ�
6 ΕΖV �?ν δ� χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των πρSτης, 6 τ; χωρ*ον
δυναµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-των �στ*ν. 6 Zρα τ; ΕΙ δυναµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-των �στ*νV hστε κα0
6 τ; Α∆ δυναµ�νη �κ δ8ο Aνοµ-των �στ*ν. �λλ? δ� δυν-σθω 6 ΕΘ τ�ς ΘΚ µε�ζον τ97 �π;
�συµµ�τρου )αυτ�@V κα* �στιν 6 µε*ζων 6 ΕΘ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΕΖ µ"κειV 6
Zρα ΕΚ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τετ-ρτη. Tητ� δ� 6 ΕΖV �?ν δ� χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς
κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των τετ-ρτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µε*ζων.
6 Zρα τ; ΕΙ χωρ*ον δυναµ�νη µε*ζων �στ*νV hστε κα0 6 τ; Α∆ δυναµ�νη µε*ζων �στ*ν.

+Αλλ? δ� 1στω 1λασσον τ; ΑΒ τοI Γ∆V κα0 τ; ΕΗ Zρα 1λασσ	ν �στι τοI ΘΙV hστε κα0 6
ΕΘ �λ-σσων �στ0 τ�ς ΘΚ. Fτοι δ� 6 ΘΚ τ�ς ΕΘ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ P
τ97 �π; �συµµ�τρου. δυν-σθω πρ	τερον τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κειV κα* �στιν 6 �λ-σσων
6 ΕΘ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΕΖ µ"κειV 6 Zρα ΕΚ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 δευτ�ρα.
Tητ� δ� 6 ΕΖV �?ν δ� χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ρας, 6 τ;
χωρ*ον δυναµ�νη �κ δ8ο µ�σων �στ0 πρSτη. 6 Zρα τ; ΕΙ χωρ*ον δυναµ�νη �κ δ8ο µ�σων
�στ0 πρSτηV hστε κα0 6 τ; Α∆ δυναµ�νη �κ δ8ο µ�σων �στ0 πρSτη. �λλ? δ� 6 ΘΚ τ�ς
ΘΕ µε�ζον δυν-σθω τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* �στιν 6 �λ-σσων 6 ΕΘ σ8µµετρος τ�@
�κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΕΖV 6 Zρα ΕΚ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 π�µπτη. Tητ� δ� 6 ΕΖV �?ν δ� χωρ*ον
περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των π�µπτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη Tητ;ν κα0
µ�σον δυναµ�νη �στ*ν. 6 Zρα τ; ΕΙ χωρ*ον δυναµ�νη Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ*νV hστε
κα0 6 τ; Α∆ χωρ*ον δυναµ�νη Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νη �στ*ν.

MΡητοI Zρα κα0 µ�σου συντιθεµ�νου τ�σσαρες Zλογοι γ*γνονται Fτοι �κ δ8ο Aνοµ-των P
�κ δ8ο µ�σων πρSτη P µε*ζων P Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .οβ́

∆8ο µ�σων �συµµ�τρων �λλ"λοις συντιθεµ�νων α= λοιπα0 δ8ο Zλογοι γ*γνονται Fτοι �κ δ8ο
µ�σων δευτ�ρα P [6] δ8ο µ�σα δυναµ�νη.

Συγκε*σθω γ?ρ δ8ο µ�σα �σ8µµετρα �λλ"λοις τ? ΑΒ, Γ∆V λ�γω, Dτι 6 τ; Α∆ χωρ*ον
δυναµ�νη Fτοι �κ δ8ο µ�σων �στ0 δευτ�ρα P δ8ο µ�σα δυναµ�νη.
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Τ; γ?ρ ΑΒ τοI Γ∆ Fτοι µε�ζ	ν �στιν P 1λασσον. 1στω, εJ τ8χοι, πρ	τερον µε�ζον τ;
ΑΒ τοI Γ∆V κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ΕΖ, κα0 τ97 µ�ν ΑΒ %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω τ;
ΕΗ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΘ, τ97 δ� Γ∆ %σον τ; ΘΙ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΘΚ. κα0 �πε0 µ�σον
�στ0ν )κ-τερον τ9ν ΑΒ, Γ∆, µ�σον Zρα κα0 )κ-τερον τ9ν ΕΗ, ΘΙ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΖΕ
παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ?ς ΕΘ, ΘΚV )κατ�ρα Zρα τ9ν ΕΘ, ΘΚ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος
τ�@ ΕΖ µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν �στι τ; ΑΒ τ97 Γ∆, κα* �στιν %σον τ; µ�ν ΑΒ τ97 ΕΗ, τ;
δ� Γ∆ τ97 ΘΙ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; ΕΗ τ97 ΘΙ. jς δ� τ; ΕΗ πρ;ς τ; ΘΙ, οwτως �στ0ν 6
ΕΘ πρ;ς ΘΚV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΕΘ τ�@ ΘΚ µ"κει. α= ΕΘ, ΘΚ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει
µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ΕΚ. Fτοι δ� 6 ΕΘ τ�ς ΘΚ µε�ζον δ8ναται τ97
�π; συµµ�τρου )αυτ�@ P τ97 �π; �συµµ�τρου. δυν-σθω πρ	τερον τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@
µ"κειV κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΕΘ, ΘΚ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΕΖ µ"κειV 6 ΕΚ
Zρα �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0 τρ*τη. Tητ� δ� 6 ΕΖV �?ν δ� χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0
τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των τρ*της, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη �κ δ8ο µ�σων �στ0 δευτ�ραV 6 Zρα τ;
ΕΙ, τουτ�στι τ; Α∆, δυναµ�νη �κ δ8ο µ�σων �στ0 δευτ�ρα. �λλ? δ� 6 ΕΘ τ�ς ΘΚ µε�ζον
δυν-σθω τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κειV κα0 �σ8µµετρ	ς �στιν )κατ�ρα τ9ν ΕΘ, ΘΚ τ�@
ΕΖ µ"κειV 6 Zρα ΕΚ �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν iκτη. �?ν δ� χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0
τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των iκτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη 6 δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ*νV hστε κα0 6
τ; Α∆ χωρ*ον δυναµ�νη 6 δ8ο µ�σα δυναµ�νη �στ*ν.

[MΟµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κlν 1λαττον k@ τ; ΑΒ τοI Γ∆, 6 τ; Α∆ χωρ*ον δυναµ�νη P �κ
δ8ο µ�σων δευτ�ρα �στ0ν Fτοι δ8ο µ�σα δυναµ�νη].

∆8ο Zρα µ�σων �συµµ�τρων �λλ"λοις συντιθεµ�νων α= λοιπα0 δ8ο Zλογοι γ*γνονται Fτοι
�κ δ8ο µ�σων δευτ�ρα P δ8ο µ�σα δυναµ�νη.

MΗ �κ δ8ο Aνοµ-των κα0 α= µετ( α�τ�ν Zλογοι οUτε τ�@ µ�ση@ οUτε �λλ"λαις εJσ0ν α= α�τα*.
τ; µ�ν γ?ρ �π; µ�σης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� Tητ�ν κα0 �σ8µµετρον τ�@
παρ( Bν παρ-κειται µ"κει. τ; δ� �π; τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον
πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των πρSτην. τ; δ� �π; τ�ς �κ δ8ο µ�σων πρSτης παρ? Tητ�ν
παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των δευτ�ραν. τ; δ� �π; τ�ς �κ δ8ο µ�σων
δευτ�ρας παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των τρ*την. τ; δ� �π;
τ�ς µε*ζονος παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των τετ-ρτην. τ;
δ� �π; τ�ς Tητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο
Aνοµ-των π�µπτην. τ; δ� �π; τ�ς δ8ο µ�σα δυναµ�νης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος
ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των iκτην. τ? δ( εJρηµ�να πλ-τη διαφ�ρει τοI τε πρSτου κα0 �λλ"λων,
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τοI µ�ν πρSτου, Dτι Tητ" �στιν, �λλ"λων δ�, Dτι τ�@ τ-$ει ο�κ εJσ0ν α= α�τα*V hστε κα0 α�τα0
α= Zλογοι διαφ�ρουσιν �λλ"λων.

Ί .ογ́
+Ε?ν �π; Tητ�ς Tητ� �φαιρεθ�@ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, 6 λοιπ� Zλογ	ς �στινV
καλε*σθω δ� �ποτοµ".

+Απ; γ?ρ Tητ�ς τ�ς ΑΒ Tητ� �φη@ρ"σθω 6 ΒΓ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@V
λ�γω, Dτι 6 λοιπ� 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �ποτοµ".

� ��

Α ΒΓ

+Επε0 γ?ρ �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κει, κα* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως
τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τ97 Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΒ σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνα, τ97 δ� Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ σ8µµετρ	ν �στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. κα0 �πειδ"περ τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σα
�στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µετ? τοI �π; ΓΑ, κα0 λοιπ97 Zρα τ97 �π; τ�ς ΑΓ �σ8µµετρ-
�στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Tητ? δ� τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΑΓV καλε*σθω δ�
�ποτοµ". Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .οδ́
+Ε?ν �π; µ�σης µ�ση �φαιρεθ�@ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης
Tητ;ν περι�χουσα, 6 λοιπ� Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� µ�σης �ποτοµ� πρSτη.

+Απ; γ?ρ µ�σης τ�ς ΑΒ µ�ση �φη@ρ"σθω 6 ΒΓ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ ΑΒ,
µετ? δ� τ�ς ΑΒ Tητ;ν ποιοIσα τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV λ�γω, Dτι 6 λοιπ� 6 ΑΓ Zλογ	ς �στινV
καλε*σθω δ� µ�σης �ποτοµ� πρSτη.

� ��

Α ΒΓ

+Επε0 γ?ρ α= ΑΒ, ΒΓ µ�σαι εJσ*ν, µ�σα �στ0 κα0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Tητ;ν δ� τ; δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓV

�σ8µµετρα Zρα τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV κα0 λοιπ97 Zρα τ97 �π; τ�ς
ΑΓ �σ8µµετρ	ν �στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, �πε0 κlν τ; Dλον )ν0 α�τ9ν �σ8µµετρον k@, κα0
τ? �$ �ρχ�ς µεγ�θη �σ8µµετρα 1σται. Tητ;ν δ� τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV Zλογον Zρα τ; �π;
τ�ς ΑΓV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΑΓV καλε*σθω δ� µ�σης �ποτοµ� πρSτη.

Ί .οέ
+Ε?ν �π; µ�σης µ�ση �φαιρεθ�@ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη, µετ? δ� τ�ς Dλης
µ�σον περι�χουσα, 6 λοιπ� Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� µ�σης �ποτοµ� δευτ�ρα.
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+Απ; γ?ρ µ�σης τ�ς ΑΒ µ�ση �φη@ρ"σθω 6 ΓΒ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@ τ�@
ΑΒ, µετ? δ� τ�ς Dλης τ�ς ΑΒ µ�σον περι�χουσα τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV λ�γω, Dτι 6 λοιπ� 6
ΑΓ Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� µ�σης �ποτοµ� δευτ�ρα.

� ��

Α ΒΓ

∆

Ε

Ζ Η

ΘΙ

+Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 ∆Ι,
κα0 το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον παρ? τ�ν ∆Ι παραβεβλ"σθω τ; ∆Ε πλ-τος ποιοIν τ�ν

∆Η, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον παρ? τ�ν ∆Ι παραβεβλ"σθω τ; ∆Θ πλ-τος ποιοIν τ�ν
∆ΖV λοιπ;ν Zρα τ; ΖΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ. κα0 �πε0 µ�σα κα0 σ8µµετρ- �στι τ? �π;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ, µ�σον Zρα κα0 τ; ∆Ε. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ι παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν
∆ΗV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ∆Η κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ι µ"κει. π-λιν, �πε0 µ�σον �στ0 τ; Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ, κα0 τ; δ0ς Zρα Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον �στ*ν. κα* �στιν %σον τ97 ∆ΘV κα0 τ; ∆Θ Zρα
µ�σον �στ*ν. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ι παραβ�βληται πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΖV Tητ� Zρα �στ0ν
6 ∆Ζ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ι µ"κει. κα0 �πε0 α= ΑΒ, ΒΓ δυν-µει µ	νον σ8µµετρο* εJσιν,
�σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ µ"κειV �σ8µµετρον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον
τ97 Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΒ σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, τ97 δ� Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ σ8µµετρ	ν �στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ το�ς �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. %σον δ� το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ; ∆Ε, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν
ΑΒ, ΒΓ τ; ∆ΘV �σ8µµετρον Zρα [�στ0] τ; ∆Ε τ97 ∆Θ. jς δ� τ; ∆Ε πρ;ς τ; ∆Θ, οwτως
6 Η∆ πρ;ς τ�ν ∆ΖV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Η∆ τ�@ ∆Ζ. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα
Η∆, ∆Ζ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 ΖΗ Zρα �ποτοµ" �στιν. Tητ� δ� 6 ∆ΙV τ; δ�
Eπ; Tητ�ς κα0 �λ	γου περιεχ	µενον Zλογ	ν �στιν, κα0 6 δυναµ�νη α�τ; Zλογ	ς �στιν. κα0
δ8ναται τ; ΖΕ 6 ΑΓV 6 ΑΓ Zρα Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� µ�σης �ποτοµ� δευτ�ρα. Dπερ
1δει δε�$αι.

Ί .ο3́
+Ε?ν �π; ε�θε*ας ε�θε�α �φαιρεθ�@ δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης ποιοIσα
τ? µ�ν �π( α�τ9ν rµα Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σον, 6 λοιπ� Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ�
�λ-σσων.

+Απ; γ?ρ ε�θε*ας τ�ς ΑΒ ε�θε�α �φη@ρ"σθω 6 ΒΓ δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@ ποιοIσα
τ? προκε*µενα.
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� ��

Α ΒΓ

λ�γω, Dτι 6 λοιπ� 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-σσων.
+Επε0 γ?ρ τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετραγSνων Tητ	ν �στιν, τ; δ�

δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον, �σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ,
ΒΓV κα0 �ναστρ�ψαντι λοιπ97 τ97 �π; τ�ς ΑΓ �σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Tητ? δ�
τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. Zλογον Zρα τ; �π; τ�ς ΑΓV Zλογος Zρα 6 ΑΓV καλε*σθω δ� �λ-σσων.
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .οζ́
+Ε?ν �π; ε�θε*ας ε�θε�α �φαιρεθ�@ δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης ποιοIσα
τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν Tητ	ν, 6 λοιπ�
Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� 6 µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.

+Απ; γ?ρ ε�θε*ας τ�ς ΑΒ ε�θε�α �φη@ρ"σθω 6 ΒΓ δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ ΑΒ ποιοIσα
τ? προκε*µεναV λ�γω, Dτι 6 λοιπ� 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν 6 προειρηµ�νη.

� ��

Α ΒΓ

+Επε0 γ?ρ τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετραγSνων µ�σον �στ*ν, τ; δ� δ0ς
Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ Tητ	ν, �σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓV
κα0 λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΑΓ �σ8µµετρ	ν �στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ. κα* �στι τ; δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ Tητ	νV τ; Zρα �π; τ�ς ΑΓ Zλογ	ν �στινV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΑΓV καλε*σθω δ�
6 µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .οή
+Ε?ν �π; ε�θε*ας ε�θε�α �φαιρεθ�@ δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης ποιοIσα
τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον τ	 τε δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι
τ? �π( α�τ9ν τετρ-γωνα �σ8µµετρα τ97 δ0ς Eπ( α�τ9ν, 6 λοιπ� Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� 6
µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.

� ��

Α ΒΓ

+Απ; γ?ρ ε�θε*ας τ�ς ΑΒ ε�θε�α �φη@ρ"σθω 6 ΒΓ δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ ΑΒ ποιοIσα
τ? προκε*µεναV λ�γω, Dτι 6 λοιπ� 6 ΑΓ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη 6 µετ? µ�σου µ�σον τ;
Dλον ποιοIσα. +Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 ∆Ι, κα0 το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον παρ? τ�ν ∆Ι
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παραβεβλ"σθω τ; ∆Ε πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆Η, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ %σον �φη@ρ"σθω
τ; ∆Θ [πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆Ζ]. λοιπ;ν Zρα τ; ΖΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓV hστε 6 ΑΓ
δ8ναται τ; ΖΕ. κα0 �πε0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετραγSνων µ�σον �στ0
κα* �στιν %σον τ97 ∆Ε, µ�σον Zρα [�στ0] τ; ∆Ε. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ∆Ι παρ-κειται πλ-τος
ποιοIν τ�ν ∆ΗV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ∆Η κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ι µ"κει. π-λιν, �πε0 τ; δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΒ, ΒΓ µ�σον �στ0 κα* �στιν %σον τ97 ∆Θ, τ; Zρα ∆Θ µ�σον �στ*ν. κα0 παρ? Tητ�ν
τ�ν ∆Ι παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆ΖV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ∆Ζ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ∆Ι
µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΒ, ΒΓ, �σ8µµετρον
Zρα κα0 τ; ∆Ε τ97 ∆Θ. jς δ� τ; ∆Ε πρ;ς τ; ∆Θ, οwτως �στ0 κα0 6 ∆Η πρ;ς τ�ν ∆ΖV
�σ8µµετρος Zρα 6 ∆Η τ�@ ∆Ζ. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Η∆, ∆Ζ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει
µ	νον σ8µµετροι. �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΖΗV Tητ� δ� 6 ΖΘ. τ; δ� Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς
περιεχ	µενον [AρθογSνιον] Zλογ	ν �στιν, κα0 6 δυναµ�νη α�τ; Zλογ	ς �στιν. κα0 δ8ναται
τ; ΖΕ 6 ΑΓV 6 ΑΓ Zρα Zλογ	ς �στινV καλε*σθω δ� 6 µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.
Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .οθ́
Τ�@ �ποτοµ�@ µ*α [µ	νον] προσαρµ	ζει ε�θε�α Tητ� δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@.

� � � �

Α Β Γ ∆

RΕστω �ποτοµ� 6 ΑΒ, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΒΓV α= ΑΓ, ΓΒ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει
µ	νον σ8µµετροιV λ�γω, Dτι τ�@ ΑΒ )τ�ρα ο� προσαρµ	ζει Tητ� δυν-µει µ	νον σ8µµετρος
οYσα τ�@ Dλη@.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, προσαρµοζ�τω 6 Β∆V κα0 α= Α∆, ∆Β Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι. κα0 �πε*, g7 Eπερ�χει τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β, το8τω7
Eπερ�χει κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV τ97 γ?ρ α�τ97 τ97 �π; τ�ς ΑΒ
�µφ	τερα Eπερ�χειV �ναλλ?$ Zρα, g7 Eπερ�χει τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ,
το8τω7 Eπερ�χει [κα0] τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. τ? δ� �π; τ9ν
Α∆, ∆Β τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει Tητ97V Tητ? γ?ρ �µφ	τερα. κα0 τ; δ0ς Zρα Eπ; τ9ν
Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει Tητ97V Dπερ �στ0ν �δ8νατονV µ�σα γ?ρ �µφ	τερα,
µ�σον δ� µ�σου ο�χ Eπερ�χει Tητ97. τ�@ Zρα ΑΒ )τ�ρα ο� προσαρµ	ζει Tητ� δυν-µει µ	νον
σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@.

Μ*α Zρα µ	νη τ�@ �ποτοµ�@ προσαρµ	ζει Tητ� δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@V Dπερ
1δει δε�$αι.

Ί .π́
Τ�@ µ�σης �ποτοµ�@ πρSτη@ µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α µ�ση δυν-µει µ	νον σ8µµετρος
οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης Tητ;ν περι�χουσα.
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� � � �

Α Β Γ ∆

RΕστω γ?ρ µ�σης �ποτοµ� πρSτη 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ προσαρµοζ�τω 6 ΒΓV α= ΑΓ, ΓΒ Zρα
µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι Tητ;ν περι�χουσαι τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV λ�γω, Dτι τ�@
ΑΒ )τ�ρα ο� προσαρµ	ζει µ�ση δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης
Tητ;ν περι�χουσα.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, προσαρµοζ�τω κα0 6 ∆Β. α= Zρα Α∆, ∆Β µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι Tητ;ν περι�χουσαι τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β. κα0 �πε*, g7 Eπερ�χει τ? �π; τ9ν Α∆,
∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β, το8τω7 Eπερ�χει κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ,
ΓΒV τ97 γ?ρ α�τ97 [π-λιν] Eπερ�χουσι τ97 �π; τ�ς ΑΒV �ναλλ?$ Zρα, g7 Eπερ�χει τ? �π; τ9ν
Α∆, ∆Β τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, το8τω7 Eπερ�χει κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΓ, ΓΒ. τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει Tητ97V Tητ? γ?ρ
�µφ	τερα. κα0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β Zρα τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ [τετραγSνων] Eπερ�χει Tητ97V
Dπερ �στ0ν �δ8νατονV µ�σα γ-ρ �στιν �µφ	τερα, µ�σον δ� µ�σου ο�χ Eπερ�χει Tητ97.

Τ�@ Zρα µ�σης �ποτοµ�@ πρSτη@ µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α µ�ση δυν-µει µ	νον σ8µµετρος
οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης Tητ;ν περι�χουσαV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .πά
Τ�@ µ�σης �ποτοµ�@ δευτ�ραc µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α µ�ση δυν-µει µ	νον σ8µµετρος
τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης µ�σον περι�χουσα.

� � � �

Α Β Γ ∆

ΕΖ

Η

Θ

Ι

Λ

Μ

Ν

RΕστω µ�σης �ποτοµ� δευτ�ρα
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6 ΑΒ κα0 τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΓV α= Zρα ΑΓ, ΓΒ µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι
µ�σον περι�χουσαι τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV λ�γω, Dτι τ�@ ΑΒ )τ�ρα ο� προσαρµ	σει ε�θε�α µ�ση
δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης µ�σον περι�χουσα.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, προσαρµοζ�τω 6 Β∆V κα0 α= Α∆, ∆Β Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι µ�σον περι�χουσαι τ; Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β. κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ΕΖ, κα0 το�ς µ�ν
�π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω τ; ΕΗ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΜV τ97 δ� δ0ς
Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον �φη@ρ"σθω τ; ΘΗ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΘΜV λοιπ;ν Zρα τ; ΕΛ %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς ΑΒV hστε 6 ΑΒ δ8ναται τ; ΕΛ. π-λιν δ� το�ς �π; τ9ν Α∆, ∆Β %σον παρ? τ�ν
ΕΖ παραβεβλ"σθω τ; ΕΙ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΝV 1στι δ� κα0 τ; ΕΛ %σον τ97 �π; τ�ς ΑΒ
τετραγSνω7V λοιπ;ν Zρα τ; ΘΙ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β. κα0 �πε0 µ�σαι εJσ0ν α=
ΑΓ, ΓΒ, µ�σα Zρα �στ0 κα0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. κα* �στιν %σα τ97 ΕΗV µ�σον Zρα κα0 τ;
ΕΗ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΕΜ κα0
�σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. π-λιν, �πε0 µ�σον �στ0 τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν
ΑΓ, ΓΒ µ�σον �στ*ν. κα* �στιν %σον τ97 ΘΗV κα0 τ; ΘΗ Zρα µ�σον �στ*ν. κα0 παρ? Tητ�ν
τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΘΜV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΘΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ
µ"κει. κα0 �πε0 α= ΑΓ, ΓΒ δυν-µει µ	νον σ8µµετρο* εJσιν, �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΓ τ�@
ΓΒ µ"κει. jς δ� 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΓ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV
�σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΓ τ97 Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΓ σ8µµετρ-
�στι τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ σ8µµετρ	ν �στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒV
�σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. κα* �στι το�ς µ�ν �π; τ9ν
ΑΓ, ΓΒ %σον τ; ΕΗ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον τ; ΗΘV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΕΗ
τ97 ΘΗ. jς δ� τ; ΕΗ πρ;ς τ; ΘΗ, οwτως �στ0ν 6 ΕΜ πρ;ς τ�ν ΘΜV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν
6 ΕΜ τ�@ ΜΘ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= ΕΜ, ΜΘ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΕΘ, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΘΜ. bµο*ως δ� δε*$οµεν,
Dτι κα0 6 ΘΝ α�τ�@ προσαρµ	ζειV τ�@ Zρα �ποτοµ�@ Zλλη κα0 Zλλη προσαρµ	ζει ε�θε�α δυν-µει
µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@V Dπερ �στ0ν �δ8νατον.

Τ�@ Zρα µ�σης �ποτοµ�@ δευτ�ραc µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α µ�ση δυν-µει µ	νον σ8µµετρος
οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης µ�σον περι�χουσαV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .πβ́
Τ�@ �λ-σσονι µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@ ποιοIσα µετ?
τ�ς Dλης τ; µ�ν �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σον.

� � � �

Α Β Γ ∆

RΕστω 6 �λ-σσων 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 1στω 6 ΒΓV α= Zρα ΑΓ, ΓΒ δυν-µει
εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ�
δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σονV λ�γω, Dτι τ�@ ΑΒ )τ�ρα ε�θε�α ο� προσαρµ	σει τ? α�τ? ποιοIσα.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, προσαρµοζ�τω 6 Β∆V κα0 α= Α∆, ∆Β Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ? προειρηµ�να. κα0 �πε*, g7 Eπερ�χει τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ,
το8τω7 Eπερ�χει κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, τ? δ� �π; τ9ν Α∆, ∆Β
τετρ-γωνα τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ τετραγSνων Eπερ�χει Tητ97V Tητ? γ-ρ �στιν �µφ	τεραV κα0
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τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β Zρα τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει Tητ97V Dπερ �στ0ν �δ8νατονV
µ�σα γ-ρ �στιν �µφ	τερα.

Τ�@ Zρα �λ-σσονι µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@ κα0
ποιοIσα τ? µ�ν �π( α�τ9ν τετρ-γωνα rµα Tητ	ν, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σονV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Ί .πγ́

Τ�@ µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιο8ση@ µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α δυν-µει �σ8µµετρος
οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης ποιοIσα τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων
µ�σον, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν Tητ	ν.

RΕστω 6 µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ προσαρµοζ�τω 6 ΒΓV α=
Zρα ΑΓ, ΓΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ? προκε*µεναV λ�γω, Dτι τ�@ ΑΒ )τ�ρα ο�
προσαρµ	σει τ? α�τ? ποιοIσα.

� � � �

Α Β Γ ∆

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, προσαρµοζ�τω 6 Β∆V κα0 α= Α∆, ∆Β Zρα ε�θε�αι δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ? προκε*µενα. �πε0 οYν, g7 Eπερ�χει τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ,
το8τω7 Eπερ�χει κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ �κολο8θως το�ς
πρ; α�τοI, τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β τοI δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει Tητ97V Tητ?
γ-ρ �στιν �µφ	τεραV κα0 τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β Zρα τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ Eπερ�χει Tητ97V
Dπερ �στ0ν �δ8νατονV µ�σα γ-ρ �στιν �µφ	τερα. ο�κ Zρα τ�@ ΑΒ )τ�ρα προσαρµ	σει ε�θε�α
δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης ποιοIσα τ? προειρηµ�ναV µ*α Zρα µ	νον
προσαρµ	σειV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .πδ́

Τ�@ µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιο8ση@ µ*α µ	νη προσαρµ	ζει ε�θε�α δυν-µει �σ8µµετρος
οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς Dλης ποιοIσα τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων
µ�σον τ	 τε δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π( α�τ9ν.

RΕστω 6 µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα 6 ΑΒ, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΒΓV α=
Zρα ΑΓ, ΓΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ? προειρηµ�να. λ�γω, Dτι τ�@ ΑΒ )τ�ρα ο�
προσαρµ	σει ποιοIσα τ? προειρηµ�να.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, προσαρµοζ�τω 6 Β∆, hστε κα0 τ?ς Α∆, ∆Β δυν-µει �συµµ�τρους ε ν̂αι
ποιο8σας τ- τε �π; τ9ν Α∆, ∆Β τετρ-γωνα rµα µ�σον κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β µ�σον
κα0 1τι τ? �π; τ9ν Α∆, ∆Β �σ8µµετρα τ97 δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆ΒV κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ΕΖ,
κα0 το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω τ; ΕΗ πλ-τος ποιοIν τ�ν
ΕΜ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω τ; ΘΗ πλ-τος ποιοIν τ�ν
ΘΜV λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΑΒ %σον �στ0 τ97 ΕΛV 6 Zρα ΑΒ δ8ναται τ; ΕΛ. π-λιν το�ς �π;
τ9ν Α∆, ∆Β %σον παρ? τ�ν ΕΖ παραβεβλ"σθω τ; ΕΙ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΝ. 1στι δ� κα0 τ;
�π; τ�ς ΑΒ %σον τ97 ΕΛV λοιπ;ν Zρα τ; δ0ς Eπ; τ9ν Α∆, ∆Β %σον [�στ0] τ97 ΘΙ. κα0 �πε0
µ�σον �στ0 τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ κα* �στιν %σον τ97 ΕΗ, µ�σον Zρα �στ0
κα0 τ; ΕΗ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΕΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΕΜ
κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. π-λιν, �πε0 µ�σον �στ0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ κα* �στιν %σον
τ97 ΘΗ, µ�σον Zρα κα0 τ; ΘΗ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΘΜV
Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΘΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΕΖ µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ- �στι τ? �π; τ9ν ΑΓ,
ΓΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ, �σ8µµετρ	ν �στι κα0 τ; ΕΗ τ97 ΘΗV �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0
6 ΕΜ τ�@ ΜΘ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα ΕΜ, ΜΘ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΕΘ, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΘΜ. bµο*ως δ� δε*$οµεν,
Dτι 6 ΕΘ π-λιν �ποτοµ" �στιν, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΘΝ. τ�@ Zρα �ποτοµ�@ Zλλη κα0
Zλλη προσαρµ	ζει Tητ� δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@V Dπερ �δε*χθη �δ8νατον. ο�κ
Zρα τ�@ ΑΒ )τ�ρα προσαρµ	σει ε�θε�α.

Τ�@ Zρα ΑΒ µ*α µ	νον προσαρµ	ζει ε�θε�α δυν-µει �σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, µετ? δ� τ�ς
Dλης ποιοIσα τ- τε �π( α�τ9ν τετρ-γωνα rµα µ�σον κα0 τ; δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι τ?
�π( α�τ9ν τετρ-γωνα �σ8µµετρα τ97 δ0ς Eπ( α�τ9νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΟΡΟΙ ΤΡΙΤΟΙ

ά . MΥποκειµ�νης Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς, �?ν µ�ν 6 Dλη τ�ς προσαρµοζο8σης µε�ζον δ8νηται
τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει, κα0 6 Dλη σ8µµετρος k@ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, καλε*σθω
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�ποτοµ� πρSτη.

β́ . +Ε?ν δ� 6 προσαρµ	ζουσα σ8µµετρος k@ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, κα0 6 Dλη τ�ς προσαρ-
µοζο8σης µε�ζον δ8νηται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, καλε*σθω �ποτοµ� δευτ�ρα.

γ́ . +Ε?ν δ� µηδετ�ρα σ8µµετρος k@ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, 6 δ� Dλη τ�ς προσαρµοζο8σης
µε�ζον δ8νηται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, καλε*σθω �ποτοµ� τρ*τη.

δ́ . Π-λιν, �?ν 6 Dλη τ�ς προσαρµοζο8σης µε�ζον δ8νηται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ [µ"κει],
�?ν µ�ν 6 Dλη σ8µµετρος k@ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, καλε*σθω �ποτοµ� τετ-ρτη.

έ . +Ε?ν δ� 6 προσαρµ	ζουσα, π�µπτη.

3́ . +Ε?ν δ� µηδετ�ρα, iκτη.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

Ί .πέ
ΕEρε�ν τ�ν πρSτην �ποτοµ"ν.

+Εκκε*σθω Tητ� 6 Α, κα0 τ�@ Α µ"κει σ8µµετρος 1στω 6 ΒΗV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΒΗ. κα0
�κκε*σθωσαν δ8ο τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο= ∆Ε, ΕΖ, gν 6 Eπεροχ� b Ζ∆ µ� 1στω τετρ-γωνοςV
ο�δ( Zρα b Ε∆ πρ;ς τ;ν ∆Ζ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν.
κα0 πεποι"σθω jς b Ε∆ πρ;ς τ;ν ∆Ζ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΗ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΗΓ τετρ-γωνονV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΗ τ97 �π; τ�ς ΗΓ.
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Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΒΗV Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΗΓV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΗΓ. κα0 �πε0
b Ε∆ πρ;ς τ;ν ∆Ζ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ(
Zρα τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ ΗΓ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= ΒΗ, ΗΓ
Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 Zρα ΒΓ �ποτοµ" �στιν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 πρSτη.
�Ωι γ?ρ µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΗ τοI �π; τ�ς ΗΓ, 1στω τ; �π; τ�ς Θ. κα0 �πε* �στιν jς

b Ε∆ πρ;ς τ;ν Ζ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ, κα0 �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν
jς b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ, οwτως τ; �π; τ�ς ΗΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. b δ� ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ λ	γον
1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV )κ-τερος γ?ρ τετρ-γων	ς �στινV κα0
τ; �π; τ�ς ΗΒ Zρα πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	νV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ Θ µ"κει. κα0 δ8ναται 6 ΒΗ τ�ς ΗΓ µε�ζον τ97 �π;
τ�ς ΘV 6 ΒΗ Zρα τ�ς ΗΓ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα* �στιν 6 Dλη 6
ΒΗ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ Α. 6 ΒΓ Zρα �ποτοµ" �στι πρSτη.

Εwρηται Zρα 6 πρSτη �ποτοµ� 6 ΒΓV Dπερ 1δει εEρε�ν.
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Ί .π3́
ΕEρε�ν τ�ν δευτ�ραν �ποτοµ"ν.

+Εκκε*σθω Tητ� 6 Α κα0 τ�@ Α σ8µµετρος µ"κει 6 ΗΓ. Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΗΓ. κα0 �κκε*σθωσαν
δ8ο τετρ-γωνοι �ριθµο0 ο= ∆Ε, ΕΖ, gν 6 Eπεροχ� b ∆Ζ µ� 1στω τετρ- γωνος.
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κα0 πεποι"σθω jς b Ζ∆ πρ;ς τ;ν ∆Ε, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΗ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΗΒ τετρ-γωνον. σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΓΗ τετρ-γωνον τ97 �π; τ�ς ΗΒ τετραγSνω7.
Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΗΓ. Tητ;ν Zρα [�στ0] κα0 τ; �π; τ�ς ΗΒV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΒΗ. κα0 �πε0
τ; �π; τ�ς ΗΓ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΒ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς
πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΓΗ τ�@ ΗΒ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V
α= ΓΗ, ΗΒ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 ΒΓ Zρα �ποτοµ" �στιν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 δευτ�ρα.
�Ωι γ?ρ µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΗ τοI �π; τ�ς ΗΓ, 1στω τ; �π; τ�ς Θ. �πε0 οYν �στιν jς

τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ, οwτως b Ε∆ �ριθµ;ς πρ;ς τ;ν ∆Ζ �ριθµ	ν, �ναστρ�ψαντι
Zρα �στ0ν jς τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ, οwτως b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ. κα* �στιν )κ-τερος
τ9ν ∆Ε, ΕΖ τετρ-γωνοςV τ; Zρα �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ Θ µ"κει. κα0 δ8ναται 6
ΒΗ τ�ς ΗΓ µε�ζον τ97 �π; τ�ς ΘV 6 ΒΗ Zρα τ�ς ΗΓ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@
µ"κει. κα* �στιν 6 προσαρµ	ζουσα 6 ΓΗ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ σ8µµετρος τ�@ Α. 6 ΒΓ Zρα
�ποτοµ" �στι δευτ�ρα.

Εwρηται Zρα δευτ�ρα �ποτοµ� 6 ΒΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .πζ́
ΕEρε�ν τ�ν τρ*την �ποτοµ"ν.
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+Εκκε*σθω Tητ� 6 Α, κα0 �κκε*σθωσαν τρε�ς �ριθµο0 ο= Ε, ΒΓ, Γ∆ λ	γον µ� 1χοντες πρ;ς
�λλ"λους, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, b δ�

ΓΒ πρ;ς τ;ν Β∆ λ	γον �χ�τω, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, κα0
πεποι"σθω jς µ�ν b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ
τετρ-γωνον, jς δ� b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΗΘ. �πε0 οYν �στιν jς b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς
ΖΗ τετρ-γωνον, σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον τ97 �π; τ�ς ΖΗ τετραγSνω7.
Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον. Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΖΗV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΖΗ. κα0
�πε0 b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ(
Zρα τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ [τετρ-γωνον] λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Α τ�@ ΖΗ µ"κει. π-λιν, �πε* �στιν
jς b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, σ8µµετρον
Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΖΗ τ97 �π; τ�ς ΗΘ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΖΗV Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π;
τ�ς ΗΘV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΗΘ. κα0 �πε0 b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ λ	γον 1χει,
/ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ ΗΘ µ"κει.
κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= ΖΗ, ΗΘ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα
�στ0ν 6 ΖΘ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τρ*τη.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς µ�ν b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς

ΖΗ, jς δ� b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΘΗ, δ* %σου Zρα �στ0ν
jς b Ε πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ΘΗ. b δ� Ε πρ;ς τ;ν Γ∆ λ	γον
ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΗΘ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα
6 Α τ�@ ΗΘ µ"κει. ο�δετ�ρα Zρα τ9ν ΖΗ, ΗΘ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Α µ"κει.
g7 οYν µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΖΗ τοI �π; τ�ς ΗΘ, 1στω τ; �π; τ�ς Κ. �πε0 οYν �στιν jς b
ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν jς b
ΒΓ πρ;ς τ;ν Β∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς Κ. b δ� ΒΓ πρ;ς τ;ν
Β∆ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 τ; �π; τ�ς ΖΗ Zρα
πρ;ς τ; �π; τ�ς Κ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. σ8µµετρος
Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ Κ µ"κει, κα0 δ8ναται 6 ΖΗ τ�ς ΗΘ µε�ζον τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα0
ο�δετ�ρα τ9ν ΖΗ, ΗΘ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Α µ"κειV 6 ΖΘ Zρα �ποτοµ"
�στι τρ*τη.

Εwρηται Zρα 6 τρ*τη �ποτοµ� 6 ΖΘV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .πή
ΕEρε�ν τ�ν τετ-ρτην �ποτοµ"ν.
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+Εκκε*σθω Tητ� 6 Α κα0 τ�@ Α µ"κει σ8µµετρος 6 ΒΗV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΒΗ. κα0
�κκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ∆Ζ, ΖΕ, hστε τ;ν ∆Ε Dλον πρ;ς )κ-τερον τ9ν ∆Ζ, ΕΖ λ	γον
µ� 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν. κα0 πεποι"σθω jς b ∆Ε πρ;ς τ;ν
ΕΖ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΗ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ. σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς
ΒΗ τ97 �π; τ�ς ΗΓ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΒΗV Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΗΓV Tητ� Zρα �στ0ν
6 ΗΓ. κα0 �πε0 b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν, ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς
πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ ΗΓ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι
Tητα*V α= ΒΗ, ΗΓ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΒΓ.

[Λ�γω δ", Dτι κα0 τετ-ρτη].
�Ωι οYν µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΗ τοI �π; τ�ς ΗΓ, 1στω τ; �π; τ�ς Θ. �πε0 οYν �στιν

jς b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ, κα0 �ναστρ�ψαντι Zρα
�στ0ν jς b Ε∆ πρ;ς τ;ν ∆Ζ, οwτως τ; �π; τ�ς ΗΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. b δ� Ε∆ πρ;ς
τ;ν ∆Ζ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π;
τ�ς ΗΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV
�σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ Θ µ"κει. κα0 δ8ναται 6 ΒΗ τ�ς ΗΓ µε�ζον τ97 �π; τ�ς ΘV 6
Zρα ΒΗ τ�ς ΗΓ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* �στιν Dλη 6 ΒΗ σ8µµετρος
τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ Α. 6 Zρα ΒΓ �ποτοµ" �στι τετ-ρτη.

Εwρηται Zρα 6 τετ-ρτη �ποτοµ"V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .πθ́
ΕEρε�ν τ�ν π�µπτην �ποτοµ"ν.
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+Εκκε*σθω Tητ� 6 Α, κα0 τ�@ Α µ"κει σ8µµετρος 1στω 6 ΓΗV Tητ� Zρα [�στ0ν] 6 ΓΗ. κα0
�κκε*σθωσαν δ8ο �ριθµο0 ο= ∆Ζ, ΖΕ, hστε τ;ν ∆Ε πρ;ς )κ-τερον τ9ν ∆Ζ, ΖΕ λ	γον π-λιν
µ� 1χειν, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 πεποι"σθω jς b ΖΕ πρ;ς
τ;ν Ε∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΒ. Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΗΒV Tητ�
Zρα �στ0 κα0 6 ΒΗ. κα0 �πε* �στιν jς b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΗΓ, b δ� ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν, ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς
πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΗ τ�@ ΗΓ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι
Tητα*V α= ΒΗ, ΗΓ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 ΒΓ Zρα �ποτοµ" �στιν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 π�µπτη.
�Ωι γ?ρ µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΗ τοI �π; τ�ς ΗΓ, 1στω τ; �π; τ�ς Θ. �πε0 οYν �στιν jς

τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΓ, οwτως b ∆Ε πρ;ς τ;ν ΕΖ, �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν jς b
Ε∆ πρ;ς τ;ν ∆Ζ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Θ. b δ� Ε∆ πρ;ς τ;ν ∆Ζ λ	γον ο�κ
1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΒΗ πρ;ς τ; �π;
τ�ς Θ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν
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6 ΒΗ τ�@ Θ µ"κει. κα0 δ8ναται 6 ΒΗ τ�ς ΗΓ µε�ζον τ97 �π; τ�ς ΘV 6 ΗΒ Zρα τ�ς ΗΓ µε�ζον
δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα* �στιν 6 προσαρµ	ζουσα 6 ΓΗ σ8µµετρος τ�@
�κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Α µ"κειV 6 Zρα ΒΓ �ποτοµ" �στι π�µπτη.

Εwρηται Zρα 6 π�µπτη �ποτοµ� 6 ΒΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�́
ΕEρε�ν τ�ν iκτην �ποτοµ"ν.
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+Εκκε*σθω Tητ� 6 Α κα0 τρε�ς �ριθµο0 ο= Ε, ΒΓ, Γ∆ λ	γον µ� 1χοντες πρ;ς �λλ"λους,
/ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV 1τι δ� κα0 b ΓΒ πρ;ς τ;ν Β∆ λ	γον µ�
�χ�τω, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV κα0 πεποι"σθω jς µ�ν b Ε πρ;ς
τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, jς δ� b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π;
τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ.

+Επε0 οYν �στιν jς b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, σ8µµετρον
Zρα τ; �π; τ�ς Α τ97 �π; τ�ς ΖΗ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΑV Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΖΗV Tητ�
Zρα �στ0 κα0 6 ΖΗ. κα0 �πε0 b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς
τετρ-γωνον �ριθµ	ν, ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 Α τ�@ ΖΗ µ"κει. π-λιν, �πε* �στιν
jς b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, σ8µµετρον Zρα τ; �π; τ�ς
ΖΗ τ97 �π; τ�ς ΗΘ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΖΗV Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΗΘV Tητ� Zρα κα0 6
ΗΘ. κα0 �πε0 b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον
�ριθµ	ν, ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς
πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΗ τ�@ ΗΘ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι
Tητα*V α= ΖΗ, ΗΘ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 Zρα ΖΘ �ποτοµ" �στιν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 iκτη.
+Επε0 γ-ρ �στιν jς µ�ν b Ε πρ;ς τ;ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΗ, jς

δ� b ΒΓ πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, δ* %σου Zρα �στ0ν jς
b Ε πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ. b δ� Ε πρ;ς τ;ν Γ∆ λ	γον
ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς Α πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΗΘ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα
�στ0ν 6 Α τ�@ ΗΘ µ"κειV ο�δετ�ρα Zρα τ9ν ΖΗ, ΗΘ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ Α Tητ�@ µ"κει. g7 οYν
µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΖΗ τοI �π; τ�ς ΗΘ, 1στω τ; �π; τ�ς Κ. �πε0 οYν �στιν jς b ΒΓ
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πρ;ς τ;ν Γ∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΘ, �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν jς b ΓΒ
πρ;ς τ;ν Β∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ; �π; τ�ς Κ. b δ� ΓΒ πρ;ς τ;ν Β∆ λ	γον ο�κ
1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV ο�δ( Zρα τ; �π; τ�ς ΖΗ πρ;ς τ;
�π; τ�ς Κ λ	γον 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα
�στ0ν 6 ΖΗ τ�@ Κ µ"κει. κα0 δ8ναται 6 ΖΗ τ�ς ΗΘ µε�ζον τ97 �π; τ�ς ΚV 6 ΖΗ Zρα τ�ς ΗΘ
µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΖΗ, ΗΘ σ8µµετρ	ς �στι
τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ Α. 6 Zρα ΖΘ �ποτοµ" �στιν iκτη.

Εwρηται Zρα 6 iκτη �ποτοµ� 6 ΖΘV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�ά
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς πρSτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη �ποτοµ"
�στιν.

Περιεχ�σθω γ?ρ χωρ*ον τ; ΑΒ Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΓ κα0 �ποτοµ�ς πρSτης τ�ς Α∆V λ�γω,
Dτι 6 τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη �ποτοµ" �στιν.
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+Επε0 γ?ρ �ποτοµ" �στι πρSτη 6 Α∆, 1στω α�τ�@ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΗV α= ΑΗ, Η∆ Zρα
Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. κα0 Dλη 6 ΑΗ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@
ΑΓ, κα0 6 ΑΗ τ�ς Η∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κειV �?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7
µ�ρει τοI �π; τ�ς ∆Η %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς σ8µµετρα
α�τ�ν διαιρε�. τετµ"σθω 6 ∆Η δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον παρ? τ�ν ΑΗ
παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗV σ8µµετρος Zρα
�στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΗ. κα0 δι? τ9ν Ε, Ζ, Η σηµε*ων τ�@ ΑΓ παρ-λληλοι Fχθωσαν α= ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ.

Κα0 �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΖ τ�@ ΖΗ µ"κει, κα0 6 ΑΗ Zρα )κατ�ραc τ9ν ΑΖ, ΖΗ
σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. �λλ? 6 ΑΗ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΑΓV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΖ, ΖΗ
σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΑΓ µ"κει. κα* �στι Tητ� 6 ΑΓV Tητ� Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν ΑΖ, ΖΗV hστε
κα0 )κ-τερον τ9ν ΑΙ, ΖΚ Tητ	ν �στιν. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ε τ�@ ΕΗ µ"κει, κα0 6
∆Η Zρα )κατ�ραc τ9ν ∆Ε, ΕΗ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. Tητ� δ� 6 ∆Η κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΑΓ
µ"κειV Tητ� Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν ∆Ε, ΕΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κειV )κ-τερον Zρα τ9ν
∆Θ, ΕΚ µ�σον �στ*ν.

Κε*σθω δ� τ97 µ�ν ΑΙ %σον τετρ-γωνον τ; ΛΜ, τ97 δ� ΖΚ %σον τετρ-γωνον �φη@ρ"σθω
κοιν�ν γων*αν 1χον α�τ97 τ�ν Eπ; ΛΟΜ τ; ΝqV περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ? ΛΜ,
Νq τετρ-γωνα. 1στω α�τ9ν δι-µετρος 6 ΟΡ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. �πε0 οYν %σον
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�στ0 τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗ περιεχ	µενον AρθογSνιον τ97 �π; τ�ς ΕΗ τετραγSνω7, 1στιν Zρα jς
6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΖΗ. �λλ( jς µ�ν 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως τ;
ΑΙ πρ;ς τ; ΕΚ, jς δ� 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΖΗ, οwτως �στ0 τ; ΕΚ πρ;ς τ; ΚΖV τ9ν Zρα ΑΙ, ΚΖ
µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΕΚ. 1στι δ� κα0 τ9ν ΛΜ, Νq µ�σον �ν-λογον τ; ΜΝ, jς �ν το�ς
1µπροσθεν �δε*χθη, κα* �στι τ; [µ�ν] ΑΙ τ97 ΛΜ τετραγSνω7 %σον, τ; δ� ΚΖ τ97 ΝqV κα0 τ;
ΜΝ Zρα τ97 ΕΚ %σον �στ*ν. �λλ? τ; µ�ν ΕΚ τ97 ∆Θ �στιν %σον, τ; δ� ΜΝ τ97 ΛqV τ; Zρα ∆Κ
%σον �στ0 τ97 ΥΦΧ γνSµονι κα0 τ97 Νq. 1στι δ� κα0 τ; ΑΚ %σον το�ς ΛΜ, Νq τετραγSνοιςV
λοιπ;ν Zρα τ; ΑΒ %σον �στ0 τ97 ΣΤ. τ; δ� ΣΤ τ; �π; τ�ς ΛΝ �στι τετρ-γωνονV τ; Zρα �π;
τ�ς ΛΝ τετρ-γωνον %σον �στ0 τ97 ΑΒV 6 ΛΝ Zρα δ8ναται τ; ΑΒ.

Λ�γω δ", Dτι 6 ΛΝ �ποτοµ" �στιν.
+Επε0 γ?ρ Tητ	ν �στιν )κ-τερον τ9ν ΑΙ, ΖΚ, κα* �στιν %σον το�ς ΛΜ, Νq, κα0 )κ-τερον

Zρα τ9ν ΛΜ, Νq Tητ	ν �στιν, τουτ�στι τ; �π; )κατ�ρας τ9ν ΛΟ, ΟΝV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν
ΛΟ, ΟΝ Tητ" �στιν. π-λιν, �πε0 µ�σον �στ0 τ; ∆Θ κα* �στιν %σον τ97 Λq, µ�σον Zρα �στ0 κα0
τ; Λq. �πε0 οYν τ; µ�ν Λq µ�σον �στ*ν, τ; δ� Νq Tητ	ν, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Λq τ97 ΝqV
jς δ� τ; Λq πρ;ς τ; Νq, οwτως �στ0ν 6 ΛΟ πρ;ς τ�ν ΟΝV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΛΟ τ�@
ΟΝ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= ΛΟ, ΟΝ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV
�ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΛΝ. κα0 δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ονV 6 Zρα τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη �ποτοµ"
�στιν.

+Ε?ν Zρα χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς, κα0 τ? )$�ς.

Ί .�β́
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς δευτ�ρας, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη µ�σης
�ποτοµ" �στι πρSτη.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΓ κα0 �ποτοµ�ς δευτ�ρας τ�ς Α∆V λ�γω,
Dτι 6 τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ" �στι πρSτη.

�

��

� � � �

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Α

ΒΓ

∆ Ε Ζ Η

Θ Ι Κ

Λ

Μ

Ν

q

Ο

Ρ

Σ

Τ

Υ
Φ

Χ

RΕστω γ?ρ τ�@ Α∆ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΗV α= Zρα ΑΗ, Η∆ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 6 προσαρµ	ζουσα 6 ∆Η σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΑΓ, 6 δ� Dλη
6 ΑΗ τ�ς προσαρµοζο8σης τ�ς Η∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. �πε0 οYν
6 ΑΗ τ�ς Η∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, �?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π;
τ�ς Η∆ %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς σ8µµετρα α�τ�ν διαιρε�.
τετµ"σθω οYν 6 ∆Η δ*χα κατ? τ; ΕV κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβεβλ"σθω
�λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΖ τ�@
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ΖΗ µ"κει. κα0 6 ΑΗ Zρα )κατ�ραc τ9ν ΑΖ, ΖΗ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. Tητ� δ� 6 ΑΗ κα0
�σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κειV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΖ, ΖΗ Tητ" �στι κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΑΓ
µ"κειV )κ-τερον Zρα τ9ν ΑΙ, ΖΚ µ�σον �στ*ν. π-λιν, �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ε τ�@ ΕΗ, κα0
6 ∆Η Zρα )κατ�ραc τ9ν ∆Ε, ΕΗ σ8µµετρ	ς �στιν. �λλ( 6 ∆Η σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΑΓ µ"κει.
[Tητ� Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν ∆Ε, ΕΗ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κει.] )κ-τερον Zρα τ9ν ∆Θ,
ΕΚ Tητ	ν �στιν.

Συνεστ-τω οYν τ97 µ�ν ΑΙ %σον τετρ-γωνον τ; ΛΜ, τ97 δ� ΖΚ %σον �φη@ρ"σθω τ; Νq περ0
τ�ν α�τ�ν γων*αν xν τ97 ΛΜ τ�ν Eπ; τ9ν ΛΟΜV περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα �στ0 δι-µετρον τ? ΛΜ,
Νq τετρ-γωνα. 1στω α�τ9ν δι-µετρος 6 ΟΡ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. �πε0 οYν τ? ΑΙ,
ΖΚ µ�σα �στ0 κα* �στιν %σα το�ς �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, κα0 τ? �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ [Zρα] µ�σα �στ*νV
κα0 α= ΛΟ, ΟΝ Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. κα0 �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗ %σον
�στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ, 1στιν Zρα jς 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΖΗV �λλ( jς
µ�ν 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως τ; ΑΙ πρ;ς τ; ΕΚV jς δ� 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΖΗ, οwτως [�στ0]
τ; ΕΚ πρ;ς τ; ΖΚV τ9ν Zρα ΑΙ, ΖΚ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΕΚ. 1στι δ� κα0 τ9ν ΛΜ, Νq
τετραγSνων µ�σον �ν-λογον τ; ΜΝV κα* �στιν %σον τ; µ�ν ΑΙ τ97 ΛΜ, τ; δ� ΖΚ τ97 ΝqV
κα0 τ; ΜΝ Zρα %σον �στ0 τ97 ΕΚ. �λλ? τ97 µ�ν ΕΚ %σον [�στ0] τ; ∆Θ, τ97 δ� ΜΝ %σον τ;
ΛqV Dλον Zρα τ; ∆Κ %σον �στ0 τ97 ΥΦΧ γνSµονι κα0 τ97 Νq. �πε0 οYν Dλον τ; ΑΚ %σον �στ0
το�ς ΛΜ, Νq, gν τ; ∆Κ %σον �στ0 τ97 ΥΦΧ γνSµονι κα0 τ97 Νq, λοιπ;ν Zρα τ; ΑΒ %σον
�στ0 τ97 ΤΣ. τ; δ� ΤΣ �στι τ; �π; τ�ς ΛΝV τ; �π; τ�ς ΛΝ Zρα %σον �στ0 τ97 ΑΒ χωρ*ω7V 6
ΛΝ Zρα δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

Λ�γω [δ"], Dτι 6 ΛΝ µ�σης �ποτοµ" �στι πρSτη.

+Επε0 γ?ρ Tητ	ν �στι τ; ΕΚ κα* �στιν %σον τ97 Λq, Tητ;ν Zρα �στ0 τ; Λq, τουτ�στι τ;
Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝ. µ�σον δ� �δε*χθη τ; ΝqV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Λq τ97 ΝqV jς δ� τ;
Λq πρ;ς τ; Νq, οwτως �στ0ν 6 ΛΟ πρ;ς ΟΝV α= ΛΟ, ΟΝ Zρα �σ8µµετρο* εJσι µ"κει. α= Zρα
ΛΟ, ΟΝ µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι Tητ;ν περι�χουσαιV 6 ΛΝ Zρα µ�σης �ποτοµ"
�στι πρSτηV κα0 δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

MΗ Zρα τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ" �στι πρSτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�γ́

+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς τρ*της, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ"
�στι δευτ�ρα.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΓ κα0 �ποτοµ�ς τρ*της τ�ς Α∆V λ�γω, Dτι
6 τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ" �στι δευτ�ρα.
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RΕστω γ?ρ τ�@ Α∆ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΗV α= ΑΗ, Η∆ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΑΗ, Η∆ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΑΓ, 6 δ�
Dλη 6 ΑΗ τ�ς προσαρµοζο8σης τ�ς ∆Η µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. �πε0 οYν
6 ΑΗ τ�ς Η∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, �?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π;
τ�ς ∆Η %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς σ8µµετρα α�τ�ν διελε�.
τετµ"σθω οYν 6 ∆Η δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβεβλ"σθω
�λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗ. κα0 Fχθωσαν δι? τ9ν Ε, Ζ, Η
σηµε*ων τ�@ ΑΓ παρ-λληλοι α= ΕΘ, ΖΙ, ΗΚV σ8µµετροι Zρα εJσ0ν α= ΑΖ, ΖΗV σ8µµετρον Zρα
κα0 τ; ΑΙ τ97 ΖΚ. κα0 �πε0 α= ΑΖ, ΖΗ σ8µµετρο* εJσι µ"κει, κα0 6 ΑΗ Zρα )κατ�ραc τ9ν ΑΖ,
ΖΗ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. Tητ� δ� 6 ΑΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κειV hστε κα0 α= ΑΖ, ΖΗ.
)κ-τερον Zρα τ9ν ΑΙ, ΖΚ µ�σον �στ*ν. π-λιν, �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ε τ�@ ΕΗ µ"κει, κα0
6 ∆Η Zρα )κατ�ραc τ9ν ∆Ε, ΕΗ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. Tητ� δ� 6 Η∆ κα0 �σ8µµετρος τ�@
ΑΓ µ"κειV Tητ� Zρα κα0 )κατ�ρα τ9ν ∆Ε, ΕΗ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κειV )κ-τερον Zρα
τ9ν ∆Θ, ΕΚ µ�σον �στ*ν. κα0 �πε0 α= ΑΗ, Η∆ δυν-µει µ	νον σ8µµετρο* εJσιν, �σ8µµετρος
Zρα �στ0 µ"κει 6 ΑΗ τ�@ Η∆. �λλ( 6 µ�ν ΑΗ τ�@ ΑΖ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει, 6 δ� ∆Η τ�@ ΕΗV
�σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΕΗ µ"κει. jς δ� 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως �στ0 τ; ΑΙ πρ;ς
τ; ΕΚV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΑΙ τ97 ΕΚ.

Συνεστ-τω οYν τ97 µ�ν ΑΙ %σον τετρ-γωνον τ; ΛΜ, τ97 δ� ΖΚ %σον �φη@ρ"σθω τ; Νq περ0
τ�ν α�τ�ν γων*αν xν τ97 ΛΜV περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ? ΛΜ, Νq. 1στω α�τ9ν
δι-µετρος 6 ΟΡ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. �πε0 οYν τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗ %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς ΕΗ, 1στιν Zρα jς 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΖΗ. �λλ( jς µ�ν 6 ΑΖ
πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως �στ0 τ; ΑΙ πρ;ς τ; ΕΚV jς δ� 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν ΖΗ, οwτως �στ0 τ; ΕΚ
πρ;ς τ; ΖΚV κα0 jς Zρα τ; ΑΙ πρ;ς τ; ΕΚ, οwτως τ; ΕΚ πρ;ς τ; ΖΚV τ9ν Zρα ΑΙ, ΖΚ
µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΕΚ. 1στι δ� κα0 τ9ν ΛΜ, Νq τετραγSνων µ�σον �ν-λογον τ; ΜΝV
κα* �στιν %σον τ; µ�ν ΑΙ τ97 ΛΜ, τ; δ� ΖΚ τ97 ΝqV κα0 τ; ΕΚ Zρα %σον �στ0 τ97 ΜΝ. �λλ?
τ; µ�ν ΜΝ %σον �στ0 τ97 Λq, τ; δ� ΕΚ %σον [�στ0] τ97 ∆ΘV κα0 Dλον Zρα τ; ∆Κ %σον �στ0
τ97 ΥΦΧ γνSµονι κα0 τ97 Νq. 1στι δ� κα0 τ; ΑΚ %σον το�ς ΛΜ, ΝqV λοιπ;ν Zρα τ; ΑΒ %σον
�στ0 τ97 ΣΤ, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς ΛΝ τετραγSνω7V 6 ΛΝ Zρα δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

Λ�γω, Dτι 6 ΛΝ µ�σης �ποτοµ" �στι δευτ�ρα.
+Επε0 γ?ρ µ�σα �δε*χθη τ? ΑΙ, ΖΚ κα* �στιν %σα το�ς �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, µ�σον Zρα κα0

)κ-τερον τ9ν �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝV µ�ση Zρα )κατ�ρα τ9ν ΛΟ, ΟΝ. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ν �στι
τ; ΑΙ τ97 ΖΚ, σ8µµετρον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΛΟ τ97 �π; τ�ς ΟΝ. π-λιν, �πε0 �σ8µµετρον
�δε*χθη τ; ΑΙ τ97 ΕΚ, �σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; ΛΜ τ97 ΜΝ, τουτ�στι τ; �π; τ�ς ΛΟ
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τ97 Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝV hστε κα0 6 ΛΟ �σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΟΝV α= ΛΟ, ΟΝ Zρα µ�σαι εJσ0
δυν-µει µ	νον σ8µµετροι.

Λ�γω δ", Dτι κα0 µ�σον περι�χουσιν.
+Επε0 γ?ρ µ�σον �δε*χθη τ; ΕΚ κα* �στιν %σον τ97 Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, µ�σον Zρα �στ0 κα0 τ;

Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝV hστε α= ΛΟ, ΟΝ µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι µ�σον περι�χουσαι.
6 ΛΝ Zρα µ�σης �ποτοµ" �στι δευτ�ραV κα0 δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

MΗ Zρα τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ" �στι δευτ�ραV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�δ́
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς τετ-ρτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη �λ-σσων
�στ*ν.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΓ κα0 �ποτοµ�ς τετ-ρτης τ�ς Α∆V λ�γω,
Dτι 6 τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη �λ-σσων �στ*ν.
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RΕστω γ?ρ τ�@ Α∆ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΗV α= Zρα ΑΗ, Η∆ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 6 ΑΗ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΑΓ µ"κει, 6 δ� Dλη 6 ΑΗ τ�ς
προσαρµοζο8σης τ�ς ∆Η µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. �πε0 οYν 6 ΑΗ
τ�ς Η∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει, �?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π;
τ�ς ∆Η %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς �σ8µµετρα α�τ�ν διελε�.
τετµ"σθω οYν 6 ∆Η δ*χα κατ? τ; Ε, κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβεβλ"σθω
�λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗV �σ8µµετρος Zρα �στ0 µ"κει 6
ΑΖ τ�@ ΖΗ. Fχθωσαν οYν δι? τ9ν Ε, Ζ, Η παρ-λληλοι τα�ς ΑΓ, Β∆ α= ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ. �πε0
οYν Tητ" �στιν 6 ΑΗ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κει, Tητ;ν Zρα �στ0ν Dλον τ; ΑΚ. π-λιν,
�πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Η τ�@ ΑΓ µ"κει, κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*, µ�σον Zρα �στ0 τ;
∆Κ. π-λιν, �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΖ τ�@ ΖΗ µ"κει, �σ8µµετρον Zρα κα0 τ; ΑΙ τ97 ΖΚ.
συνεστ-τω οYν τ97 µ�ν ΑΙ %σον τετρ-γωνον τ; ΛΜ, τ97 δ� ΖΚ %σον �φη@ρ"σθω περ0 τ�ν α�τ�ν
γων*αν τ�ν Eπ; τ9ν ΛΟΜ τ; Νq. περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ? ΛΜ, Νq τετρ-γωνα.
1στω α�τ9ν δι-µετρος 6 ΟΡ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. �πε0 οYν τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗ
%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ, �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν
ΖΗ. �λλ( jς µ�ν 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΕΗ, οwτως �στ0 τ; ΑΙ πρ;ς τ; ΕΚ, jς δ� 6 ΕΗ πρ;ς τ�ν
ΖΗ, οwτως �στ0 τ; ΕΚ πρ;ς τ; ΖΚV τ9ν Zρα ΑΙ, ΖΚ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΕΚ. 1στι δ�
κα0 τ9ν ΛΜ, Νq τετραγSνων µ�σον �ν-λογον τ; ΜΝ, κα* �στιν %σον τ; µ�ν ΑΙ τ97 ΛΜ, τ;
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δ� ΖΚ τ97 ΝqV κα0 τ; ΕΚ Zρα %σον �στ0 τ97 ΜΝ. �λλ? τ97 µ�ν ΕΚ %σον �στ0 τ; ∆Θ, τ97 δ�
ΜΝ %σον �στ0 τ; ΛqV Dλον Zρα τ; ∆Κ %σον �στ0 τ97 ΥΦΧ γνSµονι κα0 τ97 Νq. �πε0 οYν Dλον
τ; ΑΚ %σον �στ0 το�ς ΛΜ, Νq τετραγSνοις, gν τ; ∆Κ %σον �στ0 τ97 ΥΦΧ γνSµονι κα0 τ97
Νq τετραγSνω7, λοιπ;ν Zρα τ; ΑΒ %σον �στ0 τ97 ΣΤ, τουτ�στι τ97 �π; τ�ς ΛΝ τετραγSνω7V 6
ΛΝ Zρα δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

Λ�γω, Dτι 6 ΛΝ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-σσων.
+Επε0 γ?ρ Tητ	ν �στι τ; ΑΚ κα* �στιν %σον το�ς �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ τετραγSνοις, τ; Zρα

συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ Tητ	ν �στιν. π-λιν, �πε0 τ; ∆Κ µ�σον �στ*ν, κα* �στιν
%σον τ; ∆Κ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, τ; Zρα δ0ς Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝ µ�σον �στ*ν. κα0 �πε0
�σ8µµετρον �δε*χθη τ; ΑΙ τ97 ΖΚ, �σ8µµετρον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΛΟ τετρ-γωνον τ97 �π;
τ�ς ΟΝ τετραγSνω7. α= ΛΟ, ΟΝ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον
�κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σον. 6 ΛΝ Zρα Zλογ	ς �στιν 6
καλουµ�νη �λ-σσωνV κα0 δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

MΗ Zρα τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη �λ-σσων �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�έ
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς π�µπτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη [6] µετ?
TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΓ κα0 �ποτοµ�ς π�µπτης τ�ς Α∆V λ�γω,
Dτι 6 τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη [6] µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.
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RΕστω γ?ρ τ�@ Α∆ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΗV α= Zρα ΑΗ, Η∆ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 6 προς αρµ	ζουσα 6 Η∆ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΑΓ,
6 δ� Dλη 6 ΑΗ τ�ς προσαρµοζο8σης τ�ς ∆Η µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@.
�?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ∆Η %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει
τετραγSνω7, εJς �σ8µµετρα α�τ�ν διελε�. τετµ"σθω οYν 6 ∆Η δ*χα κατ? τ; Ε σηµε�ον, κα0
τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 κα0 1στω τ; Eπ;
τ9ν ΑΖ, ΖΗV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΗ µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΗ τ�@
ΓΑ µ"κει, κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*, µ�σον Zρα �στ0 τ; ΑΚ. π-λιν, �πε0 Tητ" �στιν 6 ∆Η
κα0 σ8µµετρος τ�@ ΑΓ µ"κει, Tητ	ν �στι τ; ∆Κ. συνεστ-τω οYν τ97 µ�ν ΑΙ %σον τετρ-γωνον
τ; ΛΜ, τ97 δ� ΖΚ %σον τετρ-γωνον �φη@ρ"σθω τ; Νq περ0 τ�ν α�τ�ν γων*αν τ�ν Eπ; ΛΟΜV
περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ? ΛΜ, Νq τετρ-γωνα. 1στω α�τ9ν δι-µετρος 6 ΟΡ, κα0
καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι 6 ΛΝ δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.
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Λ�γω, Dτι 6 ΛΝ 6 µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.
+Επε0 γ?ρ µ�σον �δε*χθη τ; ΑΚ κα* �στιν %σον το�ς �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, τ; Zρα συγκε*µενον

�κ τ9ν �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ µ�σον �στ*ν. π-λιν, �πε0 Tητ	ν �στι τ; ∆Κ κα* �στιν %σον τ97 δ0ς Eπ;
τ9ν ΛΟ, ΟΝ, κα0 α�τ; Tητ	ν �στιν. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν �στι τ; ΑΙ τ97 ΖΚ, �σ8µµετρον Zρα
�στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΛΟ τ97 �π; τ�ς ΟΝV α= ΛΟ, ΟΝ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι
τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν Tητ	ν. 6 λοιπ�
Zρα 6 ΛΝ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσαV κα0 δ8ναται τ; ΑΒ
χωρ*ον.

MΗ τ; ΑΒ Zρα χωρ*ον δυναµ�νη µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�3́
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς iκτης, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη µετ? µ�σου
µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.

Χωρ*ον γ?ρ τ; ΑΒ περιεχ�σθω Eπ; Tητ�ς τ�ς ΑΓ κα0 �ποτοµ�ς iκτης τ�ς Α∆V λ�γω, Dτι
6 τ; ΑΒ χωρ*ον δυναµ�νη [6] µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.
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RΕστω γ?ρ τ�@ Α∆ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΗV α= Zρα ΑΗ, Η∆ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι, κα0 ο�δετ�ρα α�τ9ν σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΑΓ µ"κει, 6 δ� Dλη 6
ΑΗ τ�ς προσαρµοζο8σης τ�ς ∆Η µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. �πε0 οYν
6 ΑΗ τ�ς Η∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει, �?ν Zρα τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει
τοI �π; τ�ς ∆Η %σον παρ? τ�ν ΑΗ παραβληθ�@ �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, εJς �σ8µµετρα
α�τ�ν διελε�. τετµ"σθω οYν 6 ∆Η δ*χα κατ? τ; Ε [σηµε�ον], κα0 τ97 �π; τ�ς ΕΗ %σον παρ?
τ�ν ΑΗ παραβεβλ"σθω �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7, κα0 1στω τ; Eπ; τ9ν ΑΖ, ΖΗV �σ8µµετρος
Zρα �στ0ν 6 ΑΖ τ�@ ΖΗ µ"κει. jς δ� 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΖΗ, οwτως �στ0 τ; ΑΙ πρ;ς τ; ΖΚV
�σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΑΙ τ97 ΖΚ. κα0 �πε0 α= ΑΗ, ΑΓ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι,
µ�σον �στ0 τ; ΑΚ. π-λιν, �πε0 α= ΑΓ, ∆Η Tητα* εJσι κα0 �σ8µµετροι µ"κει, µ�σον �στ0 κα0
τ; ∆Κ. �πε0 οYν α= ΑΗ, Η∆ δυν-µει µ	νον σ8µµετρο* εJσιν, �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΑΗ τ�@
Η∆ µ"κει. jς δ� 6 ΑΗ πρ;ς τ�ν Η∆, οwτως �στ0 τ; ΑΚ πρ;ς τ; Κ∆V �σ8µµετρον Zρα �στ0
τ; ΑΚ τ97 Κ∆. συνεστ-τω οYν τ97 µ�ν ΑΙ %σον τετρ-γωνον τ; ΛΜ, τ97 δ� ΖΚ %σον �φη@ρ"σθω
περ0 τ�ν α�τ�ν γων*αν τ; ΝqV περ0 τ�ν α�τ�ν Zρα δι-µετρ	ν �στι τ? ΛΜ, Νq τετρ-γωνα.
1στω α�τ9ν δι-µετρος 6 ΟΡ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. bµο*ως δ� το�ς �π-νω δε*$οµεν,
Dτι 6 ΛΝ δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

Λ�γω, Dτι 6 ΛΝ [6] µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.
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+Επε0 γ?ρ µ�σον �δε*χθη τ; ΑΚ κα* �στιν %σον το�ς �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, τ; Zρα συγκε*µενον
�κ τ9ν �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ µ�σον �στ*ν. π-λιν, �πε0 µ�σον �δε*χθη τ; ∆Κ κα* �στιν %σον τ97
δ0ς Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝ, κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΛΟ, ΟΝ µ�σον �στ*ν. κα0 �πε0 �σ8µµετρον �δε*χθη
τ; ΑΚ τ97 ∆Κ, �σ8µµετρα [Zρα] �στ0 κα0 τ? �π; τ9ν ΛΟ, ΟΝ τετρ-γωνα τ97 δ0ς Eπ; τ9ν
ΛΟ, ΟΝ. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν �στι τ; ΑΙ τ97 ΖΚ, �σ8µµετρον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΛΟ τ97
�π; τ�ς ΟΝV α= ΛΟ, ΟΝ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν
�π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον κα0 τ; δ0ς Eπ( α�τ9ν µ�σον 1τι τε τ? �π( α�τ9ν τετρ-γωνα
�σ8µµετρα τ97 δ0ς Eπ( α�τ9ν. 6 Zρα ΛΝ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη µετ? µ�σου µ�σον τ;
Dλον ποιοIσαV κα0 δ8ναται τ; ΑΒ χωρ*ον.

MΗ Zρα τ; χωρ*ον δυναµ�νη µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�ζ́
Τ; �π; �ποτοµ�ς παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν πρSτην.

RΕστω �ποτοµ� 6 ΑΒ, Tητ� δ� 6 Γ∆, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω
τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΖV λ�γω, Dτι 6 ΓΖ �ποτοµ" �στι πρSτη.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΗV α= Zρα ΑΗ, ΗΒ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι. κα0 τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω τ; ΓΘ, τ97 δ� �π;
τ�ς ΒΗ τ; ΚΛ. Dλον Zρα τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒV gν τ; ΓΕ %σον �στ0 τ97 �π;
τ�ς ΑΒV λοιπ;ν Zρα τ; ΖΛ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. τετµ"σθω 6 ΖΜ δ*χα κατ? τ;
Ν σηµε�ον, κα0 Fχθω δι? τοI Ν τ�@ Γ∆ παρ-λληλος 6 ΝqV )κ-τερον Zρα τ9ν Ζq, ΛΝ %σον
�στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα0 �πε0 τ? �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ Tητ- �στιν, κα* �στι το�ς �π; τ9ν
ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ∆Μ, Tητ;ν Zρα �στ0 τ; ∆Μ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆ παραβ�βληται πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΓΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΓΜ κα0 σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. π-λιν, �πε0 µ�σον �στ0 τ;
δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, κα0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ΖΛ, µ�σον Zρα τ; ΖΛ. κα0 παρ?
Tητ�ν τ�ν Γ∆ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΖΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΖΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@
Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 τ? µ�ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ Tητ- �στιν, τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον,
�σ8µµετρα Zρα �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα0 το�ς µ�ν �π; τ9ν
ΑΗ, ΗΒ %σον �στ0 τ; ΓΛ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ; ΖΛV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ∆Μ
τ97 ΖΛ. jς δ� τ; ∆Μ πρ;ς τ; ΖΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΜ πρ;ς τ�ν ΖΜ. �σ8µµετρος Zρα �στ0ν
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6 ΓΜ τ�@ ΖΜ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα ΓΜ, ΜΖ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV 6 ΓΖ Zρα �ποτοµ" �στιν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 πρSτη.
+Επε0 γ?ρ τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, κα* �στι τ97

µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον τ; ΓΘ, τ97 δ� �π; τ�ς ΒΗ %σον τ; ΚΛ, τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ; ΝΛ,
κα0 τ9ν ΓΘ, ΚΛ Zρα µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΝΛV 1στιν Zρα jς τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως
τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ. �λλ( jς µ�ν τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΝΜV jς
δ� τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως �στ0ν 6 ΝΜ πρ;ς τ�ν ΚΜV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΓΚ, ΚΜ %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς ΝΜ, τουτ�στι τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ν �στι τ;
�π; τ�ς ΑΗ τ97 �π; τ�ς ΗΒ, σ8µµετρ	ν [�στι] κα0 τ; ΓΘ τ97 ΚΛ. jς δ� τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΚΛ,
οwτως 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΚΜV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ. �πε0 οYν δ8ο ε�θε�αι Zνισο*
εJσιν α= ΓΜ, ΜΖ, κα0 τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ %σον παρ? τ�ν ΓΜ παραβ�βληται
�λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 τ; Eπ; τ9ν ΓΚ, ΚΜ, κα* �στι σ8µµετρος 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ, 6 Zρα
ΓΜ τ�ς ΜΖ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα* �στιν 6 ΓΜ σ8µµετρος τ�@
�κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Γ∆ µ"κειV 6 Zρα ΓΖ �ποτοµ" �στι πρSτη.

Τ; Zρα �π; �ποτοµ�ς παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν πρSτηνV Dπερ
1δει δε�$αι.

Ί .�ή
Τ; �π; µ�σης �ποτοµ�ς πρSτης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν δευτ�ραν.

RΕστω µ�σης �ποτοµ� πρSτη 6 ΑΒ, Tητ� δ� 6 Γ∆, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν Γ∆
παραβεβλ"σθω τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΖV λ�γω, Dτι 6 ΓΖ �ποτοµ" �στι δευτ�ρα.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΗV α= Zρα ΑΗ, ΗΒ µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι Tητ;ν περι�χουσαι. κα0 τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ

%σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω τ; ΓΘ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΚ, τ97 δ� �π; τ�ς ΗΒ %σον
τ; ΚΛ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΚΜV Dλον Zρα τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒV µ�σον Zρα
κα0 τ; ΓΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΓΜ
κα0 �σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, gν τ; �π;
τ�ς ΑΒ %σον �στ0 τ97 ΓΕ, λοιπ;ν Zρα τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον �στ0 τ97 ΖΛ. Tητ;ν δ�
[�στι] τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒV Tητ;ν Zρα τ; ΖΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΖΕ παρ-κειται πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΖΜV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΖΜ κα0 σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. �πε0 οYν τ? µ�ν �π;
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τ9ν ΑΗ, ΗΒ, τουτ�στι τ; ΓΛ, µ�σον �στ*ν, τ; δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, τουτ�στι τ; ΖΛ,
Tητ	ν, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΓΛ τ97 ΖΛ. jς δ� τ; ΓΛ πρ;ς τ; ΖΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΜ πρ;ς
τ�ν ΖΜV �σ8µµετρος Zρα 6 ΓΜ τ�@ ΖΜ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα ΓΜ, ΜΖ
Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV 6 ΓΖ Zρα �ποτοµ" �στιν.

Λ�γω δ", Dτι κα0 δευτ�ρα.
Τετµ"σθω γ?ρ 6 ΖΜ δ*χα κατ? τ; Ν, κα0 Fχθω δι? τοI Ν τ�@ Γ∆ παρ-λληλος 6 ΝqV

)κ-τερον Zρα τ9ν Ζq, ΝΛ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα0 �πε0 τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ
τετραγSνων µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, κα* �στιν %σον τ; µ�ν �π; τ�ς ΑΗ
τ97 ΓΘ, τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 ΝΛ, τ; δ� �π; τ�ς ΒΗ τ97 ΚΛ, κα0 τ9ν ΓΘ, ΚΛ Zρα
µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΝΛV 1στιν Zρα jς τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ.
�λλ( jς µ�ν τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΝΜ, jς δ� τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ,
οwτως �στ0ν 6 ΝΜ πρ;ς τ�ν ΜΚV jς Zρα 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΝΜ, οwτως �στ0ν 6 ΝΜ πρ;ς τ�ν
ΚΜV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΓΚ, ΚΜ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΝΜ, τουτ�στι τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π;
τ�ς ΖΜ. [κα0 �πε0 σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΗ τ97 �π; τ�ς ΒΗ, σ8µµετρ	ν �στι κα0 τ;
ΓΘ τ97 ΚΛ, τουτ�στιν 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ.] �πε0 οYν δ8ο ε�θε�αι Zνισο* εJσιν α= ΓΜ, ΜΖ, κα0 τ97
τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΜΖ %σον παρ? τ�ν µε*ζονα τ�ν ΓΜ παραβ�βληται �λλε�πον ε%δει
τετραγSνω7 τ; Eπ; τ9ν ΓΚ, ΚΜ κα0 εJς σ8µµετρα α�τ�ν διαιρε�, 6 Zρα ΓΜ τ�ς ΜΖ µε�ζον
δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ µ"κει. κα* �στιν 6 προσαρµ	ζουσα 6 ΖΜ σ8µµετρος µ"κει
τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Γ∆V 6 Zρα ΓΖ �ποτοµ" �στι δευτ�ρα.

Τ; Zρα �π; µ�σης �ποτοµ�ς πρSτης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν
δευτ�ρανV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .�θ́
Τ; �π; µ�σης �ποτοµ�ς δευτ�ρας παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν τρ*την.

RΕστω µ�σης �ποτοµ� δευτ�ρα 6 ΑΒ, Tητ� δ� 6 Γ∆, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν
Γ∆ παραβεβλ"σθω τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΖV λ�γω, Dτι 6 ΓΖ �ποτοµ" �στι τρ*τη.

� �

�

� �

�

�

�

�

�

��

�

Α Β

Γ

∆ Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

ΜΝ

q

RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΗV α= Zρα ΑΗ, ΗΒ µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι µ�σον περι�χουσαι. κα0 τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω
τ; ΓΘ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΚ, τ97 δ� �π; τ�ς ΒΗ %σον παρ? τ�ν ΚΘ παραβεβλ"σθω τ; ΚΛ
πλ-τος ποιοIν τ�ν ΚΜV Dλον Zρα τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ [κα* �στι µ�σα
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τ? �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ]V µ�σον Zρα κα0 τ; ΓΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆ παραβ�βληται πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΓΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΓΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 Dλον τ; ΓΛ
%σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, gν τ; ΓΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ, λοιπ;ν Zρα τ; ΛΖ
%σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. τετµ"σθω οYν 6 ΖΜ δ*χα κατ? τ; Ν σηµε�ον, κα0 τ�@ Γ∆
παρ-λληλος Fχθω 6 ΝqV )κ-τερον Zρα τ9ν Ζq, ΝΛ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. µ�σον δ�
τ; Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒV µ�σον Zρα �στ0 κα0 τ; ΖΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΖΜV Tητ� Zρα κα0 6 ΖΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 α= ΑΗ, ΗΒ
δυν-µει µ	νον εJσ0 σ8µµετροι, �σ8µµετρος Zρα [�στ0] µ"κει 6 ΑΗ τ�@ ΗΒV �σ8µµετρον Zρα
�στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΑΗ τ97 Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ σ8µµετρ- �στι τ?
�π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒV �σ8µµετρα Zρα �στ0 τ?
�π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. �λλ? το�ς µ�ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον �στ0 τ; ΓΛ,
τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον �στ0 τ; ΖΛV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΓΛ τ97 ΖΛ. jς δ� τ;
ΓΛ πρ;ς τ; ΖΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΜ πρ;ς τ�ν ΖΜV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΓΜ τ�@ ΖΜ µ"κει.
κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα ΓΜ, ΜΖ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ�
Zρα �στ0ν 6 ΓΖ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τρ*τη.

+Επε0 γ?ρ σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΗ τ97 �π; τ�ς ΗΒ, σ8µµετρον Zρα κα0 τ; ΓΘ τ97
ΚΛV hστε κα0 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ. κα0 �πε0 τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν
ΑΗ, ΗΒ, κα* �στι τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον τ; ΓΘ, τ97 δ� �π; τ�ς ΗΒ %σον τ; ΚΛ, τ97 δ� Eπ;
τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ΝΛ, κα0 τ9ν ΓΘ, ΚΛ Zρα µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ; ΝΛV 1στιν Zρα jς τ;
ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ. �λλ( jς µ�ν τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως �στ0ν 6
ΓΚ πρ;ς τ�ν ΝΜ, jς δ� τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως �στ0ν 6 ΝΜ πρ;ς τ�ν ΚΜV jς Zρα 6 ΓΚ
πρ;ς τ�ν ΜΝ, οwτως �στ0ν 6 ΜΝ πρ;ς τ�ν ΚΜV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΓΚ, ΚΜ %σον �στ0 τ97 [�π;
τ�ς ΜΝ, τουτ�στι τ97] τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ. �πε0 οYν δ8ο ε�θε�αι Zνισο* εJσιν α=
ΓΜ, ΜΖ, κα0 τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ %σον παρ? τ�ν ΓΜ παραβ�βληται �λλε�πον
ε%δει τετραγSνω7 κα0 εJς σ8µµετρα α�τ�ν διαιρε�, 6 ΓΜ Zρα τ�ς ΜΖ µε�ζον δ8ναται τ97 �π;
συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΓΜ, ΜΖ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@
Γ∆V 6 Zρα ΓΖ �ποτοµ" �στι τρ*τη.

Τ; Zρα �π; µ�σης �ποτοµ�ς δευτ�ρας παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν
τρ*τηνV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρ́

Τ; �π; �λ-σσονος παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν τετ-ρτην.

RΕστω �λ-σσων 6 ΑΒ, Tητ� δ� 6 Γ∆, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆
παραβεβλ"σθω τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΖV λ�γω, Dτι 6 ΓΖ �ποτοµ" �στι τετ-ρτη.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΗV α= Zρα ΑΗ, ΗΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ� δ0ς Eπ;
τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον. κα0 τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω τ; ΓΘ πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΓΚ, τ97 δ� �π; τ�ς ΒΗ %σον τ; ΚΛ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΚΜV Dλον Zρα τ; ΓΛ %σον
�στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα* �στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ Tητ	νV Tητ;ν
Zρα �στ0 κα0 τ; ΓΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΜV Tητ� Zρα
κα0 6 ΓΜ κα0 σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 Dλον τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ,
ΗΒ, gν τ; ΓΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ, λοιπ;ν Zρα τ; ΖΛ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ,
ΗΒ. τετµ"σθω οYν 6 ΖΜ δ*χα κατ? τ; Ν σηµε�ον, κα0 Fχθω δι? τοI Ν bποτ�ραc τ9ν Γ∆,
ΜΛ παρ-λληλος 6 ΝqV )κ-τερον Zρα τ9ν Ζq, ΝΛ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα0 �πε0
τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον �στ0 κα* �στιν %σον τ97 ΖΛ, κα0 τ; ΖΛ Zρα µ�σον �στ*ν. κα0
παρ? Tητ�ν τ�ν ΖΕ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΖΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΖΜ κα0 �σ8µµετρος
τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ Tητ	ν �στιν, τ; δ� δ0ς
Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον, �σ8µµετρα [Zρα] �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ,
ΗΒ. %σον δ� [�στι] τ; ΓΛ το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ΖΛV
�σ8µµετρον Zρα [�στ0] τ; ΓΛ τ97 ΖΛ. jς δ� τ; ΓΛ πρ;ς τ; ΖΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΜ πρ;ς τ�ν
ΜΖV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΓΜ τ�@ ΜΖ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα ΓΜ, ΜΖ
Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΓΖ.

Λ�γω [δ"], Dτι κα0 τετ-ρτη.
+Επε0 γ?ρ α= ΑΗ, ΗΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι, �σ8µµετρον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΑΗ τ97

�π; τ�ς ΗΒ. κα* �στι τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον τ; ΓΘ, τ97 δ� �π; τ�ς ΗΒ %σον τ; ΚΛV
�σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΓΘ τ97 ΚΛ. jς δ� τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΚ πρ;ς
τ�ν ΚΜV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ µ"κει. κα0 �πε0 τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον
�ν-λογ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, κα* �στιν %σον τ; µ�ν �π; τ�ς ΑΗ τ97 ΓΘ, τ; δ� �π;
τ�ς ΗΒ τ97 ΚΛ, τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 ΝΛ, τ9ν Zρα ΓΘ, ΚΛ µ�σον �ν-λογ	ν �στι τ;
ΝΛV 1στιν Zρα jς τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ. �λλ( jς µ�ν τ; ΓΘ πρ;ς
τ; ΝΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΝΜ, jς δ� τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως �στ0ν 6 ΝΜ πρ;ς
τ�ν ΚΜV jς Zρα 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΜΝ, οwτως �στ0ν 6 ΜΝ πρ;ς τ�ν ΚΜV τ; Zρα Eπ; τ9ν
ΓΚ, ΚΜ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΜΝ, τουτ�στι τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ. �πε0 οYν
δ8ο ε�θε�αι Zνισο* εJσιν α= ΓΜ, ΜΖ, κα0 τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΜΖ %σον παρ? τ�ν
ΓΜ παραβ�βληται �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 τ; Eπ; τ9ν ΓΚ, ΚΜ κα0 εJς �σ8µµετρα α�τ�ν
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διαιρε�, 6 Zρα ΓΜ τ�ς ΜΖ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* �στιν Dλη 6 ΓΜ
σ8µµετρος µ"κει τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Γ∆V 6 Zρα ΓΖ �ποτοµ" �στι τετ-ρτη.

Τ; Zρα �π; �λ-σσονος κα0 τ? )$�ς.

Ί .ρά
Τ; �π; τ�ς µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιο8σης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε�
�ποτοµ�ν π�µπτην.

RΕστω 6 µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα 6 ΑΒ, Tητ� δ� 6 Γ∆, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ
%σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΖV λ�γω, Dτι 6 ΓΖ �ποτοµ" �στι
π�µπτη.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΗV α= Zρα ΑΗ, ΗΒ ε�θε�αι δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν

τετραγSνων µ�σον, τ; δ� δ0ς Eπ( α�τ9ν Tητ	ν. κα0 τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον παρ? τ�ν Γ∆
παραβεβλ"σθω τ; ΓΘ, τ97 δ� �π; τ�ς ΗΒ %σον τ; ΚΛV Dλον Zρα τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π;
τ9ν ΑΗ, ΗΒ. τ; δ� συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ rµα µ�σον �στ*νV µ�σον Zρα �στ0
τ; ΓΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΓΜ κα0
�σ8µµετρος τ�@ Γ∆. κα0 �πε0 Dλον τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, gν τ; ΓΕ %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς ΑΒ, λοιπ;ν Zρα τ; ΖΛ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. τετµ"σθω οYν 6 ΖΜ
δ*χα κατ? τ; Ν, κα0 Fχθω δι? τοI Ν bποτ�ραc τ9ν Γ∆, ΜΛ παρ-λληλος 6 ΝqV )κ-τερον Zρα
τ9ν Ζq, ΝΛ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα0 �πε0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ Tητ	ν �στι κα*
[�στιν] %σον τ97 ΖΛ, Tητ;ν Zρα �στ0 τ; ΖΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΕΖ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν
τ�ν ΖΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΖΜ κα0 σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0 �πε0 τ; µ�ν ΓΛ µ�σον �στ*ν,
τ; δ� ΖΛ Tητ	ν, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΓΛ τ97 ΖΛ. jς δ� τ; ΓΛ πρ;ς τ; ΖΛ, οwτως 6 ΓΜ
πρ;ς τ�ν ΜΖV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΓΜ τ�@ ΜΖ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*V α= Zρα
ΓΜ, ΜΖ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΓΖ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 π�µπτη.
MΟµο*ως γ?ρ δε*$οµεν, Dτι τ; Eπ; τ9ν ΓΚΜ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΝΜ, τουτ�στι τ97

τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΗ τ97 �π; τ�ς ΗΒ,
%σον δ� τ; µ�ν �π; τ�ς ΑΗ τ97 ΓΘ, τ; δ� �π; τ�ς ΗΒ τ97 ΚΛ, �σ8µµετρον Zρα τ; ΓΘ τ97
ΚΛ. jς δ� τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως 6 ΓΚ πρ;ς τ�ν ΚΜV �σ8µµετρος Zρα 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ
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µ"κει. �πε0 οYν δ8ο ε�θε�αι Zνισο* εJσιν α= ΓΜ, ΜΖ, κα0 τ97 τετ-ρτω7 µ�ρει τοI �π; τ�ς ΖΜ
%σον παρ? τ�ν ΓΜ παραβ�βληται �λλε�πον ε%δει τετραγSνω7 κα0 εJς �σ8µµετρα α�τ�ν διαιρε�,
6 Zρα ΓΜ τ�ς ΜΖ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα* �στιν 6 προσαρµ	ζουσα 6
ΖΜ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Γ∆V 6 Zρα ΓΖ �ποτοµ" �στι π�µπτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρβ́
Τ; �π; τ�ς µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιο8σης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε�
�ποτοµ�ν iκτην.

RΕστω 6 µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα 6 ΑΒ, Tητ� δ� 6 Γ∆, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον
παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΖV λ�γω, Dτι 6 ΓΖ �ποτοµ" �στιν
iκτη.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΗV α= Zρα ΑΗ, ΗΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων

µ�σον κα0 τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον κα0 �σ8µµετρον τ? �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ τ97 δ0ς
Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. παραβεβλ"σθω οYν παρ? τ�ν Γ∆ τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον τ; ΓΘ πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΓΚ, τ97 δ� �π; τ�ς ΒΗ τ; ΚΛV Dλον Zρα τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒV
µ�σον Zρα [�στ0] κα0 τ; ΓΛ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν Γ∆ παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΓΜV Tητ�
Zρα �στ0ν 6 ΓΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. �πε0 οYν τ; ΓΛ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΗ,
ΗΒ, gν τ; ΓΕ %σον τ97 �π; τ�ς ΑΒ, λοιπ;ν Zρα τ; ΖΛ %σον �στ0 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ. κα*
�στι τ; δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σονV κα0 τ; ΖΛ Zρα µ�σον �στ*ν. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΖΕ
παρ-κειται πλ-τος ποιοIν τ�ν ΖΜV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΖΜ κα0 �σ8µµετρος τ�@ Γ∆ µ"κει. κα0
�πε0 τ? �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ �σ8µµετρ- �στι τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, κα* �στι το�ς µ�ν �π;
τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ΓΛ, τ97 δ� δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ΖΛ, �σ8µµετρον Zρα [�στ0] τ;
ΓΛ τ97 ΖΛ. jς δ� τ; ΓΛ πρ;ς τ; ΖΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΜ πρ;ς τ�ν ΜΖV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν
6 ΓΜ τ�@ ΜΖ µ"κει. κα* εJσιν �µφ	τεραι Tητα*. α= ΓΜ, ΜΖ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΓΖ.

Λ�γω δ", Dτι κα0 iκτη.
+Επε0 γ?ρ τ; ΖΛ %σον �στ0 τ97 δ0ς Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, τετµ"σθω δ*χα 6 ΖΜ κατ? τ; Ν, κα0

Fχθω δι? τοI Ν τ�@ Γ∆ παρ-λληλος 6 ΝqV )κ-τερον Zρα τ9ν Ζq, ΝΛ %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν
ΑΗ, ΗΒ. κα0 �πε0 α= ΑΗ, ΗΒ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι, �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς
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ΑΗ τ97 �π; τ�ς ΗΒ. �λλ? τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον �στ0 τ; ΓΘ, τ97 δ� �π; τ�ς ΗΒ %σον �στ0
τ; ΚΛV �σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; ΓΘ τ97 ΚΛ. jς δ� τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως �στ0ν 6 ΓΚ
πρ;ς τ�ν ΚΜV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΓΚ τ�@ ΚΜ. κα0 �πε0 τ9ν �π; τ9ν ΑΗ, ΗΒ µ�σον
�ν-λογ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ, κα* �στι τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΗ %σον τ; ΓΘ, τ97 δ� �π; τ�ς
ΗΒ %σον τ; ΚΛ, τ97 δ� Eπ; τ9ν ΑΗ, ΗΒ %σον τ; ΝΛ, κα0 τ9ν Zρα ΓΘ, ΚΛ µ�σον �ν-λογ	ν
�στι τ; ΝΛV 1στιν Zρα jς τ; ΓΘ πρ;ς τ; ΝΛ, οwτως τ; ΝΛ πρ;ς τ; ΚΛ. κα0 δι? τ? α�τ? 6
ΓΜ τ�ς ΜΖ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 ο�δετ�ρα α�τ9ν σ8µµετρ	ς �στι
τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ Γ∆V 6 ΓΖ Zρα �ποτοµ" �στιν iκτηV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ργ́
MΗ τ�@ �ποτοµ�@ µ"κει σ8µµετρος �ποτοµ" �στι κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ".

RΕστω �ποτοµ� 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ µ"κει σ8µµετρος 1στω 6 Γ∆V λ�γω, Dτι κα0 6 Γ∆
�ποτοµ" �στι κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.
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+Επε0 γ?ρ �ποτοµ" �στιν 6 ΑΒ, 1στω α�τ�@ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΕV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα Tητα*
εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. κα0 τ97 τ�ς ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆ λ	γω7 b α�τ;ς γεγον�τω b τ�ς
ΒΕ πρ;ς τ�ν ∆ΖV κα0 jς oν Zρα πρ;ς iν, π-ντα [�στ0] πρ;ς π-νταV 1στιν Zρα κα0 jς Dλη 6 ΑΕ
πρ;ς Dλην τ�ν ΓΖ, οwτως 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆. σ8µµετρος δ� 6 ΑΒ τ�@ Γ∆ µ"κει. σ8µµετρος
Zρα κα0 6 ΑΕ µ�ν τ�@ ΓΖ, 6 δ� ΒΕ τ�@ ∆Ζ. κα0 α= ΑΕ, ΕΒ Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV
κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. [�ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 Γ∆.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.]
+Επε0 οYν �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΓΖ, οwτως 6 ΒΕ πρ;ς τ�ν ∆Ζ, �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς

6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΒ, οwτως 6 ΓΖ πρ;ς τ�ν Ζ∆. Fτοι δ� 6 ΑΕ τ�ς ΕΒ µε�ζον δ8ναται τ97
�π; συµµ�τρου )αυτ�@ P τ97 �π; �συµµ�τρου. εJ µ�ν οYν 6 ΑΕ τ�ς ΕΒ µε�ζον δ8ναται τ97
�π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΓΖ τ�ς Ζ∆ µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ
µ�ν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, κα0 6 ΓΖ, εJ δ� 6 ΒΕ, κα0 6 ∆Ζ, εJ δ�
ο�δετ�ρα τ9ν ΑΕ, ΕΒ, κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΓΖ, Ζ∆. εJ δ� 6 ΑΕ [τ�ς ΕΒ] µε�ζον δ8ναται τ97
�π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΓΖ τ�ς Ζ∆ µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα0
εJ µ�ν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΑΕ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, κα0 6 ΓΖ, εJ δ� 6 ΒΕ, κα0 6 ∆Ζ, εJ
δ� ο�δετ�ρα τ9ν ΑΕ, ΕΒ, ο�δετ�ρα τ9ν ΓΖ, Ζ∆.

+Αποτοµ� Zρα �στ0ν 6 Γ∆ κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρδ́
MΗ τ�@ µ�σης �ποτοµ�@ σ8µµετρος µ�σης �ποτοµ" �στι κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ".

RΕστω µ�σης �ποτοµ� 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ µ"κει σ8µµετρος 1στω 6 Γ∆V λ�γω, Dτι κα0 6
Γ∆ µ�σης �ποτοµ" �στι κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.
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+Επε0 γ?ρ µ�σης �ποτοµ" �στιν 6 ΑΒ, 1στω α�τ�@ προσαρµ	ζουσα 6 ΕΒ. α= ΑΕ, ΕΒ Zρα
µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. κα0 γεγον�τω jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΒΕ πρ;ς
τ�ν ∆ΖV σ8µµετρος Zρα [�στ0] κα0 6 ΑΕ τ�@ ΓΖ, 6 δ� ΒΕ τ�@ ∆Ζ. α= δ� ΑΕ, ΕΒ µ�σαι εJσ0
δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα µ�σαι εJσ0 δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV µ�σης
Zρα �ποτοµ" �στιν 6 Γ∆.

Λ�γω δ", Dτι κα0 τ�@ τ-$ει �στ0ν 6 α�τ� τ�@ ΑΒ.
+Επε0 [γ-ρ] �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΒ, οwτως 6 ΓΖ πρ;ς τ�ν Ζ∆ [�λλ( jς µ�ν 6 ΑΕ πρ;ς

τ�ν ΕΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ, jς δ� 6 ΓΖ πρ;ς τ�ν Ζ∆, οwτως τ;
�π; τ�ς ΓΖ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆], 1στιν Zρα κα0 jς τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΕ,
ΕΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΖ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ [κα0 �ναλλ?$ jς τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΓΖ, οwτως τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆]. σ8µµετρον δ� τ; �π; τ�ς
ΑΕ τ97 �π; τ�ς ΓΖV σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τ97 Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆. ε%τε
οYν Tητ	ν �στι τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ, Tητ;ν 1σται κα0 τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆, ε%τε µ�σον [�στ0]
τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ, µ�σον [�στ0] κα0 τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆.

Μ�σης Zρα �ποτοµ" �στιν 6 Γ∆ κα0 τ�@ τ-$ει 6 α�τ� τ�@ ΑΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρέ
MΗ τ�@ �λ-σσονι σ8µµετρος �λ-σσων �στ*ν.

RΕστω γ?ρ �λ-σσων 6 ΑΒ κα0 τ�@ ΑΒ σ8µµετρος 6 Γ∆V λ�γω, Dτι κα0 6 Γ∆ �λ-σσων
�στ*ν.
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Γεγον�τω γ?ρ τ? α�τ-V κα0 �πε0 α= ΑΕ, ΕΒ
δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι, κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι. �πε0 οYν �στιν

jς 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΒ, οwτως 6 ΓΖ πρ;ς τ�ν Ζ∆, 1στιν Zρα κα0 jς τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΕΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΖ πρ;ς τ; �π; τ�ς Ζ∆. συνθ�ντι Zρα �στ0ν jς τ? �π; τ9ν
ΑΕ, ΕΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΕΒ, οwτως τ? �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς Ζ∆ [κα0 �ναλλ-$]V
σ8µµετρον δ� �στι τ; �π; τ�ς ΒΕ τ97 �π; τ�ς ∆ΖV σ8µµετρον Zρα κα0 τ; συγκε*µενον �κ
τ9ν �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τετραγSνων τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ τετραγSνων.
Tητ;ν δ� �στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τετραγSνωνV Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ;
συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ τετραγSνων. π-λιν, �πε* �στιν jς τ; �π; τ�ς ΑΕ πρ;ς
τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒ, οwτως τ; �π; τ�ς ΓΖ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆, σ8µµετρον δ� τ; �π;
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τ�ς ΑΕ τετρ-γωνον τ97 �π; τ�ς ΓΖ τετραγSνω7, σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΕ,
ΕΒ τ97 Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆. µ�σον δ� τ; Eπ; τ9ν ΑΕ, ΕΒV µ�σον Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆V
α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν
τετραγSνων Tητ	ν, τ; δ( Eπ( α�τ9ν µ�σον.

+Ελ-σσων Zρα �στ0ν 6 Γ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρ3́
MΗ τ�@ µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιο8ση@ σ8µµετρος µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ-
�στιν.

RΕστω µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα 6 ΑΒ κα0 τ�@ ΑΒ σ8µµετρος 6 Γ∆V λ�γω, Dτι
κα0 6 Γ∆ µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΕV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι
ποιοIσαι τ; µ�ν συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν
Tητ	ν. κα0 τ? α�τ? κατεσκευ-σθω. bµο*ως δ� δε*$οµεν το�ς πρ	τερον, Dτι α= ΓΖ, Ζ∆ �ν
τ97 α�τ97 λ	γω7 εJσ0 τα�ς ΑΕ, ΕΒ, κα0 σ8µµετρ	ν �στι τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ,
ΕΒ τετραγSνων τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ τετραγSνων, τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΕ,
ΕΒ τ97 Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆V hστε κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ; µ�ν
συγκε*µενον �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆ τετραγSνων µ�σον, τ; δ( Eπ( α�τ9ν Tητ	ν.

MΗ Γ∆ Zρα µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρζ́
MΗ τ�@ µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιο8ση@ σ8µµετρος κα0 α�τ� µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον
ποιοIσ- �στιν.

RΕστω µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα 6 ΑΒ, κα0 τ�@ ΑΒ 1στω σ8µµετρος 6 Γ∆V λ�γω,
Dτι κα0 6 Γ∆ µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στιν.
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RΕστω γ?ρ τ�@ ΑΒ προσαρµ	ζουσα 6 ΒΕ, κα0 τ? α�τ? κατεσκευ-σθωV α= ΑΕ, ΕΒ Zρα
δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον
κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι �σ8µµετρον τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων
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τ97 Eπ( α�τ9ν. κα* εJσιν, jς �δε*χθη, α= ΑΕ, ΕΒ σ8µµετροι τα�ς ΓΖ, Ζ∆, κα0 τ; συγκε*µενον
�κ τ9ν �π; τ9ν ΑΕ, ΕΒ τετραγSνων τ97 συγκειµ�νω7 �κ τ9ν �π; τ9ν ΓΖ, Ζ∆, τ; δ� Eπ;
τ9ν ΑΕ, ΕΒ τ97 Eπ; τ9ν ΓΖ, Ζ∆V κα0 α= ΓΖ, Ζ∆ Zρα δυν-µει εJσ0ν �σ8µµετροι ποιοIσαι
τ	 τε συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν τετραγSνων µ�σον κα0 τ; Eπ( α�τ9ν µ�σον κα0 1τι
�σ8µµετρον τ; συγκε*µενον �κ τ9ν �π( α�τ9ν [τετραγSνων] τ97 Eπ( α�τ9ν.

MΗ Γ∆ Zρα µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρή
+Απ; TητοI µ�σου �φαιρουµ�νου 6 τ; λοιπ;ν χωρ*ον δυναµ�νη µ*α δ8ο �λ	γων γ*νεται Fτοι
�ποτοµ� P �λ-σσων.

+Απ; γ?ρ TητοI τοI ΒΓ µ�σον �φη@ρ"σθω τ; Β∆V λ�γω, Dτι 6 τ; λοιπ;ν δυναµ�νη τ; ΕΓ
µ*α δ8ο �λ	γων γ*νεται Fτοι �ποτοµ� P �λ-σσων.
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+Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 ΖΗ, κα0 τ97 µ�ν ΒΓ %σον παρ? τ�ν ΖΗ παραβεβλ"σθω AρθογSνιον
παραλληλ	γραµµον τ; ΗΘ, τ97 δ� ∆Β %σον �φη@ρ"σθω τ; ΗΚV λοιπ;ν Zρα τ; ΕΓ %σον �στ0
τ97 ΛΘ. �πε0 οYν Tητ;ν µ�ν �στι τ; ΒΓ, µ�σον δ� τ; Β∆, %σον δ� τ; µ�ν ΒΓ τ97 ΗΘ, τ; δ�
Β∆ τ97 ΗΚ, Tητ;ν µ�ν Zρα �στ0 τ; ΗΘ, µ�σον δ� τ; ΗΚ. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΖΗ παρ-κειταιV
Tητ� µ�ν Zρα 6 ΖΘ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΖΗ µ"κει, Tητ� δ� 6 ΖΚ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΖΗ
µ"κειV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΖΘ τ�@ ΖΚ µ"κει. α= ΖΘ, ΖΚ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΚΘ, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΚΖ. Fτοι δ� 6 ΘΖ τ�ς ΖΚ
µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου P οU.

∆υν-σθω πρ	τερον τ97 �π; συµµ�τρου. κα* �στιν Dλη 6 ΘΖ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@
Tητ�@ µ"κει τ�@ ΖΗV �ποτοµ� Zρα πρSτη �στ0ν 6 ΚΘ. τ; δ( Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς πρSτης
περιεχ	µενον 6 δυναµ�νη �ποτοµ" �στιν. 6 Zρα τ; ΛΘ, τουτ�στι τ; ΕΓ, δυναµ�νη �ποτοµ"
�στιν.

ΕJ δ� 6 ΘΖ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα* �στιν Dλη 6 ΖΘ
σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ ΖΗ, �ποτοµ� τετ-ρτη �στ0ν 6 ΚΘ. τ; δ( Eπ; Tητ�ς
κα0 �ποτοµ�ς τετ-ρτης περιεχ	µενον 6 δυναµ�νη �λ-σσων �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.
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Ί .ρθ́
+Απ; µ�σου TητοI �φαιρουµ�νου Zλλαι δ8ο Zλογοι γ*νονται Fτοι µ�σης �ποτοµ� πρSτη P
µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.

+Απ; γ?ρ µ�σου τοI ΒΓ Tητ;ν �φη@ρ"σθω τ; Β∆. λ�γω, Dτι 6 τ; λοιπ;ν τ; ΕΓ δυναµ�νη
µ*α δ8ο �λ	γων γ*νεται Fτοι µ�σης �ποτοµ� πρSτη P µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.
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+Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 ΖΗ, κα0 παραβεβλ"σθω bµο*ως τ? χωρ*α. 1στι δ� �κολο8θως Tητ�
µ�ν 6 ΖΘ κα0 �σ8µ µετρος τ�@ ΖΗ µ"κει, Tητ� δ� 6 ΚΖ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΖΗ µ"κειV α=
ΖΘ, ΖΚ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΚΘ, προσαρµ	ζουσα
δ� τα8τη@ 6 ΖΚ. Fτοι δ� 6 ΘΖ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ P τ97 �π;
�συµµ�τρου.

ΕJ µ�ν οYν 6 ΘΖ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα* �στιν 6 προσαρµ	ζουσα
6 ΖΚ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ ΖΗ, �ποτοµ� δευτ�ρα �στ0ν 6 ΚΘ. Tητ� δ� 6
ΖΗV hστε 6 τ; ΛΘ, τουτ�στι τ; ΕΓ, δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ� πρSτη �στ*ν.

ΕJ δ� 6 ΘΖ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου, κα* �στιν 6 προσαρµ	ζουσα 6
ΖΚ σ8µµετρος τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ ΖΗ, �ποτοµ� π�µπτη �στ0ν 6 ΚΘV hστε 6 τ; ΕΓ
δυναµ�νη µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ρί
+Απ; µ�σου µ�σου �φαιρουµ�νου �συµµ�τρου τ97 Dλω7 α= λοιπα0 δ8ο Zλογοι γ*νονται Fτοι
µ�σης �ποτοµ� δευτ�ρα P µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.

+Αφη@ρ"σθω γ?ρ jς �π0 τ9ν προκειµ�νων καταγραφ9ν �π; µ�σου τοI ΒΓ µ�σον τ; Β∆
�σ8µµετρον τ97 Dλω7V λ�γω, Dτι 6 τ; ΕΓ δυναµ�νη µ*α �στ0 δ8ο �λ	γων Fτοι µ�σης �ποτοµ�
δευτ�ρα P µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα.

+Επε0 γ?ρ µ�σον �στ0ν )κ-τερον τ9ν ΒΓ, Β∆, κα0 �σ8µµετρον τ; ΒΓ τ97 Β∆, 1σται
�κολο8θως Tητ� )κατ�ρα τ9ν ΖΘ, ΖΚ κα0 �σ8µµετρος τ�@ ΖΗ µ"κει. κα0 �πε0 �σ8µµετρ	ν
�στι τ; ΒΓ τ97 Β∆, τουτ�στι τ; ΗΘ τ97 ΗΚ, �σ8µµετρος κα0 6 ΘΖ τ�@ ΖΚV α= ΖΘ, ΖΚ Zρα
Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΚΘ [προσαρµ	ζουσα δ� 6 ΖΚ.
Fτοι δ� 6 ΖΘ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου P τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@].
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ΕJ µ�ν δ� 6 ΖΘ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 ο�θετ�ρα τ9ν ΖΘ,
ΖΚ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ ΖΗ, �ποτοµ� τρ*τη �στ0ν 6 ΚΘ. Tητ� δ�
6 ΚΛ, τ; δ( Eπ; Tητ�ς κα0 �ποτοµ�ς τρ*της περιεχ	µενον AρθογSνιον Zλογ	ν �στιν, κα0 6
δυναµ�νη α�τ; Zλογ	ς �στιν, καλε�ται δ� µ�σης �ποτοµ� δευτ�ραV hστε 6 τ; ΛΘ, τουτ�στι
τ; ΕΓ, δυναµ�νη µ�σης �ποτοµ" �στι δευτ�ρα.

ΕJ δ� 6 ΖΘ τ�ς ΖΚ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@ [µ"κει], κα0 ο�θετ�ρα
τ9ν ΘΖ, ΖΚ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ΖΗ µ"κει, �ποτοµ� iκτη �στ0ν 6 ΚΘ. τ; δ( Eπ; Tητ�ς κα0
�ποτοµ�ς iκτης 6 δυναµ�νη �στ0 µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσα. 6 τ; ΛΘ Zρα, τουτ�στι
τ; ΕΓ, δυναµ�νη µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ριά
MΗ �ποτοµ� ο�κ 1στιν 6 α�τ� τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-των.

RΕστω �ποτοµ� 6 ΑΒV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ ο�κ 1στιν 6 α�τ� τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-των.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στωV κα0 �κκε*σθω Tητ� 6 ∆Γ, κα0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ %σον παρ? τ�ν Γ∆
παραβεβλ"σθω AρθογSνιον τ; ΓΕ πλ-τος ποιοIν τ�ν ∆Ε. �πε0 οYν �ποτοµ" �στιν 6 ΑΒ,
�ποτοµ� πρSτη �στ0ν 6 ∆Ε. 1στω α�τ�@ προσαρµ	ζουσα 6 ΕΖV α= ∆Ζ, ΖΕ Zρα Tητα* εJσι
δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, κα0 6 ∆Ζ τ�ς ΖΕ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0
6 ∆Ζ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ ∆Γ. π-λιν, �πε0 �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν
6 ΑΒ, �κ δ8ο Zρα Aνοµ-των πρSτη �στ0ν 6 ∆Ε. διη@ρ"σθω εJς τ? Aν	µατα κατ? τ; Η, κα0
1στω µε�ζον mνοµα τ; ∆ΗV α= ∆Η, ΗΕ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι, κα0 6 ∆Η
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τ�ς ΗΕ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 τ; µε�ζον 6 ∆Η σ8µµετρ	ς �στι τ�@
�κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει τ�@ ∆Γ. κα0 6 ∆Ζ Zρα τ�@ ∆Η σ8µµετρ	ς �στι µ"κειV κα0 λοιπ� Zρα 6
ΗΖ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ ∆Ζ µ"κει. [�πε0 οYν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ζ τ�@ ΗΖ, Tητ� δ� �στιν 6
∆Ζ, Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΗΖ. �πε0 οYν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ∆Ζ τ�@ ΗΖ µ"κει] �σ8µµετρος δ�
6 ∆Ζ τ�@ ΕΖ µ"κειV �σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΖΗ τ�@ ΕΖ µ"κει. α= ΗΖ, ΖΕ Zρα Tητα* [εJσι]
δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΕΗ. �λλ? κα0 Tητ"V Dπερ �στ0ν �δ8νατον.

MΗ Zρα �ποτοµ� ο�κ 1στιν 6 α�τ� τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-τωνV Dπερ 1δει δε�$αι.
[

Π	ρισµα

]
MΗ �ποτοµ� κα0 α= µετ( α�τ�ν Zλογοι οUτε τ�@ µ�ση@ οUτε �λλ"λαις εJσ0ν α= α�τα*.
Τ; µ�ν γ?ρ �π; µ�σης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� Tητ�ν κα0 �σ8µµετρον

τ�@, παρ( Bν παρ-κειται, µ"κει, τ; δ� �π; �ποτοµ�ς παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε�
�ποτοµ�ν πρSτην, τ; δ� �π; µ�σης �ποτοµ�ς πρSτης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος
ποιε� �ποτοµ�ν δευτ�ραν, τ; δ� �π; µ�σης �ποτοµ�ς δευτ�ρας παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον
πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν τρ*την, τ; δ� �π; �λ-σσονος παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος
ποιε� �ποτοµ�ν τετ-ρτην, τ; δ� �π; τ�ς µετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιο8σης παρ? Tητ�ν
παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν π�µπτην, τ; δ� �π; τ�ς µετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον
ποιο8σης παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ�ν iκτην. �πε0 οYν τ? εJρηµ�να
πλ-τη διαφ�ρει τοI τε πρSτου κα0 �λλ"λων, τοI µ�ν πρSτου, Dτι Tητ" �στιν, �λλ"λων δ�,
�πε0 τ�@ τ-$ει ο�κ εJσ0ν α= α�τα*, δ�λον, jς κα0 α�τα0 α= Zλογοι διαφ�ρουσιν �λλ"λων. κα0
�πε0 δ�δεικται 6 �ποτοµ� ο�κ οYσα 6 α�τ� τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-των, ποιοIσι δ� πλ-τη παρ? Tητ�ν
παραβαλλ	µεναι α= µετ? τ�ν �ποτοµ�ν �ποτοµ?ς �κολο8θως )κ-στη τ�@ τ-$ει τ�@ καθ( αEτ"ν,
α= δ� µετ? τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των τ?ς �κ δ8ο Aνοµ-των κα0 α�τα0 τ�@ τ-$ει �κολο8θως, iτεραι
Zρα εJσ0ν α= µετ? τ�ν �ποτοµ�ν κα0 iτεραι α= µετ? τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των, jς ε ν̂αι τ�@ τ-$ει
π-σας �λ	γους 〈ιγ〉,

Μ�σην,
+Εκ δ8ο Aνοµ-των,
+Εκ δ8ο µ�σων πρSτην,
+Εκ δ8ο µ�σων δευτ�ραν,
Με*ζονα,
MΡητ;ν κα0 µ�σον δυναµ�νην,
∆8ο µ�σα δυναµ�νην,
+Αποτοµ"ν,
Μ�σης �ποτοµ�ν πρSτην,
Μ�σης �ποτοµ�ν δευτ�ραν,
+Ελ-σσονα,
Μετ? TητοI µ�σον τ; Dλον ποιοIσαν,
Μετ? µ�σου µ�σον τ; Dλον ποιοIσαν.
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Ί .ριβ́
Τ; �π; Tητ�ς παρ? τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� �ποτοµ"ν, uς τ?
Aν	µατα σ8µµετρ- �στι το�ς τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των Aν	µασι κα0 1τι �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0 1τι
6 γινοµ�νη �ποτοµ� τ�ν α�τ�ν i$ει τ-$ιν τ�@ �κ δ8ο Aνοµ-των.

RΕστω Tητ� µ�ν 6 Α, �κ δ8ο Aνοµ-των δ� 6 ΒΓ, uς µε�ζον mνοµα 1στω 6 ∆Γ, κα0 τ97
�π; τ�ς Α %σον 1στω τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, ΕΖV λ�γω, Dτι 6 ΕΖ �ποτοµ" �στιν, uς τ? Aν	µατα
σ8µµετρ- �στι το�ς Γ∆, ∆Β, κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0 1τι 6 ΕΖ τ�ν α�τ�ν i$ει τ-$ιν τ�@
ΒΓ.
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RΕστω γ?ρ π-λιν τ97 �π; τ�ς Α %σον τ; Eπ; τ9ν Β∆, Η. �πε0 οYν τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, ΕΖ
%σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Β∆, Η, 1στιν Zρα jς 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν Β∆, οwτως 6 Η πρ;ς τ�ν ΕΖ.
µε*ζων δ� 6 ΓΒ τ�ς Β∆V µε*ζων Zρα �στ0 κα0 6 Η τ�ς ΕΖ. 1στω τ�@ Η %ση 6 ΕΘV 1στιν Zρα
jς 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν Β∆, οwτως 6 ΘΕ πρ;ς τ�ν ΕΖV διελ	ντι Zρα �στ0ν jς 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν Β∆,
οwτως 6 ΘΖ πρ;ς τ�ν ΖΕ. γεγον�τω jς 6 ΘΖ πρ;ς τ�ν ΖΕ, οwτως 6 ΖΚ πρ;ς τ�ν ΚΕV κα0
Dλη Zρα 6 ΘΚ πρ;ς Dλην τ�ν ΚΖ �στιν, jς 6 ΖΚ πρ;ς ΚΕV jς γ?ρ oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς
oν τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς rπαντα τ? )π	µενα. jς δ� 6 ΖΚ πρ;ς
ΚΕ, οwτως �στ0ν 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν ∆ΒV κα0 jς Zρα 6 ΘΚ πρ;ς ΚΖ, οwτως 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν ∆Β.
σ8µµετρον δ� τ; �π; τ�ς Γ∆ τ97 �π; τ�ς ∆ΒV σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΘΚ τ97
�π; τ�ς ΚΖ. κα* �στιν jς τ; �π; τ�ς ΘΚ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΚΖ, οwτως 6 ΘΚ πρ;ς τ�ν ΚΕ,
�πε0 α= τρε�ς α= ΘΚ, ΚΖ, ΚΕ �ν-λογ	ν εJσιν. σ8µµετρος Zρα 6 ΘΚ τ�@ ΚΕ µ"κειV hστε κα0
6 ΘΕ τ�@ ΕΚ σ8µµετρ	ς �στι µ"κει. κα0 �πε0 τ; �π; τ�ς Α %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν ΕΘ, Β∆,
Tητ;ν δ� �στι τ; �π; τ�ς Α, Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ; Eπ; τ9ν ΕΘ, Β∆. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν
Β∆ παρ-κειταιV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΕΘ κα0 σ8µµετρος τ�@ Β∆ µ"κειV hστε κα0 6 σ8µµετρος
α�τ�@ 6 ΕΚ Tητ" �στι κα0 σ8µµετρος τ�@ Β∆ µ"κει. �πε0 οYν �στιν jς 6 Γ∆ πρ;ς ∆Β, οwτως
6 ΖΚ πρ;ς ΚΕ, α= δ� Γ∆, ∆Β δυν-µει µ	νον εJσ0 σ8µµετροι, κα0 α= ΖΚ, ΚΕ δυν-µει µ	νον
εJσ0 σ8µµετροι. Tητ� δ� �στιν 6 ΚΕV Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 ΖΚ. α= ΖΚ, ΚΕ Zρα Tητα0 δυν-µει
µ	νον εJσ0 σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΕΖ.

RΗτοι δ� 6 Γ∆ τ�ς ∆Β µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@ P τ97 �π; �συµµ�τρου.
ΕJ µ�ν οYν 6 Γ∆ τ�ς ∆Β µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου [)αυτ�@], κα0 6 ΖΚ τ�ς ΚΕ

µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ µ�ν σ8µµετρ	ς �στιν 6 Γ∆ τ�@ �κκειµ�νη@
Tητ�@ µ"κει, κα0 6 ΖΚV εJ δ� 6 Β∆, κα0 6 ΚΕV εJ δ� ο�δετ�ρα τ9ν Γ∆, ∆Β, κα0 ο�δετ�ρα τ9ν
ΖΚ, ΚΕ.

ΕJ δ� 6 Γ∆ τ�ς ∆Β µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΖΚ τ�ς ΚΕ µε�ζον
δυν"σεται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ µ�ν 6 Γ∆ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@
µ"κει, κα0 6 ΖΚV εJ δ� 6 Β∆, κα0 6 ΚΕV εJ δ� ο�δετ�ρα τ9ν Γ∆, ∆Β, κα0 ο�δετ�ρα τ9ν ΖΚ,
ΚΕV hστε �ποτοµ" �στιν 6 ΖΕ, uς τ? Aν	µατα τ? ΖΚ, ΚΕ σ8µµετρ- �στι το�ς τ�ς �κ δ8ο
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Aνοµ-των Aν	µασι το�ς Γ∆, ∆Β κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0 τ�ν α�τ�ν τ-$ιν 1χει τ�@ ΒΓV Dπερ
1δει δε�$αι.

Ί .ριγ́
Τ; �π; Tητ�ς παρ? �ποτοµ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν �κ δ8ο Aνοµ-των, uς τ?
Aν	µατα σ8µµετρ- �στι το�ς τ�ς �ποτοµ�ς Aν	µασι κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, 1τι δ� 6 γινοµ�νη
�κ δ8ο Aνοµ-των τ�ν α�τ�ν τ-$ιν 1χει τ�@ �ποτοµ�@.

RΕστω Tητ� µ�ν 6 Α, �ποτοµ� δ� 6 Β∆, κα0 τ97 �π; τ�ς Α %σον 1στω τ; Eπ; τ9ν Β∆, ΚΘ,
hστε τ; �π; τ�ς Α Tητ�ς παρ? τ�ν Β∆ �ποτοµ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� τ�ν ΚΘV
λ�γω, Dτι �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν 6 ΚΘ, uς τ? Aν	µατα σ8µµετρ- �στι το�ς τ�ς Β∆ Aν	µασι
κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0 1τι 6 ΚΘ τ�ν α�τ�ν 1χει τ-$ιν τ�@ Β∆.
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RΕστω γ?ρ τ�@ Β∆ προσαρµ	ζουσα 6 ∆ΓV α= ΒΓ, Γ∆ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον
σ8µµετροι. κα0 τ97 �π; τ�ς Α %σον 1στω κα0 τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, Η. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς
ΑV Tητ;ν Zρα κα0 τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, Η. κα0 παρ? Tητ�ν τ�ν ΒΓ παραβ�βληταιV Tητ� Zρα �στ0ν
6 Η κα0 σ8µµετρος τ�@ ΒΓ µ"κει. �πε0 οYν τ; Eπ; τ9ν ΒΓ, Η %σον �στ0 τ97 Eπ; τ9ν Β∆,
ΚΘ, �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΓΒ πρ;ς Β∆, οwτως 6 ΚΘ πρ;ς Η. µε*ζων δ� 6 ΒΓ τ�ς Β∆V
µε*ζων Zρα κα0 6 ΚΘ τ�ς Η. κε*σθω τ�@ Η %ση 6 ΚΕV σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΚΕ τ�@ ΒΓ µ"κει.
κα0 �πε* �στιν jς 6 ΓΒ πρ;ς Β∆, οwτως 6 ΘΚ πρ;ς ΚΕ, �ναστρ�ψαντι Zρα �στ0ν jς 6 ΒΓ
πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΚΘ πρ;ς ΘΕ. γεγον�τω jς 6 ΚΘ πρ;ς ΘΕ, οwτως 6 ΘΖ πρ;ς ΖΕV
κα0 λοιπ� Zρα 6 ΚΖ πρ;ς ΖΘ �στιν, jς 6 ΚΘ πρ;ς ΘΕ, τουτ�στιν [jς] 6 ΒΓ πρ;ς Γ∆. α= δ�
ΒΓ, Γ∆ δυν-µει µ	νον [εJσ0] σ8µµετροιV κα0 α= ΚΖ, ΖΘ Zρα δυν-µει µ	νον εJσ0 σ8µµετροι.
κα0 �πε* �στιν jς 6 ΚΘ πρ;ς ΘΕ, 6 ΚΖ πρ;ς ΖΘ, �λλ( jς 6 ΚΘ πρ;ς ΘΕ, 6 ΘΖ πρ;ς ΖΕ,
κα0 jς Zρα 6 ΚΖ πρ;ς ΖΘ, 6 ΘΖ πρ;ς ΖΕV hστε κα0 jς 6 πρSτη πρ;ς τ�ν τρ*την, τ; �π;
τ�ς πρSτης πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ραςV κα0 jς Zρα 6 ΚΖ πρ;ς ΖΕ, οwτως τ; �π; τ�ς ΚΖ
πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΘ. σ8µµετρον δ� �στι τ; �π; τ�ς ΚΖ τ97 �π; τ�ς ΖΘV α= γ?ρ ΚΖ, ΖΘ
δυν-µει εJσ0 σ8µµετροιV σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΚΖ τ�@ ΖΕ µ"κειV hστε 6 ΚΖ κα0 τ�@ ΚΕ
σ8µµετρ	ς [�στι] µ"κει. Tητ� δ� �στιν 6 ΚΕ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΒΓ µ"κειV Tητ� Zρα κα0 6
ΚΖ κα0 σ8µµετρος τ�@ ΒΓ µ"κει. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΒΓ πρ;ς Γ∆, οwτως 6 ΚΖ πρ;ς ΖΘ,
�ναλλ?$ jς 6 ΒΓ πρ;ς ΚΖ, οwτως 6 ∆Γ πρ;ς ΖΘ. σ8µµετρος δ� 6 ΒΓ τ�@ ΚΖV σ8µµετρος
Zρα κα0 6 ΖΘ τ�@ Γ∆ µ"κει. α= ΒΓ, Γ∆ δ� Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV κα0 α= ΚΖ,
ΖΘ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �κ δ8ο Aνοµ-των �στ0ν Zρα 6 ΚΘ.
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ΕJ µ�ν οYν 6 ΒΓ τ�ς Γ∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΚΖ τ�ς ΖΘ
µε�ζον δυν"σεται τ97 �π; συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ µ�ν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ τ�@ �κκειµ�νη@
Tητ�@ µ"κει, κα0 6 ΚΖ, εJ δ� 6 Γ∆ σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ µ"κει, κα0 6 ΖΘ, εJ δ�
ο�δετ�ρα τ9ν ΒΓ, Γ∆, ο�δετ�ρα τ9ν ΚΖ, ΖΘ.

ΕJ δ� 6 ΒΓ τ�ς Γ∆ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 6 ΚΖ τ�ς ΖΘ µε�ζον
δυν"σεται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. κα0 εJ µ�ν σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΒΓ τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@
µ"κει, κα0 6 ΚΖ, εJ δ� 6 Γ∆, κα0 6 ΖΘ, εJ δ� ο�δετ�ρα τ9ν ΒΓ, Γ∆, ο�δετ�ρα τ9ν ΚΖ, ΖΘ.

+Εκ δ8ο Zρα Aνοµ-των �στ0ν 6 ΚΘ, uς τ? Aν	µατα τ? ΚΖ, ΖΘ σ8µµετρ- [�στι] το�ς τ�ς
�ποτοµ�ς Aν	µασι το�ς ΒΓ, Γ∆ κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0 1τι 6 ΚΘ τ�@ ΒΓ τ�ν α�τ�ν i$ει
τ-$ινV Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ριδ́
+Ε?ν χωρ*ον περι�χηται Eπ; �ποτοµ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των, uς τ? Aν	µατα σ8µµετρ- τ�
�στι το�ς τ�ς �ποτοµ�ς Aν	µασι κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη Tητ" �στιν.
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Περιεχ�σθω γ?ρ χωρ*ον τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Γ∆ Eπ; �ποτοµ�ς τ�ς ΑΒ κα0 τ�ς �κ δ8ο
Aνοµ-των τ�ς Γ∆, uς µε�ζον mνοµα 1στω τ; ΓΕ, κα0 1στω τ? Aν	µατα τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των
τ? ΓΕ, Ε∆ σ8µµετρ- τε το�ς τ�ς �ποτοµ�ς Aν	µασι το�ς ΑΖ, ΖΒ κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, κα0
1στω 6 τ; Eπ; τ9ν ΑΒ, Γ∆ δυναµ�νη 6 ΗV λ�γω, Dτι Tητ" �στιν 6 Η.

+Εκκε*σθω γ?ρ Tητ� 6 Θ, κα0 τ97 �π; τ�ς Θ %σον παρ? τ�ν Γ∆ παραβεβλ"σθω πλ-τος
ποιοIν τ�ν ΚΛV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6 ΚΛ, uς τ? Aν	µατα 1στω τ? ΚΜ, ΜΛ σ8µµετρα το�ς
τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των Aν	µασι το�ς ΓΕ, Ε∆ κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7. �λλ? κα0 α= ΓΕ, Ε∆
σ8µµετρο* τ� εJσι τα�ς ΑΖ, ΖΒ κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7V 1στιν Zρα jς 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΖΒ, οwτως
6 ΚΜ πρ;ς ΜΛ. �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς 6 ΑΖ πρ;ς τ�ν ΚΜ, οwτως 6 ΒΖ πρ;ς τ�ν ΛΜV κα0
λοιπ� Zρα 6 ΑΒ πρ;ς λοιπ�ν τ�ν ΚΛ �στιν jς 6 ΑΖ πρ;ς ΚΜ. σ8µµετρος δ� 6 ΑΖ τ�@ ΚΜV
σ8µµετρος Zρα �στ0 κα0 6 ΑΒ τ�@ ΚΛ. κα* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς ΚΛ, οwτως τ; Eπ; τ9ν Γ∆,
ΑΒ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ΚΛV σ8µµετρον Zρα �στ0 κα0 τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ΑΒ τ97 Eπ; τ9ν Γ∆,
ΚΛ. %σον δ� τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ΚΛ τ97 �π; τ�ς ΘV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ΑΒ τ97
�π; τ�ς Θ. τ97 δ� Eπ; τ9ν Γ∆, ΑΒ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΗV σ8µµετρον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς
Η τ97 �π; τ�ς Θ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΘV Tητ;ν Zρα �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΗV Tητ� Zρα �στ0ν
6 Η. κα0 δ8ναται τ; Eπ; τ9ν Γ∆, ΑΒ.
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+Ε?ν Zρα χωρ*ον περι�χηται Eπ; �ποτοµ�ς κα0 τ�ς �κ δ8ο Aνοµ-των, uς τ? Aν	µατα
σ8µµετρ- �στι το�ς τ�ς �ποτοµ�ς Aν	µασι κα0 �ν τ97 α�τ97 λ	γω7, 6 τ; χωρ*ον δυναµ�νη Tητ"
�στιν.

Π	ρισµα

Κα0 γ�γονεν 6µ�ν κα0 δι? το8του φανερ	ν, Dτι δυνατ	ν �στι Tητ;ν χωρ*ον Eπ; �λ	γων
ε�θει9ν περι�χεσθαι. Dπερ 1δει δε�$αι.

Ί .ριέ
+Απ; µ�σης Zπειροι Zλογοι γ*νονται, κα0 ο�δεµ*α ο�δεµιHc τ9ν πρ	τερον 6 α�τ".

RΕστω µ�ση 6 ΑV λ�γω, Dτι �π; τ�ς Α Zπειροι Zλογοι γ*νονται, κα0 ο�δεµ*α ο�δεµιHc τ9ν
πρ	τερον 6 α�τ".

Α

Β

Γ

∆

+Εκκε*σθω Tητ� 6 Β, κα0 τ97 Eπ; τ9ν Β, Α %σον 1στω τ; �π; τ�ς ΓV Zλογος Zρα �στ0ν 6 ΓV
τ; γ?ρ Eπ; �λ	γου κα0 Tητ�ς Zλογ	ν �στιν. κα0 ο�δεµιHc τ9ν πρ	τερον 6 α�τ"V τ; γ?ρ �π(
ο�δεµιHς τ9ν πρ	τερον παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος ποιε� µ�σην. π-λιν δ� τ97 Eπ;
τ9ν Β, Γ %σον 1στω τ; �π; τ�ς ∆V Zλογον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ∆. Zλογος Zρα �στ0ν 6 ∆V κα0
ο�δεµιHc τ9ν πρ	τερον 6 α�τ"V τ; γ?ρ �π( ο�δεµιHς τ9ν πρ	τερον παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον
πλ-τος ποιε� τ�ν Γ. bµο*ως δ� τ�ς τοια8της τ-$εως �π( Zπειρον προβαινο8σης φανερ	ν, Dτι
�π; τ�ς µ�σης Zπειροι Zλογοι γ*νονται, κα0 ο�δεµ*α ο�δεµιHc τ9ν πρ	τερον 6 α�τ"V Dπερ 1δει
δε�$αι].
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ΟΡΟΙ

ά . Στερε	ν �στι τ; µ�κος κα0 πλ-τος κα0 β-θος 1χον.

ά . ΣτερεοI δ� π�ρας �πιφ-νεια.

β́ . Ε�θε�α πρ;ς �π*πεδον Aρθ" �στιν, Dταν πρ;ς π-σας τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0
οUσας �ν τ97 [Eποκειµ�νω7] �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι�@ γων*ας.

γ́ . +Επ*πεδον πρ;ς �π*πεδον Aρθ	ν �στιν, Dταν α= τ�@ κοιν�@ τοµ�@ τ9ν �πιπ�δων πρ;ς Aρθ?ς
�γ	µεναι ε�θε�αι �ν )ν0 τ9ν �πιπ�δων τ97 λοιπ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς >σιν.

δ́ . Ε�θε*ας πρ;ς �π*πεδον κλ*σις �στ*ν, Dταν �π; τοI µετεSρου π�ρατος τ�ς ε�θε*ας �π0 τ;
�π*πεδον κ-θετος �χθ�@, κα0 �π; τοI γενοµ�νου σηµε*ου �π0 τ; �ν τ97 �πιπ�δω7 π�ρας τ�ς
ε�θε*ας ε�θε�α �πιζευχθ�@, 6 περιεχοµ�νη γων*α Eπ; τ�ς �χθε*σης κα0 τ�ς �φεστSσης.

έ . +Επιπ�δου πρ;ς �π*πεδον κλ*σις �στ0ν 6 περιεχοµ�νη A$ε�α γων*α Eπ; τ9ν πρ;ς Aρθ?ς τ�@
κοιν�@ τοµ�@ �γοµ�νων πρ;ς τ97 α�τ97 σηµε*ω7 �ν )κατ�ρω7 τ9ν �πιπ�δων.

3́ . +Επ*πεδον πρ;ς �π*πεδον bµο*ως κεκλ*σθαι λ�γεται κα0 iτερον πρ;ς iτερον, Dταν α=
εJρηµ�ναι τ9ν κλ*σεων γων*αι %σαι �λλ"λαις >σιν.

ζ́ . Παρ-λληλα �π*πεδ- �στι τ? �σ8µπτωτα.

ή . <Οµοια στερε? σχ"µατ- �στι τ? Eπ; bµο*ων �πιπ�δων περιεχ	µενα %σων τ; πλ�θος.

θ́ . RΙσα δ� κα0 Dµοια στερε? σχ"µατ- �στι τ? Eπ; bµο*ων �πιπ�δων περιεχ	µενα %σων τ97
πλ"θει κα0 τ97 µεγ�θει.

ί . Στερε? γων*α �στ0ν 6 Eπ; πλει	νων P δ8ο γραµµ9ν :πτοµ�νων �λλ"λων κα0 µ� �ν τ�@
α�τ�@ �πιφανε*αc ο�σ9ν πρ;ς π-σαις τα�ς γραµµα�ς κλ*σις. RΑλλωςV στερε? γων*α �στ0ν 6 Eπ;
πλει	νων P δ8ο γωνι9ν �πιπ�δων περιεχοµ�νη µ� ο�σ9ν �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς )ν0 σηµε*ω7
συνισταµ�νων.

ιά . Πυραµ*ς �στι σχ�µα στερε;ν �πιπ�δοις περιεχ	µενον �π; )ν;ς �πιπ�δου πρ;ς )ν0 σηµε*ω7
συνεστSς.
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ιβ́ . Πρ*σµα �στ0 σχ�µα στερε;ν �πιπ�δοις περιεχ	µενον, gν δ8ο τ? �πεναντ*ον %σα τε κα0
Dµοι- �στι κα0 παρ-λληλα, τ? δ� λοιπ? παραλληλ	γραµµα.

ιγ́ . Σφα�ρ- �στιν, Dταν 6µικυκλ*ου µενο8σης τ�ς διαµ�τρου περιενεχθ�ν τ; 6µικ8κλιον εJς
τ; α�τ; π-λιν �ποκατασταθ�@, Dθεν Fρ$ατο φ�ρεσθαι, τ; περιληφθ�ν σχ�µα.

ιδ́ . RΑ$ων δ� τ�ς σφα*ρας �στ0ν 6 µ�νουσα ε�θε�α, περ0 Bν τ; 6µικ8κλιον στρ�φεται.

ιέ . Κ�ντρον δ� τ�ς σφα*ρας �στ0 τ; α�τ	, / κα0 τοI 6µικυκλ*ου.

ι3́ . ∆ι-µετρος δ� τ�ς σφα*ρας �στ0ν ε�θε�- τις δι? τοI κ�ντρου Lγµ�νη κα0 περατουµ�νη �φ(
)κ-τερα τ? µ�ρη Eπ; τ�ς �πιφανε*ας τ�ς σφα*ρας.

ιζ́ . Κ9ν	ς �στιν, Dταν Aρθογων*ου τριγSνου µενο8σης µιHς πλευρHς τ9ν περ0 τ�ν Aρθ�ν
γων*αν περιενεχθ�ν τ; τρ*γωνον εJς τ; α�τ; π-λιν �ποκατασταθ�@, Dθεν Fρ$ατο φ�ρεσθαι, τ;
περιληφθ�ν σχ�µα. κlν µ�ν 6 µ�νουσα ε�θε�α %ση k@ τ�@ λοιπ�@ [τ�@] περ0 τ�ν Aρθ�ν περιφεροµ�νη@,
AρθογSνιος 1σται b κ9νος, �?ν δ� �λ-ττων, �µβλυγSνιος, �?ν δ� µε*ζων, A$υγSνιος.

ιή . RΑ$ων δ� τοI κSνου �στ0ν 6 µ�νουσα ε�θε�α, περ0 Bν τ; τρ*γωνον στρ�φεται.

ιθ́ . Β-σις δ� b κ8κλος b Eπ; τ�ς περιφεροµ�νης ε�θε*ας γραφ	µενος.

κ́ . Κ8λινδρ	ς �στιν, Dταν Aρθογων*ου παραλληλογρ-µµου µενο8σης µιHς πλευρHς τ9ν περ0
τ�ν Aρθ�ν γων*αν περιενεχθ�ν τ; παραλληλ	γραµµον εJς τ; α�τ; π-λιν �ποκατασταθ�@, Dθεν
Fρ$ατο φ�ρεσθαι, τ; περιληφθ�ν σχ�µα.

κά . RΑ$ων δ� τοI κυλ*νδρου �στ0ν 6 µ�νουσα ε�θε�α, περ0 Bν τ; παραλληλ	γραµµον στρ�φεται.

κβ́ . Β-σεις δ� ο= κ8κλοι ο= Eπ; τ9ν �πεναντ*ον περιαγοµ�νων δ8ο πλευρ9ν γραφ	µενοι.

κγ́ . <Οµοιοι κ9νοι κα0 κ8λινδρο* εJσιν, gν οX τε Z$ονες κα0 α= δι-µετροι τ9ν β-σεων �ν-λογ	ν
εJσιν.

κδ́ . Κ8βος �στ0 σχ�µα στερε;ν Eπ; o$ τετραγSνων %σων περιεχ	µενον.

κέ . +Οκτ-εδρ	ν �στι σχ�µα στερε;ν Eπ; Aκτ� τριγSνων %σων κα0 Jσοπλε8ρων περιεχ	µενον.

κ3́ . ΕJκοσ-εδρ	ν �στι σχ�µα στερε;ν Eπ; ε%κοσι τριγSνων %σων κα0 Jσοπλε8ρων περιεχ	µενον.

κζ́ . ∆ωδεκ-εδρ	ν �στι σχ�µα στερε;ν Eπ; δSδεκα πενταγSνων %σων κα0 Jσοπλε8ρων κα0
Jσογων*ων περιεχ	µενον.

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

ΙΆ .ά

Ε�θε*ας γραµµ�ς µ�ρος µ�ν τι ο�κ 1στιν �ν τ97 Eποκειµ�νω7, �πιπ�δω7, µ�ρος δ� τι �ν µετεωροτ�ρω7.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, ε�θε*ας γραµµ�ς τ�ς ΑΒΓ µ�ρος µ�ν τι τ; ΑΒ 1στω �ν τ97 Eποκειµ�νω7
�πιπ�δω7, µ�ρος δ� τι τ; ΒΓ �ν µετεωροτ�ρω7. RΕσται δ" τις τ�@ ΑΒ συνεχ�ς ε�θε�α �π( ε�θε*ας
�ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7. 1στω 6 Β∆V δ8ο Zρα ε�θει9ν τ9ν ΑΒΓ, ΑΒ∆ κοιν;ν τµ�µ-
�στιν 6 ΑΒV Dπερ �στ0ν �δ8νατον, �πειδ"περ �?ν κ�ντρω7 τ97 Β κα0 διαστ"µατι τ97 ΑΒ κ8κλον
γρ-ψωµεν, α= δι-µετροι �ν*σους �πολ"ψονται τοI κ8κλου περιφερε*ας. Ε�θε*ας Zρα γραµµ�ς
µ�ρος µ�ν τι ο�κ 1στιν �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7, τ; δ� �ν µετεωροτ�ρω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .β́
+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι τ�µνωσιν �λλ"λας, �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7, κα0 πHν τρ*γωνον �ν )ν* �στιν
�πιπ�δω7.

∆8ο γ?ρ ε�θε�αι α= ΑΒ, Γ∆ τεµν�τωσαν �λλ"λας κατ? τ; Ε σηµε�ονV λ�γω, Dτι α= ΑΒ,
Γ∆ �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7, κα0 πHν τρ*γωνον �ν )ν* �στιν �πιπ�δω7.
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ΕJλ"φθω γ?ρ �π0 τ9ν ΕΓ, ΕΒ τυχ	ντα σηµε�α τ? Ζ, Η, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΓΒ, ΖΗ, κα0
δι"χθωσαν α= ΖΘ, ΗΚV λ�γω πρ9τον, Dτι τ; ΕΓΒ τρ*γωνον �ν )ν* �στιν �πιπ�δω7. εJ γ-ρ �στι
τοI ΕΓΒ τριγSνου µ�ρος Fτοι τ; ΖΘΓ P τ; ΗΒΚ �ν τ97 Eποκειµ�νω7 [�πιπ�δω7], τ; δ� λοιπ;ν
�ν Zλλω7, 1σται κα0 µιHς τ9ν ΕΓ, ΕΒ ε�θει9ν µ�ρος µ�ν τι �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7, τ;
δ� �ν Zλλω7. εJ δ� τοI ΕΓΒ τριγSνου τ; ΖΓΒΗ µ�ρος k@ �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7, τ; δ�
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λοιπ;ν �ν Zλλω7, 1σται κα0 �µφοτ�ρων τ9ν ΕΓ, ΕΒ ε�θει9ν µ�ρος µ�ν τι �ν τ97 Eποκειµ�νω7
�πιπ�δω7, τ; δ� �ν Zλλω7V Dπερ Zτοπον �δε*χθη. τ; Zρα ΕΓΒ τρ*γωνον �ν )ν* �στιν �πιπ�δω7.
�ν g7 δ� �στι τ; ΕΓΒ τρ*γωνον, �ν το8τω7 κα0 )κατ�ρα τ9ν ΕΓ, ΕΒ, �ν g7 δ� )κατ�ρα τ9ν ΕΓ,
ΕΒ, �ν το8τω7 κα0 α= ΑΒ, Γ∆. α= ΑΒ, Γ∆ Zρα ε�θε�αι �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7, κα0 πHν τρ*γωνον
�ν )ν* �στιν �πιπ�δω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .γ́
+Ε?ν δ8ο �π*πεδα τ�µνη@ Zλληλα, 6 κοιν� α�τ9ν τοµ� ε�θε�- �στιν.

∆8ο γ?ρ �π*πεδα τ? ΑΒ, ΒΓ τεµν�τω Zλληλα, κοιν� δ� α�τ9ν τοµ� 1στω 6 ∆Β γραµµ"V
λ�γω, Dτι 6 ∆Β γραµµ� ε�θε�- �στιν.

�

�

�

�

�
�

Α

Β
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∆

ΕΖ

ΕJ γ?ρ µ", �πεζε8χθω �π; τοI ∆ �π0 τ; Β �ν µ�ν τ97 ΑΒ �πιπ�δω7 ε�θε�α 6 ∆ΕΒ, �ν δ�
τ97 ΒΓ �πιπ�δω7 ε�θε�α 6 ∆ΖΒ. 1σται δ� δ8ο ε�θει9ν τ9ν ∆ΕΒ, ∆ΖΒ τ? α�τ? π�ρατα, κα0
περι�$ουσι δηλαδ� χωρ*ονV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα α= ∆ΕΒ, ∆ΖΒ ε�θε�α* εJσιν. bµο*ως δ�
δε*$οµεν, Dτι ο�δ� Zλλη τις �π; τοI ∆ �π0 τ; Β �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α 1σται πλ�ν τ�ς ∆Β
κοιν�ς τοµ�ς τ9ν ΑΒ, ΒΓ �πιπ�δων. +Ε?ν Zρα δ8ο �π*πεδα τ�µνη@ Zλληλα, 6 κοιν� α�τ9ν τοµ�
ε�θε�- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .δ́
+Ε?ν ε�θε�α δ8ο ε�θε*αις τεµνο8σαις �λλ"λας πρ;ς Aρθ?ς �π0 τ�ς κοιν�ς τοµ�ς �πισταθ�@, κα0
τ97 δ* α�τ9ν �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σται.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΕΖ δ8ο ε�θε*αις τα�ς ΑΒ, Γ∆ τεµνο8σαις �λλ"λας κατ? τ; Ε σηµε�ον
�π; τοI Ε πρ;ς Aρθ?ς �φεστ-τωV λ�γω, Dτι 6 ΕΖ κα0 τ97 δι? τ9ν ΑΒ, Γ∆ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς
�στιν.
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+Απειλ"φθωσαν γ?ρ α= ΑΕ, ΕΒ, ΓΕ, Ε∆ %σαι �λλ"λαις, κα0 δι"χθω τις δι? τοI Ε, jς
1τυχεν, 6 ΗΕΘ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Α∆, ΓΒ, κα0 1τι �π; τυχ	ντος τοI Ζ �πεζε8χθωσαν α=
ΖΑ, ΖΗ, Ζ∆, ΖΓ, ΖΘ, ΖΒ. κα0 �πε0 δ8ο α= ΑΕ, Ε∆ δυσ0 τα�ς ΓΕ, ΕΒ %σαι εJσ0 κα0 γων*ας
%σας περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 Α∆ β-σει τ�@ ΓΒ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΕ∆ τρ*γωνον τ97 ΓΕΒ
τριγSνω7 %σον 1σταιV hστε κα0 γων*α 6 Eπ; ∆ΑΕ γων*αc τ�@ Eπ; ΕΒΓ %ση [�στ*ν]. 1στι δ� κα0
6 Eπ; ΑΕΗ γων*α τ�@ Eπ; ΒΕΘ %ση. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ΑΗΕ, ΒΕΘ τ?ς δ8ο γων*ας δυσ0
γων*αις %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην τ�ν πρ;ς τα�ς %σαις
γων*αις τ�ν ΑΕ τ�@ ΕΒV κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ουσιν. %ση
Zρα 6 µ�ν ΗΕ τ�@ ΕΘ, 6 δ� ΑΗ τ�@ ΒΘ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΕ τ�@ ΕΒ, κοιν� δ� κα0 πρ;ς
Aρθ?ς 6 ΖΕ, β-σις Zρα 6 ΖΑ β-σει τ�@ ΖΒ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΖΓ τ�@ Ζ∆ �στιν
%ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ΓΒ, 1στι δ� κα0 6 ΖΑ τ�@ ΖΒ %ση, δ8ο δ� α= ΖΑ, Α∆ δυσ0 τα�ς
ΖΒ, ΒΓ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 β-σις 6 Ζ∆ β-σει τ�@ ΖΓ �δε*χθη %σηV κα0 γων*α Zρα
6 Eπ; ΖΑ∆ γων*αc τ�@ Eπ; ΖΒΓ %ση �στ*ν. κα0 �πε0 π-λιν �δε*χθη 6 ΑΗ τ�@ ΒΘ %ση, �λλ? µ�ν
κα0 6 ΖΑ τ�@ ΖΒ %ση, δ8ο δ� α= ΖΑ, ΑΗ δυσ0 τα�ς ΖΒ, ΒΘ %σαι εJσ*ν. κα0 γων*α 6 Eπ; ΖΑΗ
�δε*χθη %ση τ�@ Eπ; ΖΒΘV β-σις Zρα 6 ΖΗ β-σει τ�@ ΖΘ �στιν %ση. κα0 �πε0 π-λιν %ση �δε*χθη
6 ΗΕ τ�@ ΕΘ, κοιν� δ� 6 ΕΖ, δ8ο δ� α= ΗΕ, ΕΖ δυσ0 τα�ς ΘΕ, ΕΖ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις 6 ΖΗ
β-σει τ�@ ΖΘ %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ΗΕΖ γων*αc τ�@ Eπ; ΘΕΖ %ση �στ*ν. Aρθ� Zρα )κατ�ρα τ9ν
Eπ; ΗΕΖ, ΘΕΖ γωνι9ν. 6 ΖΕ Zρα πρ;ς τ�ν ΗΘ τυχ	ντως δι? τοI Ε �χθε�σαν Aρθ" �στιν.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι 6 ΖΕ κα0 πρ;ς π-σας τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97
Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι"σει γων*ας. ε�θε�α δ� πρ;ς �π*πεδον Aρθ" �στιν, Dταν πρ;ς
π-σας τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι�@ γων*αςV 6 ΖΕ
Zρα τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. τ; δ� Eποκε*µενον �π*πεδ	ν �στι τ; δι? τ9ν
ΑΒ, Γ∆ ε�θει9ν. 6 ΖΕ Zρα πρ;ς Aρθ-ς �στι τ97 δι? τ9ν ΑΒ, Γ∆ �πιπ�δω7. +Ε?ν Zρα ε�θε�α
δ8ο ε�θε*αις τεµνο8σαις �λλ"λας πρ;ς Aρθ?ς �π0 τ�ς κοιν�ς τοµ�ς �πισταθ�@, κα0 τ97 δ* α�τ9ν
�πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .έ

+Ε?ν ε�θε�α τρισ0ν ε�θε*αις :πτοµ�ναις �λλ"λων πρ;ς Aρθ?ς �π0 τ�ς κοιν�ς τοµ�ς �πισταθ�@,
α= τρε�ς ε�θε�αι �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τρισ0ν ε�θε*αις τα�ς ΒΓ, Β∆, ΒΕ πρ;ς Aρθ?ς �π0 τ�ς κατ? τ; Β :φ�ς
�φεστ-τωV λ�γω, Dτι α= ΒΓ, Β∆, ΒΕ �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7.
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Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, 1στωσαν α= µ�ν Β∆, ΒΕ �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7, 6 δ� ΒΓ
�ν µετεωροτ�ρω7, κα0 �κβεβλ"σθω τ; δι? τ9ν ΑΒ, ΒΓ �π*πεδονV κοιν�ν δ� τοµ�ν ποι"σει �ν
τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 ε�θε�αν. ποιε*τω τ�ν ΒΖ. �ν )ν0 Zρα εJσ0ν �πιπ�δω7 τ97 διηγµ�νω7 δι?
τ9ν ΑΒ, ΒΓ α= τρε�ς ε�θε�αι α= ΑΒ, ΒΓ, ΒΖ. κα0 �πε0 6 ΑΒ Aρθ" �στι πρ;ς )κατ�ραν τ9ν
Β∆, ΒΕ, κα0 τ97 δι? τ9ν Β∆, ΒΕ Zρα �πιπ�δω7 Aρθ" �στιν 6 ΑΒ. τ; δ� δι? τ9ν Β∆, ΒΕ
�π*πεδον τ; Eποκε*µεν	ν �στινV 6 ΑΒ Zρα Aρθ" �στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον. hστε
κα0 πρ;ς π-σας τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 Aρθ?ς
ποι"σει γων*ας 6 ΑΒ. rπτεται δ� α�τ�ς 6 ΒΖ οYσα �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7V 6 Zρα Eπ;
ΑΒΖ γων*α Aρθ" �στιν. Eπ	κειται δ� κα0 6 Eπ; ΑΒΓ Aρθ"V %ση Zρα 6 Eπ; ΑΒΖ γων*α τ�@ Eπ;
ΑΒΓ. κα* εJσιν �ν )ν0 �πιπ�δω7V Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 ΒΓ ε�θε�α �ν µετεωροτ�ρω7
�στ0ν �πιπ�δω7V α= τρε�ς Zρα ε�θε�αι α= ΒΓ, Β∆, ΒΕ �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7. +Ε?ν Zρα ε�θε�α
τρισ0ν ε�θε*αις :πτοµ�ναις �λλ"λων �π0 τ�ς :φ�ς πρ;ς Aρθ?ς �πισταθ�@, α= τρε�ς ε�θε�αι �ν
)ν* εJσιν �πιπ�δω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .3́

+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς >σιν, παρ-λληλοι 1σονται α= ε�θε�αι.

∆8ο γ?ρ ε�θε�αι α= ΑΒ, Γ∆ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1στωσανV λ�γω, Dτι
παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆.
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Συµβαλλ�τωσαν γ?ρ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 κατ? τ? Β, ∆ σηµε�α, κα0 �πεζε8χθω 6
Β∆ ε�θε�α, κα0 Fχθω τ�@ Β∆ πρ;ς Aρθ?ς �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 6 ∆Ε, κα0 κε*σθω
τ�@ ΑΒ %ση 6 ∆Ε, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΒΕ, ΑΕ, Α∆. Κα0 �πε0 6 ΑΒ Aρθ" �στι πρ;ς τ;
Eποκε*µενον �π*πεδον, κα0 πρ;ς π-σας [Zρα] τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97
Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι"σει γων*ας. rπτεται δ� τ�ς ΑΒ )κατ�ρα τ9ν Β∆, ΒΕ οYσα �ν
τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7V Aρθ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΑΒ∆, ΑΒΕ γωνι9ν. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 )κατ�ρα τ9ν Eπ; Γ∆Β, Γ∆Ε Aρθ" �στιν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε, κοιν� δ� 6
Β∆, δ8ο δ� α= ΑΒ, Β∆ δυσ0 τα�ς Ε∆, ∆Β %σαι εJσ*νV κα0 γων*ας Aρθ?ς περι�χουσινV β-σις
Zρα 6 Α∆ β-σει τ�@ ΒΕ �στιν %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε, �λλ? κα0 6 Α∆ τ�@ ΒΕ,
δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΕ δυσ0 τα�ς Ε∆, ∆Α %σαι εJσ*νV κα0 β-σις α�τ9ν κοιν� 6 ΑΕV γων*α Zρα 6
Eπ; ΑΒΕ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Α �στιν %ση. Aρθ� δ� 6 Eπ; ΑΒΕV Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; Ε∆ΑV 6
Ε∆ Zρα πρ;ς τ�ν ∆Α Aρθ" �στιν. 1στι δ� κα0 πρ;ς )κατ�ραν τ9ν Β∆, ∆Γ Aρθ". 6 Ε∆ Zρα
τρισ0ν ε�θε*αις τα�ς Β∆, ∆Α, ∆Γ πρ;ς Aρθ?ς �π0 τ�ς :φ�ς �φ�στηκενV α= τρε�ς Zρα ε�θε�αι
α= Β∆, ∆Α, ∆Γ �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7. �ν g7 δ� α= ∆Β, ∆Α, �ν το8τω7 κα0 6 ΑΒV πHν γ?ρ
τρ*γωνον �ν )ν* �στιν �πιπ�δω7V α= Zρα ΑΒ, Β∆, ∆Γ ε�θε�αι �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7. κα* �στιν
Aρθ� )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΑΒ∆, Β∆Γ γωνι9νV παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆. +Ε?ν Zρα δ8ο
ε�θε�αι τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς >σιν, παρ-λληλοι 1σονται α= ε�θε�αιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ζ́

+Ε?ν >σι δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι, ληφθ�@ δ� �φ( )κατ�ρας α�τ9ν τυχ	ντα σηµε�α, 6 �π0 τ?
σηµε�α �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 �στ0 τα�ς παραλλ"λοις.
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RΕστωσαν δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι α= ΑΒ, Γ∆, κα0 εJλ"φθω �φ( )κατ�ρας α�τ9ν τυχ	ντα
σηµε�α τ? Ε, ΖV λ�γω, Dτι 6 �π0 τ? Ε, Ζ σηµε�α �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7
�στ0 τα�ς παραλλ"λοις. Μ� γ-ρ, �λλ( εJ δυνατ	ν, 1στω �ν µετεωροτ�ρω7 jς 6 ΕΗΖ, κα0
δι"χθω δι? τ�ς ΕΗΖ �π*πεδονV τοµ�ν δ� ποι"σει �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 ε�θε�αν. ποιε*τω
jς τ�ν ΕΖV δ8ο Zρα ε�θε�αι α= ΕΗΖ, ΕΖ χωρ*ον περι�$ουσινV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα 6
�π; τοI Ε �π0 τ; Ζ �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ν µετεωροτ�ρω7 �στ0ν �πιπ�δω7V �ν τ97 δι? τ9ν ΑΒ,
Γ∆ Zρα παραλλ"λων �στ0ν �πιπ�δω7 6 �π; τοI Ε �π0 τ; Ζ �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α. +Ε?ν Zρα
>σι δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι, ληφθ�@ δ� �φ( )κατ�ρας α�τ9ν τυχ	ντα σηµε�α, 6 �π0 τ? σηµε�α
�πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 �στ0 τα�ς παραλλ"λοιςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ή
+Ε?ν >σι δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι, 6 δ� )τ�ρα α�τ9ν �πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 6 λοιπ�
τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σται.
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RΕστωσαν δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι α= ΑΒ, Γ∆, 6 δ� )τ�ρα α�τ9ν 6 ΑΒ τ97 Eποκειµ�νω7
�πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1στωV λ�γω, Dτι κα0 6 λοιπ� 6 Γ∆ τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σται.
Συµβαλλ�τωσαν γ?ρ α= ΑΒ, Γ∆ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 κατ? τ? Β, ∆ σηµε�α, κα0 �πεζε8χθω
6 Β∆V α= ΑΒ, Γ∆, Β∆ Zρα �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7. Fχθω τ�@ Β∆ πρ;ς Aρθ?ς �ν τ97 Eποκειµ�νω7
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�πιπ�δω7 6 ∆Ε, κα0 κε*σθω τ�@ ΑΒ %ση 6 ∆Ε, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΒΕ, ΑΕ, Α∆. κα0 �πε0 6 ΑΒ
Aρθ" �στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον, κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας
κα0 οUσας �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν 6 ΑΒV Aρθ� Zρα [�στ0ν] )κατ�ρα τ9ν
Eπ; ΑΒ∆, ΑΒΕ γωνι9ν. κα0 �πε0 εJς παραλλ"λους τ?ς ΑΒ, Γ∆ ε�θε�α �µπ�πτωκεν 6 Β∆,
α= Zρα Eπ; ΑΒ∆, Γ∆Β γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. Aρθ� δ� 6 Eπ; ΑΒ∆V Aρθ� Zρα κα0 6
Eπ; Γ∆ΒV 6 Γ∆ Zρα πρ;ς τ�ν Β∆ Aρθ" �στιν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε, κοιν� δ� 6
Β∆, δ8ο δ� α= ΑΒ, Β∆ δυσ0 τα�ς Ε∆, ∆Β %σαι εJσ*νV κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒ∆ γων*αc τ�@ Eπ;
Ε∆Β %σηV Aρθ� γ?ρ )κατ�ραV β-σις Zρα 6 Α∆ β-σει τ�@ ΒΕ %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΒ
τ�@ ∆Ε, 6 δ� ΒΕ τ�@ Α∆, δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΕ δυσ0 τα�ς Ε∆, ∆Α %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc.
κα0 β-σις α�τ9ν κοιν� 6 ΑΕV γων*α Zρα 6 Eπ; ΑΒΕ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Α �στιν %ση. Aρθ� δ�
6 Eπ; ΑΒΕV Aρθ� Zρα κα0 6 Eπ; Ε∆ΑV 6 Ε∆ Zρα πρ;ς τ�ν Α∆ Aρθ" �στιν. 1στι δ� κα0 πρ;ς
τ�ν ∆Β Aρθ"V 6 Ε∆ Zρα κα0 τ97 δι? τ9ν Β∆, ∆Α �πιπ�δω7 Aρθ" �στιν. κα0 πρ;ς π-σας Zρα
τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 δι? τ9ν Β∆Α �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι"σει γων*ας
6 Ε∆. �ν δ� τ97 δι? τ9ν Β∆Α �πιπ�δω7 �στ0ν 6 ∆Γ, �πειδ"περ �ν τ97 δι? τ9ν Β∆Α �πιπ�δω7
εJσ0ν α= ΑΒ, Β∆, �ν g7 δ� α= ΑΒ, Β∆, �ν το8τω7 �στ0 κα0 6 ∆Γ. 6 Ε∆ Zρα τ�@ ∆Γ πρ;ς Aρθ-ς
�στινV hστε κα0 6 Γ∆ τ�@ ∆Ε πρ;ς Aρθ-ς �στιν. 1στι δ� κα0 6 Γ∆ τ�@ Β∆ πρ;ς Aρθ-ς. 6 Γ∆
Zρα δ8ο ε�θε*αις τεµνο8σαις �λλ"λας τα�ς ∆Ε, ∆Β �π; τ�ς κατ? τ; ∆ τοµ�ς πρ;ς Aρθ?ς
�φ�στηκενV hστε 6 Γ∆ κα0 τ97 δι? τ9ν ∆Ε, ∆Β �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. τ; δ� δι? τ9ν
∆Ε, ∆Β �π*πεδον τ; Eποκε*µεν	ν �στινV 6 Γ∆ Zρα τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν.
+Ε?ν Zρα >σι δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι, 6 δ� µ*α α�τ9ν �πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 6 λοιπ�
τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .θ́
Α= τ�@ α�τ�@ ε�θε*αc παρ-λληλοι κα0 µ� οYσαι α�τ�@ �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 κα0 �λλ"λαις εJσ0
παρ-λληλοι.
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RΕστω γ?ρ )κατ�ρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ τ�@ ΕΖ παρ-λληλος µ� οYσαι α�τ�@ �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7V
λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆. ΕJλ"φθω γ?ρ �π0 τ�ς ΕΖ τυχ;ν σηµε�ον τ; Η, κα0
�π( α�τοI τ�@ ΕΖ �ν µ�ν τ97 δι? τ9ν ΕΖ, ΑΒ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ΗΘ, �ν δ� τ97 δι?
τ9ν ΖΕ, Γ∆ τ�@ ΕΖ π-λιν πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ΗΚ. κα0 �πε0 6 ΕΖ πρ;ς )κατ�ραν τ9ν ΗΘ, ΗΚ
Aρθ" �στιν, 6 ΕΖ Zρα κα0 τ97 δι? τ9ν ΗΘ, ΗΚ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. κα* �στιν 6 ΕΖ
τ�@ ΑΒ παρ-λληλοςV κα0 6 ΑΒ Zρα τ97 δι? τ9ν ΘΗΚ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 6 Γ∆ τ97 δι? τ9ν ΘΗΚ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στινV )κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ τ97 δι?
τ9ν ΘΗΚ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. �?ν δ� δ8ο ε�θε�αι τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς >σιν,
παρ-λληλο* εJσιν α= ε�θε�αιV παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ Γ∆V Dπερ 1δει δε�$αι.
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ΙΆ .ί

+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων παρ? δ8ο ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων >σι µ� �ν τ97
α�τ97 �πιπ�δω7, %σας γων*ας περι�$ουσιν.
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∆8ο γ?ρ ε�θε�αι α= ΑΒ, ΒΓ :πτ	µεναι �λλ"λων παρ? δ8ο ε�θε*ας τ?ς ∆Ε, ΕΖ :πτοµ�νας
�λλ"λων 1στωσαν µ� �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7V λ�γω, Dτι %ση �στ0ν 6 Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ;
∆ΕΖ. +Απειλ"φθωσαν γ?ρ α= ΒΑ, ΒΓ, Ε∆, ΕΖ %σαι �λλ"λαις, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Α∆, ΓΖ,
ΒΕ, ΑΓ, ∆Ζ. κα0 �πε0 6 ΒΑ τ�@ Ε∆ %ση �στ0 κα0 παρ-λληλος, κα0 6 Α∆ Zρα τ�@ ΒΕ %ση �στ0
κα0 παρ-λληλος. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΓΖ τ�@ ΒΕ %ση �στ0 κα0 παρ-λληλοςV )κατ�ρα Zρα τ9ν
Α∆, ΓΖ τ�@ ΒΕ %ση �στ0 κα0 παρ-λληλος. α= δ� τ�@ α�τ�@ ε�θε*αc παρ-λληλοι κα0 µ� οYσαι α�τ�@
�ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 κα0 �λλ"λαις εJσ0 παρ-λληλοιV παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ΓΖ κα0
%ση. κα0 �πιζευγν8ουσιν α�τ?ς α= ΑΓ, ∆ΖV κα0 6 ΑΓ Zρα τ�@ ∆Ζ %ση �στ0 κα0 παρ-λληλος.
κα0 �πε0 δ8ο α= ΑΒ, ΒΓ δυσ0 τα�ς ∆Ε, ΕΖ %σαι εJσ*ν, κα0 β-σις 6 ΑΓ β-σει τ�@ ∆Ζ %ση, γων*α
Zρα 6 Eπ; ΑΒΓ γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΕΖ �στιν %ση. +Ε?ν Zρα δ8ο ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων παρ?
δ8ο ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων >σι µ� �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7, %σας γων*ας περι�$ουσινV Dπερ
1δει δε�$αι.

ΙΆ .ιά

+Απ; τοI δοθ�ντος σηµε*ου µετεSρου �π0 τ; δοθ�ν �π*πεδον κ-θετον ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν.
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RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν σηµε�ον µετ�ωρον τ; Α, τ; δ� δοθ�ν �π*πεδον τ; Eποκε*µενονV δε� δ�
�π; τοI Α σηµε*ου �π0 τ; Eποκε*µενον �π*πεδον κ-θετον ε�θε�αν γραµµ�ν �γαγε�ν. ∆ι"χθω
γ-ρ τις �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 ε�θε�α, jς 1τυχεν, 6 ΒΓ, κα0 Fχθω �π; τοI Α σηµε*ου
�π0 τ�ν ΒΓ κ-θετος 6 Α∆. εJ µ�ν οYν 6 Α∆ κ-θετ	ς �στι κα0 �π0 τ; Eποκε*µενον �π*πεδον,
γεγον;ς lν ε%η τ; �πιταχθ�ν. εJ δ� οU, Fχθω �π; τοI ∆ σηµε*ου τ�@ ΒΓ �ν τ97 Eποκειµ�νω7
�πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 6 ∆Ε, κα0 Fχθω �π; τοI Α �π0 τ�ν ∆Ε κ-θετος 6 ΑΖ, κα0 δι? τοI Ζ
σηµε*ου τ�@ ΒΓ παρ-λληλος Fχθω 6 ΗΘ. Κα0 �πε0 6 ΒΓ )κατ�ραc τ9ν ∆Α, ∆Ε πρ;ς Aρθ-ς
�στιν, 6 ΒΓ Zρα κα0 τ97 δι? τ9ν Ε∆Α �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. κα* �στιν α�τ�@ παρ-λληλος
6 ΗΘV �?ν δ� >σι δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι, 6 δ� µ*α α�τ9ν �πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 6
λοιπ� τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σταιV κα0 6 ΗΘ Zρα τ97 δι? τ9ν Ε∆, ∆Α �πιπ�δω7 πρ;ς
Aρθ-ς �στιν. κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 δι? τ9ν Ε∆,
∆Α �πιπ�δω7 Aρθ" �στιν 6 ΗΘ. rπτεται δ� α�τ�ς 6 ΑΖ οYσα �ν τ97 δι? τ9ν Ε∆, ∆Α �πιπ�δω7V
6 ΗΘ Zρα Aρθ" �στι πρ;ς τ�ν ΖΑV hστε κα0 6 ΖΑ Aρθ" �στι πρ;ς τ�ν ΘΗ. 1στι δ� 6 ΑΖ κα0
πρ;ς τ�ν ∆Ε Aρθ"V 6 ΑΖ Zρα πρ;ς )κατ�ραν τ9ν ΗΘ, ∆Ε Aρθ" �στιν. �?ν δ� ε�θε�α δυσ0ν
ε�θε*αις τεµνο8σαις �λλ"λας �π0 τ�ς τοµ�ς πρ;ς Aρθ?ς �πισταθ�@, κα0 τ97 δ* α�τ9ν �πιπ�δω7
πρ;ς Aρθ?ς 1σταιV 6 ΖΑ Zρα τ97 δι? τ9ν Ε∆, ΗΘ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. τ; δ� δι? τ9ν
Ε∆, ΗΘ �π*πεδ	ν �στι τ; Eποκε*µενονV 6 ΑΖ Zρα τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν.
+Απ; τοI Zρα δοθ�ντος σηµε*ου µετεSρου τοI Α �π0 τ; Eποκε*µενον �π*πεδον κ-θετος ε�θε�α
γραµµ� kκται 6 ΑΖV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ΙΆ .ιβ́

Τ97 δοθ�ντι �πιπ�δω7 �π; τοI πρ;ς α�τ97 δοθ�ντος σηµε*ου πρ;ς Aρθ?ς ε�θε�αν γραµµ�ν
�ναστ�σαι.
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RΕστω τ; µ�ν δοθ�ν �π*πεδον τ; Eποκε*µενον, τ; δ� πρ;ς α�τ97 σηµε�ον τ; ΑV δε� δ� �π;
τοI Α σηµε*ου τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς ε�θε�αν γραµµ�ν �ναστ�σαι. Νενο"σθω
τι σηµε�ον µετ�ωρον τ; Β, κα0 �π; τοI Β �π0 τ; Eποκε*µενον �π*πεδον κ-θετος Fχθω 6 ΒΓ,
κα0 δι? τοI Α σηµε*ου τ�@ ΒΓ παρ-λληλος Fχθω 6 Α∆. +Επε0 οYν δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλο*
εJσιν α= Α∆, ΓΒ, 6 δ� µ*α α�τ9ν 6 ΒΓ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν, κα0 6 λοιπ�
Zρα 6 Α∆ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. Τ97 Zρα δοθ�ντι �πιπ�δω7 �π; τοI πρ;ς
α�τ97 σηµε*ου τοI Α πρ;ς Aρθ?ς �ν�σταται 6 Α∆V Dπερ 1δει ποι�σαι.

ΙΆ .ιγ́
+Απ; τοI α�τοI σηµε*ου τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 δ8ο ε�θε�αι πρ;ς Aρθ?ς ο�κ �ναστ"σονται �π0 τ?
α�τ? µ�ρη.
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ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, �π; τοI α�τοI σηµε*ου τοI Α τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 δ8ο ε�θε�αι α= ΑΒ,
ΑΓ πρ;ς Aρθ?ς �νεστ-τωσαν �π0 τ? α�τ? µ�ρη, κα0 δι"χθω τ; δι? τ9ν ΒΑ, ΑΓ �π*πεδονV



προτ-σεις 369

τοµ�ν δ� ποι"σει δι? τοI Α �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 ε�θε�αν. ποιε*τω τ�ν ∆ΑΕV α= Zρα
ΑΒ, ΑΓ, ∆ΑΕ ε�θε�αι �ν )ν* εJσιν �πιπ�δω7. κα0 �πε0 6 ΓΑ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς
Aρθ-ς �στιν, κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 Eποκειµ�νω7
�πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι"σει γων*ας. rπτεται δ� α�τ�ς 6 ∆ΑΕ οYσα �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7V 6
Zρα Eπ; ΓΑΕ γων*α Aρθ" �στιν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ΒΑΕ Aρθ" �στινV %ση Zρα 6 Eπ;
ΓΑΕ τ�@ Eπ; ΒΑΕ. κα* εJσιν �ν )ν0 �πιπ�δω7V Dπερ �στ0ν �δ8νατον. Ο�κ Zρα �π; τοI α�τοI
σηµε*ου τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 δ8ο ε�θε�αι πρ;ς Aρθ?ς �νασταθ"σονται �π0 τ? α�τ? µ�ρηV Dπερ
1δει δε�$αι.

ΙΆ .ιδ́
Πρ;ς _ �π*πεδα 6 α�τ� ε�θε�α Aρθ" �στιν, παρ-λληλα 1σται τ? �π*πεδα.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ πρ;ς )κ-τερον τ9ν Γ∆, ΕΖ �πιπ�δων πρ;ς Aρθ?ς 1στωV λ�γω, Dτι
παρ-λληλ- �στι τ? �π*πεδα.
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ΕJ γ?ρ µ", �κβαλλ	µενα συµπεσοIνται. συµπιπτ�τωσανV ποι"σουσι δ� κοιν�ν τοµ�ν
ε�θε�αν. ποιε*τωσαν τ�ν ΗΘ, κα0 εJλ"φθω �π0 τ�ς ΗΘ τυχ;ν σηµε�ον τ; Κ, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΑΚ, ΒΚ. κα0 �πε0 6 ΑΒ Aρθ" �στι πρ;ς τ; ΕΖ �π*πεδον, κα0 πρ;ς τ�ν ΒΚ Zρα ε�θε�αν
οYσαν �ν τ97 ΕΖ �κβληθ�ντι �πιπ�δω7 Aρθ" �στιν 6 ΑΒV 6 Zρα Eπ; ΑΒΚ γων*α Aρθ" �στιν. δι?
τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ΒΑΚ Aρθ" �στιν. τριγSνου δ� τοI ΑΒΚ α= δ8ο γων*αι α= Eπ; ΑΒΚ,
ΒΑΚ δυσ0ν Aρθα�ς εJσιν %σαιV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα τ? Γ∆, ΕΖ �π*πεδα �κβαλλ	µενα
συµπεσοIνταιV παρ-λληλα Zρα �στ0 τ? Γ∆, ΕΖ �π*πεδα. Πρ;ς _ �π*πεδα Zρα 6 α�τ� ε�θε�α
Aρθ" �στιν, παρ-λληλ- �στι τ? �π*πεδαV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ιέ
+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων παρ? δ8ο ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων >σι µ� �ν τ97
α�τ97 �πιπ�δω7 οYσαι, παρ-λληλ- �στι τ? δ* α�τ9ν �π*πεδα.

∆8ο γ?ρ ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων α= ΑΒ, ΒΓ παρ? δ8ο ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων
τ?ς ∆Ε, ΕΖ 1στωσαν µ� �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 οYσαιV λ�γω, Dτι �κβαλλ	µενα τ? δι? τ9ν ΑΒ,
ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ �π*πεδα ο� συµπεσε�ται �λλ"λοις.
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RΗχθω γ?ρ �π; τοI Β σηµε*ου �π0 τ; δι? τ9ν ∆Ε, ΕΖ �π*πεδον κ-θετος 6 ΒΗ κα0
συµβαλλ�τω τ97 �πιπ�δω7 κατ? τ; Η σηµε�ον, κα0 δι? τοI Η τ�@ µ�ν Ε∆ παρ-λληλος Fχθω 6
ΗΘ, τ�@ δ� ΕΖ 6 ΗΚ. κα0 �πε0 6 ΒΗ Aρθ" �στι πρ;ς τ; δι? τ9ν ∆Ε, ΕΖ �π*πεδον, κα0 πρ;ς
π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 δι? τ9ν ∆Ε, ΕΖ �πιπ�δω7 Aρθ?ς
ποι"σει γων*ας. rπτεται δ� α�τ�ς )κατ�ρα τ9ν ΗΘ, ΗΚ οYσα �ν τ97 δι? τ9ν ∆Ε, ΕΖ �πιπ�δω7V
Aρθ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΒΗΘ, ΒΗΚ γωνι9ν. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΒΑ τ�@
ΗΘ, α= Zρα Eπ; ΗΒΑ, ΒΗΘ γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. Aρθ� δ� 6 Eπ; ΒΗΘV Aρθ� Zρα
κα0 6 Eπ; ΗΒΑV 6 ΗΒ Zρα τ�@ ΒΑ πρ;ς Aρθ-ς �στιν. δι? τ? α�τ? δ� 6 ΗΒ κα0 τ�@ ΒΓ �στι
πρ;ς Aρθ-ς. �πε0 οYν ε�θε�α 6 ΗΒ δυσ0ν ε�θε*αις τα�ς ΒΑ, ΒΓ τεµνο8σαις �λλ"λας πρ;ς
Aρθ?ς �φ�στηκεν, 6 ΗΒ Zρα κα0 τ97 δι? τ9ν ΒΑ, ΒΓ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. [δι? τ? α�τ?
δ� 6 ΒΗ κα0 τ97 δι? τ9ν ΗΘ, ΗΚ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. τ; δ� δι? τ9ν ΗΘ, ΗΚ �π*πεδ	ν
�στι τ; δι? τ9ν ∆Ε, ΕΖV 6 ΒΗ Zρα τ97 δι? τ9ν ∆Ε, ΕΖ �πιπ�δω7 �στ0 πρ;ς Aρθ-ς. �δε*χθη
δ� 6 ΗΒ κα0 τ97 δι? τ9ν ΑΒ, ΒΓ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς]. πρ;ς _ δ� �π*πεδα 6 α�τ� ε�θε�α Aρθ"
�στιν, παρ-λληλ- �στι τ? �π*πεδαV παρ-λληλον Zρα �στ0 τ; δι? τ9ν ΑΒ, ΒΓ �π*πεδον τ97 δι?
τ9ν ∆Ε, ΕΖ. +Ε?ν Zρα δ8ο ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων παρ? δ8ο ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων
>σι µ� �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7, παρ-λληλ- �στι τ? δ* α�τ9ν �π*πεδαV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ι3́
+Ε?ν δ8ο �π*πεδα παρ-λληλα Eπ; �πιπ�δου τιν;ς τ�µνηται, α= κοινα0 α�τ9ν τοµα0 παρ-λληλο*
εJσιν.

∆8ο γ?ρ �π*πεδα παρ-λληλα τ? ΑΒ, Γ∆ Eπ; �πιπ�δου τοI ΕΖΗΘ τεµν�σθω, κοινα0 δ�
α�τ9ν τοµα0 1στωσαν α= ΕΖ, ΗΘV λ�γω, Dτι παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΕΖ τ�@ ΗΘ.
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ΕJ γ?ρ µ", �κβαλλ	µεναι α= ΕΖ, ΗΘ Fτοι �π0 τ? Ζ, Θ µ�ρη P �π0 τ? Ε, Η συµπεσοIνται.
�κβεβλ"σθωσαν jς �π0 τ? Ζ, Θ µ�ρη κα0 συµπιπτ�τωσαν πρ	τερον κατ? τ; Κ. κα0 �πε0 6 ΕΖΚ
�ν τ97 ΑΒ �στιν �πιπ�δω7, κα0 π-ντα Zρα τ? �π0 τ�ς ΕΖΚ σηµε�α �ν τ97 ΑΒ �στιν �πιπ�δω7. oν δ�
τ9ν �π0 τ�ς ΕΖΚ ε�θε*ας σηµε*ων �στ0 τ; ΚV τ; Κ Zρα �ν τ97 ΑΒ �στιν �πιπ�δω7. δι? τ? α�τ?
δ� τ; Κ κα0 �ν τ97 Γ∆ �στιν �πιπ�δω7V τ? ΑΒ, Γ∆ Zρα �π*πεδα �κβαλλ	µενα συµπεσοIνται.
ο� συµπ*πτουσι δ� δι? τ; παρ-λληλα Eποκε�σθαιV ο�κ Zρα α= ΕΖ, ΗΘ ε�θε�αι �κβαλλ	µεναι
�π0 τ? Ζ, Θ µ�ρη συµπεσοIνται. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι α= ΕΖ, ΗΘ ε�θε�αι ο�δ� �π0 τ? Ε,
Η µ�ρη �κβαλλ	µεναι συµπεσοIνται. α= δ� �π0 µηδ�τερα τ? µ�ρη συµπ*πτουσαι παρ-λληλο*
εJσιν. παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΕΖ τ�@ ΗΘ. +Ε?ν Zρα δ8ο �π*πεδα παρ-λληλα Eπ; �πιπ�δου
τιν;ς τ�µνηται, α= κοινα0 α�τ9ν τοµα0 παρ-λληλο* εJσινV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ιζ́

+Ε?ν δ8ο ε�θε�αι Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων τ�µνωνται εJς τοpς α�τοpς λ	γους τµηθ"σονται.

∆8ο γ?ρ ε�θε�αι α= ΑΒ, Γ∆ Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων τ9ν ΗΘ, ΚΛ, ΜΝ τεµν�σθωσαν
κατ? τ? Α, Ε, Β, Γ, Ζ, ∆ σηµε�αV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΕ ε�θε�α πρ;ς τ�ν ΕΒ, οwτως 6 ΓΖ
πρ;ς τ�ν Ζ∆.
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+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΑΓ, Β∆, Α∆, κα0 συµβαλλ�τω 6 Α∆ τ97 ΚΛ �πιπ�δω7 κατ? τ; q
σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Εq, qΖ. κα0 �πε0 δ8ο �π*πεδα παρ-λληλα τ? ΚΛ, ΜΝ Eπ;
�πιπ�δου τοI ΕΒ∆q τ�µνεται, α= κοινα0 α�τ9ν τοµα0 α= Εq, Β∆ παρ-λληλο* εJσιν. δι?
τ? α�τ? δ� �πε0 δ8ο �π*πεδα παρ-λληλα τ? ΗΘ, ΚΛ Eπ; �πιπ�δου τοI ΑqΖΓ τ�µνεται, α=
κοινα0 α�τ9ν τοµα0 α= ΑΓ, qΖ παρ-λληλο* εJσιν. κα0 �πε0 τριγSνου τοI ΑΒ∆ παρ? µ*αν τ9ν
πλευρ9ν τ�ν Β∆ ε�θε�α kκται 6 Εq, �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, οwτως 6 Αq
πρ;ς q∆. π-λιν �πε0 τριγSνου τοI Α∆Γ παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΑΓ ε�θε�α kκται 6 qΖ,
�ν-λογ	ν �στιν jς 6 Αq πρ;ς q∆, οwτως 6 ΓΖ πρ;ς Ζ∆. �δε*χθη δ� κα0 jς 6 Αq πρ;ς q∆,
οwτως 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒV κα0 jς Zρα 6 ΑΕ πρ;ς ΕΒ, οwτως 6 ΓΖ πρ;ς Ζ∆. +Ε?ν Zρα δ8ο ε�θε�αι
Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων τ�µνωνται, εJς τοpς α�τοpς λ	γους τµηθ"σονταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ιή

+Ε?ν ε�θε�α �πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 π-ντα τ? δ* α�τ�ς �π*πεδα τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς
Aρθ?ς 1σται.

Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1στωV λ�γω, Dτι κα0 π-ντα τ?
δι? τ�ς ΑΒ �π*πεδα τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν.
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+Εκβεβλ"σθω γ?ρ δι? τ�ς ΑΒ �π*πεδον τ; ∆Ε, κα0 1στω κοιν� τοµ� τοI ∆Ε �πιπ�δου κα0
τοI Eποκειµ�νου 6 ΓΕ, κα0 εJλ"φθω �π0 τ�ς ΓΕ τυχ;ν σηµε�ον τ; Ζ, κα0 �π; τοI Ζ τ�@ ΓΕ
πρ;ς Aρθ?ς Fχθω �ν τ97 ∆Ε �πιπ�δω7 6 ΖΗ. κα0 �πε0 6 ΑΒ πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον Aρθ"
�στιν, κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7
Aρθ" �στιν 6 ΑΒV hστε κα0 πρ;ς τ�ν ΓΕ Aρθ" �στινV 6 Zρα Eπ; ΑΒΖ γων*α Aρθ" �στιν. 1στι
δ� κα0 6 Eπ; ΗΖΒ Aρθ"V παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ΖΗ. 6 δ� ΑΒ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7
πρ;ς Aρθ-ς �στινV κα0 6 ΖΗ Zρα τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. κα0 �π*πεδον πρ;ς
�π*πεδον Aρθ	ν �στιν, Dταν α= τ�@ κοιν�@ τοµ�@ τ9ν �πιπ�δων πρ;ς Aρθ?ς �γ	µεναι ε�θε�αι �ν
)ν0 τ9ν �πιπ�δων τ97 λοιπ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς >σιν. κα0 τ�@ κοιν�@ τοµ�@ τ9ν �πιπ�δων τ�@
ΓΕ �ν )ν0 τ9ν �πιπ�δων τ97 ∆Ε πρ;ς Aρθ?ς �χθε�σα 6 ΖΗ �δε*χθη τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7
πρ;ς Aρθ-ςV τ; Zρα ∆Ε �π*πεδον Aρθ	ν �στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον. bµο*ως δ� δειχθ"σεται
κα0 π-ντα τ? δι? τ�ς ΑΒ �π*πεδα Aρθ? τυγχ-νοντα πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον. +Ε?ν Zρα
ε�θε�α �πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 π-ντα τ? δ* α�τ�ς �π*πεδα τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς
1σταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .ιθ́

+Ε?ν δ8ο �π*πεδα τ�µνοντα Zλληλα �πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 6 κοιν� α�τ9ν τοµ� τ97
α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σται.

∆8ο γ?ρ �π*πεδα τ? ΑΒ, ΒΓ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1στω, κοιν� δ� α�τ9ν
τοµ� 1στω 6 Β∆V λ�γω, Dτι 6 Β∆ τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν.
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Μ� γ-ρ, κα0 Fχθωσαν �π; τοI ∆ σηµε*ου �ν µ�ν τ97 ΑΒ �πιπ�δω7 τ�@ Α∆ ε�θε*αc πρ;ς
Aρθ?ς 6 ∆Ε, �ν δ� τ97 ΒΓ �πιπ�δω7 τ�@ Γ∆ πρ;ς Aρθ?ς 6 ∆Ζ. κα0 �πε0 τ; ΑΒ �π*πεδον Aρθ	ν
�στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον, κα0 τ�@ κοιν�@ α�τ9ν τοµ�@ τ�@ Α∆ πρ;ς Aρθ?ς �ν τ97 ΑΒ �πιπ�δω7
kκται 6 ∆Ε, 6 ∆Ε Zρα Aρθ" �στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι
κα0 6 ∆Ζ Aρθ" �στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον. �π; τοI α�τοI Zρα σηµε*ου τοI ∆ τ97
Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 δ8ο ε�θε�αι πρ;ς Aρθ?ς �νεσταµ�ναι εJσ0ν �π0 τ? α�τ? µ�ρηV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 �π; τοI ∆ σηµε*ου �νασταθ"σεται πρ;ς Aρθ?ς
πλ�ν τ�ς ∆Β κοιν�ς τοµ�ς τ9ν ΑΒ, ΒΓ �πιπ�δων. +Ε?ν Zρα δ8ο �π*πεδα τ�µνοντα Zλληλα
�πιπ�δω7 τιν0 πρ;ς Aρθ?ς k@, κα0 6 κοιν� α�τ9ν τοµ� τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 1σταιV Dπερ
1δει δε�$αι.

ΙΆ .κ́
+Ε?ν στερε? γων*α Eπ; τρι9ν γωνι9ν �πιπ�δων περι�χηται, δ8ο bποιαιοIν τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς
εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι.
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Στερε? γ?ρ γων*α 6 πρ;ς τ97 Α Eπ; τρι9ν γωνι9ν �πιπ�δων τ9ν Eπ; ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ
περιεχ�σθωV λ�γω, Dτι τ9ν Eπ; ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ γωνι9ν δ8ο bποιαιοIν τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς
εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι. ΕJ µ�ν οYν α= Eπ; ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ γων*αι %σαι �λλ"λαις
εJσ*ν, φανερ	ν, Dτι δ8ο bποιαιοIν τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσιν. εJ δ� οU, 1στω µε*ζων 6 Eπ;
ΒΑΓ, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ Eπ; ∆ΑΒ γων*αc �ν
τ97 δι? τ9ν ΒΑΓ �πιπ�δω7 %ση 6 Eπ; ΒΑΕ, κα0 κε*σθω τ�@ Α∆ %ση 6 ΑΕ, κα0 δι? τοI Ε σηµε*ου
διαχθε�σα 6 ΒΕΓ τεµν�τω τ?ς ΑΒ, ΑΓ ε�θε*ας κατ? τ? Β, Γ σηµε�α, κα0 �πεζε8χθωσαν α=
∆Β, ∆Γ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ΑΕ, κοιν� δ� 6 ΑΒ, δ8ο δυσ0ν %σαιV κα0 γων*α 6 Eπ;
∆ΑΒ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΑΕ %σηV β-σις Zρα 6 ∆Β β-σει τ�@ ΒΕ �στιν %ση. κα0 �πε0 δ8ο α= Β∆,
∆Γ τ�ς ΒΓ µε*ζον�ς εJσιν, gν 6 ∆Β τ�@ ΒΕ �δε*χθη %ση, λοιπ� Zρα 6 ∆Γ λοιπ�ς τ�ς ΕΓ
µε*ζων �στ*ν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ∆Α τ�@ ΑΕ, κοιν� δ� 6 ΑΓ, κα0 β-σις 6 ∆Γ β-σεως τ�ς
ΕΓ µε*ζων �στ*ν, γων*α Zρα 6 Eπ; ∆ΑΓ γων*ας τ�ς Eπ; ΕΑΓ µε*ζων �στ*ν. �δε*χθη δ� κα0 6
Eπ; ∆ΑΒ τ�@ Eπ; ΒΑΕ %σηV α= Zρα Eπ; ∆ΑΒ, ∆ΑΓ τ�ς Eπ; ΒΑΓ µε*ζον�ς εJσιν. bµο*ως δ�
δε*$οµεν, Dτι κα0 α= λοιπα0 σ8νδυο λαµβαν	µεναι τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσιν. +Ε?ν Zρα στερε?
γων*α Eπ; τρι9ν γωνι9ν �πιπ�δων περι�χηται, δ8ο bποιαιοIν τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσι π-ντη@
µεταλαµβαν	µεναιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .κά
<Απασα στερε? γων*α Eπ; �λασσ	νων [P] τεσσ-ρων Aρθ9ν γωνι9ν �πιπ�δων περι�χεται.

RΕστω στερε? γων*α 6 πρ;ς τ97 Α περιεχοµ�νη Eπ; �πιπ�δων γωνι9ν τ9ν Eπ; ΒΑΓ, ΓΑ∆,
∆ΑΒV λ�γω, Dτι α= Eπ; ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ τεσσ-ρων Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσιν.
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ΕJλ"φθω γ?ρ �φ( )κ-στης τ9ν ΑΒ, ΑΓ, Α∆ τυχ	ντα σηµε�α τ? Β, Γ, ∆, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΒΓ, Γ∆, ∆Β. κα0 �πε0 στερε? γων*α 6 πρ;ς τ97 Β Eπ; τρι9ν γωνι9ν �πι π�δων περι�χεται
τ9ν Eπ; ΓΒΑ, ΑΒ∆, ΓΒ∆, δ8ο bποιαιοIν τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσινV α= Zρα Eπ; ΓΒΑ, ΑΒ∆
τ�ς Eπ; ΓΒ∆ µε*ζον�ς εJσιν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 α= µ�ν Eπ; ΒΓΑ, ΑΓ∆ τ�ς Eπ; ΒΓ∆
µε*ζον�ς εJσιν, α= δ� Eπ; Γ∆Α, Α∆Β τ�ς Eπ; Γ∆Β µε*ζον�ς εJσινV α= o$ Zρα γων*αι α= Eπ;
ΓΒΑ, ΑΒ∆, ΒΓΑ, ΑΓ∆, Γ∆Α, Α∆Β τρι9ν τ9ν Eπ; ΓΒ∆, ΒΓ∆, Γ∆Β µε*ζον�ς εJσιν. �λλ?
α= τρε�ς α= Eπ; ΓΒ∆, Β∆Γ, ΒΓ∆ δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*νV α= o$ Zρα α= Eπ; ΓΒΑ, ΑΒ∆,
ΒΓΑ, ΑΓ∆, Γ∆Α, Α∆Β δ8ο Aρθ9ν µε*ζον�ς εJσιν. κα0 �πε0 )κ-στου τ9ν ΑΒΓ, ΑΓ∆, Α∆Β
τριγSνων α= τρε�ς γων*αι δυσ0ν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν, α= Zρα τ9ν τρι9ν τριγSνων �νν�α γων*αι



376 BIBΛION. IA′

α= Eπ; ΓΒΑ, ΑΓΒ, ΒΑΓ, ΑΓ∆, Γ∆Α, ΓΑ∆, Α∆Β, ∆ΒΑ, ΒΑ∆ o$ Aρθα�ς %σαι εJσ*ν, gν α=
Eπ; ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΑΓ∆, Γ∆Α, Α∆Β, ∆ΒΑ o$ γων*αι δ8ο Aρθ9ν εJσι µε*ζονεςV λοιπα0 Zρα
α= Eπ; ΒΑΓ, ΓΑ∆, ∆ΑΒ τρε�ς [γων*αι] περι�χουσαι τ�ν στερε?ν γων*αν τεσσ-ρων Aρθ9ν
�λ-σσον�ς εJσιν. <Απασα Zρα στερε? γων*α Eπ; �λασσ	νων [P] τεσσ-ρων Aρθ9ν γωνι9ν
�πιπ�δων περι�χεταιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .κβ́
+Ε?ν >σι τρε�ς γων*αι �π*πεδοι, gν α= δ8ο τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι,
περι�χωσι δ� α�τ?ς %σαι ε�θε�αι, δυνατ	ν �στιν �κ τ9ν �πιζευγνυουσ9ν τ?ς %σας ε�θε*ας
τρ*γωνον συστ"σασθαι.

RΕστωσαν τρε�ς γων*αι �π*πεδοι α= Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ, gν α= δ8ο τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς
εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι, α= µ�ν Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ τ�ς Eπ; ΗΘΚ, α= δ� Eπ; ∆ΕΖ, ΗΘΚ
τ�ς Eπ; ΑΒΓ, κα0 1τι α= Eπ; ΗΘΚ, ΑΒΓ τ�ς Eπ; ∆ΕΖ, κα0 1στωσαν %σαι α= ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε,
ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ ε�θε�αι, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚV λ�γω, Dτι δυνατ	ν �στιν �κ τ9ν
%σων τα�ς ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρ*γωνον συστ"σασθαι, τουτ�στιν Dτι τ9ν ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ δ8ο bποιαιοIν
τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσιν.
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ΕJ µ�ν οYν α= Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, φανερ	ν, Dτι κα0 τ9ν ΑΓ,
∆Ζ, ΗΚ %σων γινοµ�νων δυνατ	ν �στιν �κ τ9ν %σων τα�ς ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρ*γωνον συστ"σασθαι.
εJ δ� οU, 1στωσαν Zνισοι, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΘΚ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97
Θ τ�@ Eπ; ΑΒΓ γων*αc %ση 6 Eπ; ΚΘΛV κα0 κε*σθω µιHc τ9ν ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ %ση 6
ΘΛ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΚΛ, ΗΛ. κα0 �πε0 δ8ο α= ΑΒ, ΒΓ δυσ0 τα�ς ΚΘ, ΘΛ %σαι εJσ*ν, κα0
γων*α 6 πρ;ς τ97 Β γων*αc τ�@ Eπ; ΚΘΛ %ση, β-σις Zρα 6 ΑΓ β-σει τ�@ ΚΛ %ση. κα0 �πε0 α= Eπ;
ΑΒΓ, ΗΘΚ τ�ς Eπ; ∆ΕΖ µε*ζον�ς εJσιν, %ση δ� 6 Eπ; ΑΒΓ τ�@ Eπ; ΚΘΛ, 6 Zρα Eπ; ΗΘΛ
τ�ς Eπ; ∆ΕΖ µε*ζων �στ*ν. κα0 �πε0 δ8ο α= ΗΘ, ΘΛ δ8ο τα�ς ∆Ε, ΕΖ %σαι εJσ*ν, κα0 γων*α 6
Eπ; ΗΘΛ γων*ας τ�ς Eπ; ∆ΕΖ µε*ζων, β-σις Zρα 6 ΗΛ β-σεως τ�ς ∆Ζ µε*ζων �στ*ν. �λλ?
α= ΗΚ, ΚΛ τ�ς ΗΛ µε*ζον�ς εJσιν. πολλ97 Zρα α= ΗΚ, ΚΛ τ�ς ∆Ζ µε*ζον�ς εJσιν. %ση δ� 6
ΚΛ τ�@ ΑΓV α= ΑΓ, ΗΚ Zρα τ�ς λοιπ�ς τ�ς ∆Ζ µε*ζον�ς εJσιν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0
α= µ�ν ΑΓ, ∆Ζ τ�ς ΗΚ µε*ζον�ς εJσιν, κα0 1τι α= ∆Ζ, ΗΚ τ�ς ΑΓ µε*ζον�ς εJσιν. δυνατ;ν
Zρα �στ0ν �κ τ9ν %σων τα�ς ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρ*γωνον συστ"σασθαιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .κγ́
+Εκ τρι9ν γωνι9ν �πιπ�δων, gν α= δ8ο τ�ς λοιπ�ς µε*ζον�ς εJσι π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι,
στερε?ν γων*αν συστ"σασθαιV δε� δ� τ?ς τρε�ς τεσσ-ρων Aρθ9ν �λ-σσονας ε ν̂αι. RΕστωσαν
α= δοθε�σαι τρε�ς γων*αι �π*πεδοι α= Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ, gν α= δ8ο τ�ς λοιπ�ς µε*ζονες
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1στωσαν π-ντη@ µεταλαµβαν	µεναι, 1τι δ� α= τρε�ς τεσσ-ρων Aρθ9ν �λ-σσονεςV δε� δ� �κ τ9ν
%σων τα�ς Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ στερε?ν γων*αν συστ"σασθαι.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ Λ

Μ

Ν

q
Ο

Π

+Απειλ"φθωσαν %σαι α= ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚV
δυνατ;ν Zρα �στ0ν �κ τ9ν %σων τα�ς ΑΓ, ∆Ζ, ΗΚ τρ*γωνον συστ"σασθαι. συνεστ-τω τ;
ΛΜΝ, hστε %σην ε ν̂αι τ�ν µ�ν ΑΓ τ�@ ΛΜ, τ�ν δ� ∆Ζ τ�@ ΜΝ, κα0 1τι τ�ν ΗΚ τ�@ ΝΛ, κα0
περιγεγρ-φθω περ0 τ; ΛΜΝ τρ*γωνον κ8κλος b ΛΜΝ κα0 εJλ"φθω α�τοI τ; κ�ντρον κα0
1στω τ; q, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Λq, Μq, ΝqV λ�γω, Dτι 6 ΑΒ µε*ζων �στ0 τ�ς Λq. εJ γ?ρ
µ", Fτοι %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ Λq P �λ-ττων. 1στω πρ	τερον %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@
Λq, �λλ? 6 µ�ν ΑΒ τ�@ ΒΓ �στιν %ση, 6 δ� qΛ τ�@ qΜ, δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΓ δ8ο τα�ς Λq, qΜ
%σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 β-σις 6 ΑΓ β-σει τ�@ ΛΜ Eπ	κειται %σηV γων*α Zρα 6 Eπ;
ΑΒΓ γων*αc τ�@ Eπ; ΛqΜ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 µ�ν Eπ; ∆ΕΖ τ�@ Eπ; ΜqΝ �στιν
%ση, κα0 1τι 6 Eπ; ΗΘΚ τ�@ Eπ; ΝqΛV α= Zρα τρε�ς α= Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ γων*αι τρισ0 τα�ς
Eπ; ΛqΜ, ΜqΝ, ΝqΛ εJσιν %σαι. �λλ? α= τρε�ς α= Eπ; ΛqΜ, ΜqΝ, ΝqΛ τ�τταρσιν Aρθα�ς
εJσιν %σαιV κα0 α= τρε�ς Zρα α= Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ τ�τταρσιν Aρθα�ς %σαι εJσ*ν. Eπ	κεινται
δ� κα0 τεσσ-ρων Aρθ9ν �λ-σσονεςV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα 6 ΑΒ τ�@ Λq %ση �στ*ν. λ�γω
δ", Dτι ο�δ� �λ-ττων �στ0ν 6 ΑΒ τ�ς Λq. εJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στωV κα0 κε*σθω τ�@ µ�ν ΑΒ %ση
6 qΟ, τ�@ δ� ΒΓ %ση 6 qΠ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΟΠ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ΒΓ, %ση �στ0
κα0 6 qΟ τ�@ qΠV hστε κα0 λοιπ� 6 ΛΟ τ�@ ΠΜ �στιν %ση. παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΛΜ τ�@
ΟΠ, κα0 JσογSνιον τ; ΛΜq τ97 ΟΠqV 1στιν Zρα jς 6 qΛ πρ;ς ΛΜ, οwτως 6 qΟ πρ;ς ΟΠV
�ναλλ?$ jς 6 Λq πρ;ς qΟ, οwτως 6 ΛΜ πρ;ς ΟΠ. µε*ζων δ� 6 Λq τ�ς qΟV µε*ζων Zρα κα0
6 ΛΜ τ�ς ΟΠ. �λλ? 6 ΛΜ κε�ται τ�@ ΑΓ %σηV κα0 6 ΑΓ Zρα τ�ς ΟΠ µε*ζων �στ*ν. �πε0 οYν
δ8ο α= ΑΒ, ΒΓ δυσ0 τα�ς Οq, qΠ %σαι εJσ*ν, κα0 β-σις 6 ΑΓ β-σεως τ�ς ΟΠ µε*ζων �στ*ν,
γων*α Zρα 6 Eπ; ΑΒΓ γων*ας τ�ς Eπ; ΟqΠ µε*ζων �στ*ν. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 µ�ν
Eπ; ∆ΕΖ τ�ς Eπ; ΜqΝ µε*ζων �στ*ν, 6 δ� Eπ; ΗΘΚ τ�ς Eπ; ΝqΛ. α= Zρα τρε�ς γων*αι α=
Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ τρι9ν τ9ν Eπ; ΛqΜ, ΜqΝ, ΝqΛ µε*ζον�ς εJσιν. �λλ? α= Eπ; ΑΒΓ,
∆ΕΖ, ΗΘΚ τεσσ-ρων Aρθ9ν �λ-σσονες Eπ	κεινταιV πολλ97 Zρα α= Eπ; ΛqΜ, ΜqΝ, ΝqΛ
τεσσ-ρων Aρθ9ν �λ-σσον�ς εJσιν. �λλ? κα0 %σαιV Dπερ �στ0ν Zτοπον. ο�κ Zρα 6 ΑΒ �λ-σσων
�στ0 τ�ς Λq. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� %σηV µε*ζων Zρα 6 ΑΒ τ�ς Λq. �νεστ-τω δ� �π; τοI q
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σηµε*ου τ97 τοI ΛΜΝ κ8κλου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 6 qΡ, κα0 g7 µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΒ
τετρ-γωνον τοI �π; τ�ς Λq, �κε*νω7 %σον 1στω τ; �π; τ�ς qΡ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΡΛ,
ΡΜ, ΡΝ.
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κα0 �πε0 6 Ρq Aρθ" �στι πρ;ς τ; τοI ΛΜΝ κ8κλου �π*πεδον, κα0 πρ;ς )κ-στην Zρα τ9ν
Λq, Μq, Νq Aρθ" �στιν 6 Ρq. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 Λq τ�@ qΜ, κοιν� δ� κα0 πρ;ς Aρθ?ς 6
qΡ, β-σις Zρα 6 ΡΛ β-σει τ�@ ΡΜ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΡΝ )κατ�ραc τ9ν ΡΛ, ΡΜ
�στιν %σηV α= τρε�ς Zρα α= ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. κα0 �πε0 g7 µε�ζ	ν �στι τ; �π;
τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Λq, �κε*νω7 %σον Eπ	κειται τ; �π; τ�ς qΡ, τ; Zρα �π; τ�ς ΑΒ %σον �στ0
το�ς �π; τ9ν Λq, qΡ. το�ς δ� �π; τ9ν Λq, qΡ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΛΡV Aρθ� γ?ρ 6 Eπ;
ΛqΡV τ; Zρα �π; τ�ς ΑΒ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΡΛV %ση Zρα 6 ΑΒ τ�@ ΡΛ. �λλ? τ�@ µ�ν ΑΒ
%ση �στ0ν )κ-στη τ9ν ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ, τ�@ δ� ΡΛ %ση )κατ�ρα τ9ν ΡΜ, ΡΝV )κ-στη
Zρα τ9ν ΑΒ, ΒΓ, ∆Ε, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ )κ-στη@ τ9ν ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ %ση �στ*ν. κα0 �πε0 δ8ο α=
ΛΡ, ΡΜ δυσ0 τα�ς ΑΒ, ΒΓ %σαι εJσ*ν, κα0 β-σις 6 ΛΜ β-σει τ�@ ΑΓ Eπ	κειται %ση, γων*α
Zρα 6 Eπ; ΛΡΜ γων*αc τ�@ Eπ; ΑΒΓ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 µ�ν Eπ; ΜΡΝ τ�@ Eπ;
∆ΕΖ �στιν %ση, 6 δ� Eπ; ΛΡΝ τ�@ Eπ; ΗΘΚ. +Εκ τρι9ν Zρα γωνι9ν �πιπ�δων τ9ν Eπ; ΛΡΜ,
ΜΡΝ, ΛΡΝ, αX εJσιν %σαι τρισ0 τα�ς δοθε*σαις τα�ς Eπ; ΑΒΓ, ∆ΕΖ, ΗΘΚ, στερε? γων*α
συν�σταται 6 πρ;ς τ97 Ρ περιεχοµ�νη Eπ; τ9ν ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ γωνι9νV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Λ�µµα

Α Β

Γ
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�Ον δ� τρ	πον, g7 µε�ζ	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Λq, �κε*νω7 %σον λαβε�ν 1στι
τ; �π; τ�ς qΡ, δε*$οµεν οwτως. �κκε*σθωσαν α= ΑΒ, Λq ε�θε�αι, κα0 1στω µε*ζων 6 ΑΒ,
κα0 γεγρ-φθω �π( α�τ�ς 6µικ8κλιον τ; ΑΒΓ, κα0 εJς τ; ΑΒΓ 6µικ8κλιον �νηρµ	σθω τ�@
Λq ε�θε*αc µ� µε*ζονι οUση@ τ�ς ΑΒ διαµ�τρου %ση 6 ΑΓ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΓΒ. �πε0 οYν �ν
6µικυκλ*ω7 τ97 ΑΓΒ γων*α �στ0ν 6 Eπ; ΑΓΒ, Aρθ� Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΑΓΒ. τ; Zρα �π; τ�ς ΑΒ
%σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. hστε τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς ΑΓ µε�ζ	ν �στι τ97 �π;
τ�ς ΓΒ. %ση δ� 6 ΑΓ τ�@ Λq. τ; Zρα �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Λq µε�ζ	ν �στι τ97 �π; τ�ς ΓΒ.
�?ν οYν τ�@ ΒΓ %σην τ�ν qΡ �πολ-βωµεν, 1σται τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Λq µε�ζον τ97
�π; τ�ς qΡV Dπερ προ�κειτο ποι�σαι.

ΙΆ .κδ́
+Ε?ν στερε;ν Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων περι�χηται, τ? �πεναντ*ον α�τοI �π*πεδα %σα τε κα0
παραλληλ	γραµµ- �στιν.

Στερε;ν γ?ρ τ; Γ∆ΘΗ Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων περιεχ�σθω τ9ν ΑΓ, ΗΖ, ΑΘ, ∆Ζ, ΒΖ,
ΑΕV λ�γω, Dτι τ? �πεναντ*ον α�τοI �π*πεδα %σα τε κα0 παραλληλ	γραµµ- �στιν.
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+Επε0 γ?ρ δ8ο �π*πεδα παρ-λληλα τ? ΒΗ, ΓΕ Eπ; �πιπ�δου τοI ΑΓ τ�µνεται, α= κοινα0
α�τ9ν τοµα0 παρ-λληλο* εJσιν. παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ∆Γ. π-λιν, �πε0 δ8ο �π*πεδα
παρ-λληλα τ? ΒΖ, ΑΕ Eπ; �πιπ�δου τοI ΑΓ τ�µνεται, α= κοινα0 α�τ9ν τοµα0 παρ-λληλο*
εJσιν. παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΒΓ τ�@ Α∆. �δε*χθη δ� κα0 6 ΑΒ τ�@ ∆Γ παρ-λληλοςV παρ-
αλληλ	γραµµον Zρα �στ0 τ; ΑΓ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 iκαστον τ9ν ∆Ζ, ΖΗ, ΗΒ, ΒΖ,
ΑΕ παραλληλ	γραµµ	ν �στιν. +Επεζε8χθωσαν α= ΑΘ, ∆Ζ. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 µ�ν
ΑΒ τ�@ ∆Γ, 6 δ� ΒΘ τ�@ ΓΖ, δ8ο δ� α= ΑΒ, ΒΘ :πτ	µεναι �λλ"λων παρ? δ8ο ε�θε*ας τ?ς
∆Γ, ΓΖ :πτοµ�νας �λλ"λων εJσ0ν ο�κ �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7V %σας Zρα γων*ας περι�$ουσινV %ση
Zρα 6 Eπ; ΑΒΘ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΓΖ. κα0 �πε0 δ8ο α= ΑΒ, ΒΘ δυσ0 τα�ς ∆Γ, ΓΖ %σαι εJσ*ν,
κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΘ γων*αc τ�@ Eπ; ∆ΓΖ �στιν %ση, β-σις Zρα 6 ΑΘ β-σει τ�@ ∆Ζ �στιν %ση,
κα0 τ; ΑΒΘ τρ*γωνον τ97 ∆ΓΖ τριγSνω7 %σον �στ*ν. κα* �στι τοI µ�ν ΑΒΘ διπλ-σιον τ;
ΒΗ παραλληλ	γραµµον, τοI δ� ∆ΓΖ διπλ-σιον τ; ΓΕ παραλληλ	γραµµονV %σον Zρα τ; ΒΗ
παραλληλ	γραµµον τ97 ΓΕ παραλληλογρ-µµω7. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 τ; µ�ν ΑΓ τ97
ΗΖ �στιν %σον, τ; δ� ΑΕ τ97 ΒΖ. +Ε?ν Zρα στερε;ν Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων περι�χηται, τ?
�πεναντ*ον α�τοI �π*πεδα %σα τε κα0 παραλληλ	γραµµ- �στινV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ΙΆ .κέ
+Ε?ν στερε;ν παραλληλεπ*πεδον �πιπ�δω7 τµηθ�@ παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις,
1σται jς 6 β-σις πρ;ς τ�ν β-σιν, οwτως τ; στερε;ν πρ;ς τ; στερε	ν.

Στερε;ν γ?ρ παραλληλεπ*πεδον τ; ΑΒΓ∆ �πιπ�δω7 τ97 ΖΗ τετµ"σθω παραλλ"λω7 mντι το�ς
�πεναντ*ον �πιπ�δοις το�ς ΡΑ, ∆ΘV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΕΖΦ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΘΓΖ β-σιν,
οwτως τ; ΑΒΖΥ στερε;ν πρ;ς τ; ΕΗΓ∆ στερε	ν.
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+Εκβεβλ"σθω γ?ρ 6 ΑΘ �φ( )κ-τερα τ? µ�ρη, κα0 κε*σθωσαν τ�@ µ�ν ΑΕ %σαι bσαιδηποτοIν
α= ΑΚ, ΚΛ, τ�@ δ� ΕΘ %σαι bσαιδηποτοIν α= ΘΜ, ΜΝ, κα0 συµπεπληρSσθω τ? ΛΟ, ΚΦ, ΘΧ,
ΜΣ παραλληλ	γραµµα κα0 τ? ΛΠ, ΚΡ, ∆Μ, ΜΤ στερε-. κα0 �πε0 %σαι εJσ0ν α= ΛΚ, ΚΑ,
ΑΕ ε�θε�αι �λλ"λαις, %σα �στ0 κα0 τ? µ�ν ΛΟ, ΚΦ, ΑΖ παραλληλ	γραµµα �λλ"λοις, τ? δ�
Κq, ΚΒ, ΑΗ �λλ"λοις κα0 1τι τ? ΛΨ, ΚΠ, ΑΡ �λλ"λοιςV �πεναντ*ον γ-ρ. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 τ? µ�ν ΕΓ, ΘΧ, ΜΣ παραλληλ	γραµµα %σα εJσ0ν �λλ"λοις, τ? δ� ΘΗ, ΘΙ, ΙΝ %σα
εJσ0ν �λλ"λοις, κα0 1τι τ? ∆Θ, ΜΩ, ΝΤV τρ*α Zρα �π*πεδα τ9ν ΛΠ, ΚΡ, ΑΥ στερε9ν τρισ0ν
�πιπ�δοις �στ0ν %σα. �λλ? τ? τρ*α τρισ0 το�ς �πεναντ*ον �στ0ν %σαV τ? Zρα τρ*α στερε? τ?
ΛΠ, ΚΡ, ΑΥ %σα �λλ"λοις �στ*ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ? τρ*α στερε? τ? Ε∆, ∆Μ, ΜΤ %σα
�λλ"λοις �στ*νV bσαπλασ*ων Zρα �στ0ν 6 ΛΖ β-σις τ�ς ΑΖ β-σεως, τοσαυταπλ-σι	ν �στι
κα0 τ; ΛΥ στερε;ν τοI ΑΥ στερεοI. δι? τ? α�τ? δ� bσαπλασ*ων �στ0ν 6 ΝΖ β-σις τ�ς ΖΘ
β-σεως, τοσαυταπλ-σι	ν �στι κα0 τ; ΝΥ στερε;ν τοI ΘΥ στερεοI. κα0 εJ %ση �στ0ν 6 ΛΖ
β-σις τ�@ ΝΖ β-σει, %σον �στ0 κα0 τ; ΛΥ στερε;ν τ97 ΝΥ στερε97, κα0 εJ Eπερ�χει 6 ΛΖ β-σις
τ�ς ΝΖ β-σεως, Eπερ�χει κα0 τ; ΛΥ στερε;ν τοI ΝΥ στερεοI, κα0 εJ �λλε*πει, �λλε*πει.
τεσσ-ρων δ� mντων µεγεθ9ν, δ8ο µ�ν β-σεων τ9ν ΑΖ, ΖΘ, δ8ο δ� στερε9ν τ9ν ΑΥ, ΥΘ,
ε%ληπται Jσ-κις πολλαπλ-σια τ�ς µ�ν ΑΖ β-σεως κα0 τοI ΑΥ στερεοI # τε ΛΖ β-σις κα0 τ;
ΛΥ στερε	ν, τ�ς δ� ΘΖ β-σεως κα0 τοI ΘΥ στερεοI # τε ΝΖ β-σις κα0 τ; ΝΥ στερε	ν, κα0
δ�δεικται, Dτι εJ Eπερ�χει 6 ΛΖ β-σις τ�ς ΖΝ β-σεως, Eπερ�χει κα0 τ; ΛΥ στερε;ν τοI ΝΥ
[στερεοI], κα0 εJ %ση, %σον, κα0 εJ �λλε*πει, �λλε*πει. 1στιν Zρα jς 6 ΑΖ β-σις πρ;ς τ�ν ΖΘ
β-σιν, οwτως τ; ΑΥ στερε;ν πρ;ς τ; ΥΘ στερε	νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .κ3́
Πρ;ς τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ�@ δοθε*ση@ στερεHc γων*αc %σην στερε?ν
γων*αν συστ"σασθαι.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� πρ;ς α�τ�@ δοθ�ν σηµε�ον τ; Α, 6 δ� δοθε�σα
στερε? γων*α 6 πρ;ς τ97 ∆ περιεχοµ�νη Eπ; τ9ν Eπ; Ε∆Γ, Ε∆Ζ, Ζ∆Γ γωνι9ν �πιπ�δωνV
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δε� δ� πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ πρ;ς τ97 ∆ στερεHc γων*αc %σην
στερε?ν γων*αν συστ"σασθαι.
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ΕJλ"φθω γ?ρ �π0 τ�ς ∆Ζ τυχ;ν σηµε�ον τ; Ζ, κα0 Fχθω �π; τοI Ζ �π0 τ; δι? τ9ν Ε∆, ∆Γ
�π*πεδον κ-θετος 6 ΖΗ, κα0 συµβαλλ�τω τ97 �πιπ�δω7 κατ? τ; Η, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Η, κα0
συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ µ�ν Eπ; Ε∆Γ γων*αc %ση 6
Eπ; ΒΑΛ, τ�@ δ� Eπ; Ε∆Η %ση 6 Eπ; ΒΑΚ, κα0 κε*σθω τ�@ ∆Η %ση 6 ΑΚ, κα0 �νεστ-τω �π;
τοI Κ σηµε*ου τ97 δι? τ9ν ΒΑΛ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 6 ΚΘ, κα0 κε*σθω %ση τ�@ ΗΖ 6 ΚΘ, κα0
�πεζε8χθω 6 ΘΑV λ�γω, Dτι 6 πρ;ς τ97 Α στερε? γων*α περιεχοµ�νη Eπ; τ9ν ΒΑΛ, ΒΑΘ,
ΘΑΛ γωνι9ν %ση �στ0 τ�@ πρ;ς τ97 ∆ στερεHc γων*αc τ�@ περιεχοµ�νη@ Eπ; τ9ν Ε∆Γ, Ε∆Ζ, Ζ∆Γ
γωνι9ν. +Απειλ"φθωσαν γ?ρ %σαι α= ΑΒ, ∆Ε, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΘΒ, ΚΒ, ΖΕ, ΗΕ. κα0
�πε0 6 ΖΗ Aρθ" �στι πρ;ς τ; Eποκε*µενον �π*πεδον, κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας α�τ�ς
ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 Eποκειµ�νω7 �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι"σει γων*αςV Aρθ� Zρα �στ0ν )κατ�ρα
τ9ν Eπ; ΖΗ∆, ΖΗΕ γωνι9ν. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΘΚΑ, ΘΚΒ γωνι9ν Aρθ"
�στιν. κα0 �πε0 δ8ο α= ΚΑ, ΑΒ δ8ο τα�ς Η∆, ∆Ε %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc, κα0 γων*ας
%σας περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 ΚΒ β-σει τ�@ ΗΕ %ση �στ*ν. 1στι δ� κα0 6 ΚΘ τ�@ ΗΖ %σηV κα0
γων*ας Aρθ?ς περι�χουσινV %ση Zρα κα0 6 ΘΒ τ�@ ΖΕ. π-λιν �πε0 δ8ο α= ΑΚ, ΚΘ δυσ0 τα�ς
∆Η, ΗΖ %σαι εJσ*ν, κα0 γων*ας Aρθ?ς περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 ΑΘ β-σει τ�@ Ζ∆ %ση �στ*ν.
1στι δ� κα0 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε %σηV δ8ο δ� α= ΘΑ, ΑΒ δ8ο τα�ς ∆Ζ, ∆Ε %σαι εJσ*ν. κα0 β-σις
6 ΘΒ β-σει τ�@ ΖΕ %σηV γων*α Zρα 6 Eπ; ΒΑΘ γων*αc τ�@ Eπ; Ε∆Ζ �στιν %ση. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 6 Eπ; ΘΑΛ τ�@ Eπ; Ζ∆Γ �στιν %ση [�πειδ"περ �?ν �πολ-βωµεν %σας τ?ς ΑΛ, ∆Γ κα0
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�πιζε8$ωµεν τ?ς ΚΛ, ΘΛ, ΗΓ, ΖΓ, �πε0 Dλη 6 Eπ; ΒΑΛ Dλη@ τ�@ Eπ; Ε∆Γ �στιν %ση, gν 6
Eπ; ΒΑΚ τ�@ Eπ; Ε∆Η Eπ	κειται %ση, λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΚΑΛ λοιπ�@ τ�@ Eπ; Η∆Γ �στιν %ση.
κα0 �πε0 δ8ο α= ΚΑ, ΑΛ δυσ0 τα�ς Η∆, ∆Γ %σαι εJσ*ν, κα0 γων*ας %σας περι�χουσιν, β-σις
Zρα 6 ΚΛ β-σει τ�@ ΗΓ �στιν %ση. 1στι δ� κα0 6 ΚΘ τ�@ ΗΖ %σηV δ8ο δ� α= ΛΚ, ΚΘ δυσ0 τα�ς
ΓΗ, ΗΖ εJσιν %σαιV κα0 γων*ας Aρθ?ς περι�χουσινV β-σις Zρα 6 ΘΛ β-σει τ�@ ΖΓ �στιν %ση.
κα0 �πε0 δ8ο α= ΘΑ, ΑΛ δυσ0 τα�ς Ζ∆, ∆Γ εJσιν %σαι, κα0 β-σις 6 ΘΛ β-σει τ�@ ΖΓ �στιν %ση,
γων*α Zρα 6 Eπ; ΘΑΛ γων*αc τ�@ Eπ; Ζ∆Γ �στιν %ση]. 1στι δ� κα0 6 Eπ; ΒΑΛ τ�@ Eπ; Ε∆Γ
%ση. Πρ;ς Zρα τ�@ δοθε*ση@ ε�θε*αc τ�@ ΑΒ κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ δοθε*ση@ στερεHc
γων*αc τ�@ πρ;ς τ97 ∆ %ση συν�σταταιV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ΙΆ .κζ́
+Απ; τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας τ97 δοθ�ντι στερε97 παραλληλεπιπ�δω7 Dµοι	ν τε κα0 bµο*ως κε*µενον
στερε;ν παραλληλεπ*πεδον �ναγρ-ψαι.

RΕστω 6 µ�ν δοθε�σα ε�θε�α 6 ΑΒ, τ; δ� δοθ�ν στερε;ν παραλληλεπ*πεδον τ; Γ∆V δε� δ�
�π; τ�ς δοθε*σης ε�θε*ας τ�ς ΑΒ τ97 δοθ�ντι στερε97 παραλληλεπιπ�δω7 τ97 Γ∆ Dµοι	ν τε κα0
bµο*ως κε*µενον στερε;ν παραλληλεπ*πεδον �ναγρ-ψαι.
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Συνεστ-τω γ?ρ πρ;ς τ�@ ΑΒ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Α τ�@ πρ;ς τ97 Γ στερεHc
γων*αc %ση 6 περιεχοµ�νη Eπ; τ9ν ΒΑΘ, ΘΑΚ, ΚΑΒ, hστε %σην ε ν̂αι τ�ν µ�ν Eπ; ΒΑΘ
γων*αν τ�@ Eπ; ΕΓΖ, τ�ν δ� Eπ; ΒΑΚ τ�@ Eπ; ΕΓΗ, τ�ν δ� Eπ; ΚΑΘ τ�@ Eπ; ΗΓΖV κα0 γεγον�τω
jς µ�ν 6 ΕΓ πρ;ς τ�ν ΓΗ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΚ, jς δ� 6 ΗΓ πρ;ς τ�ν ΓΖ, οwτως 6
ΚΑ πρ;ς τ�ν ΑΘ. κα0 δ* %σου Zρα �στ0ν jς 6 ΕΓ πρ;ς τ�ν ΓΖ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΘ.
κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΘΒ παραλληλ	γραµµον κα0 τ; ΑΛ στερε	ν. Κα0 �πε* �στιν jς 6 ΕΓ
πρ;ς τ�ν ΓΗ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΚ, κα0 περ0 %σας γων*ας τ?ς Eπ; ΕΓΗ, ΒΑΚ α= πλευρα0
�ν-λογ	ν εJσιν, Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΗΕ παραλληλ	γραµµον τ97 ΚΒ παραλληλογρ-µµω7. δι?
τ? α�τ? δ� κα0 τ; µ�ν ΚΘ παραλληλ	γραµµον τ97 ΗΖ παραλληλογρ-µµω7 Dµοι	ν �στι κα0 1τι
τ; ΖΕ τ97 ΘΒV τρ*α Zρα παραλληλ	γραµµα τοI Γ∆ στερεοI τρισ0 παραλληλογρ-µµοις τοI
ΑΛ στερεοI Dµοι- �στιν. �λλ? τ? µ�ν τρ*α τρισ0 το�ς �πεναντ*ον %σα τ� �στι κα0 Dµοια, τ? δ�
τρ*α τρισ0 το�ς �πεναντ*ον %σα τ� �στι κα0 DµοιαV Dλον Zρα τ; Γ∆ στερε;ν Dλω7 τ97 ΑΛ στερε97
Dµοι	ν �στιν. +Απ; τ�ς δοθε*σης Zρα ε�θε*ας τ�ς ΑΒ τ97 δοθ�ντι στερε97 παραλληλεπιπ�δω7 τ97
Γ∆ Dµοι	ν τε κα0 bµο*ως κε*µενον �ναγ�γραπται τ; ΑΛV Dπερ 1δει ποι�σαι.
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ΙΆ .κή

+Ε?ν στερε;ν παραλληλεπ*πεδον �πιπ�δω7 τµηθ�@ κατ? τ?ς διαγων*ους τ9ν �πεναντ*ον �πιπ�δων,
δ*χα τµηθ"σεται τ; στερε;ν Eπ; τοI �πιπ�δου.
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Στερε;ν γ?ρ παραλληλεπ*πεδον τ; ΑΒ �πιπ�δω7 τ97 Γ∆ΕΖ τετµ"σθω κατ? τ?ς διαγων*ους
τ9ν �πεναντ*ον �πιπ�δων τ?ς ΓΖ, ∆ΕV λ�γω, Dτι δ*χα τµηθ"σεται τ; ΑΒ στερε;ν Eπ; τοI
Γ∆ΕΖ �πιπ�δου. +Επε0 γ?ρ %σον �στ0 τ; µ�ν ΓΗΖ τρ*γωνον τ97 ΓΖΒ τριγSνω7, τ; δ� Α∆Ε
τ97 ∆ΕΘ, 1στι δ� κα0 τ; µ�ν ΓΑ παραλληλ	γραµµον τ97 ΕΒ %σονV �πεναντ*ον γ-ρV τ; δ� ΗΕ
τ97 ΓΘ, κα0 τ; πρ*σµα Zρα τ; περιεχ	µενον Eπ; δ8ο µ�ν τριγSνων τ9ν ΓΗΖ, Α∆Ε, τρι9ν
δ� παραλληλογρ-µµων τ9ν ΗΕ, ΑΓ, ΓΕ %σον �στ0 τ97 πρ*σµατι τ97 περιεχοµ�νω7 Eπ; δ8ο µ�ν
τριγSνων τ9ν ΓΖΒ, ∆ΕΘ, τρι9ν δ� παραλληλογρ-µµων τ9ν ΓΘ, ΒΕ, ΓΕV Eπ; γ?ρ %σων
�πιπ�δων περι�χονται τ97 τε πλ"θει κα0 τ97 µεγ�θει. hστε Dλον τ; ΑΒ στερε;ν δ*χα τ�τµηται
Eπ; τοI Γ∆ΕΖ �πιπ�δουV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .κθ́

Τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος, gν α=
�φεστ9σαι �π0 τ9ν α�τ9ν εJσιν ε�θει9ν, %σα �λλ"λοις �στ*ν.
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RΕστω �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως τ�ς ΑΒ στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΓΜ, ΓΝ Eπ; τ; α�τ;
wψος, gν α= �φεστ9σαι α= ΑΗ, ΑΖ, ΛΜ, ΛΝ, Γ∆, ΓΕ, ΒΘ, ΒΚ �π0 τ9ν α�τ9ν ε�θει9ν
1στωσαν τ9ν ΖΝ, ∆ΚV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΓΜ στερε;ν τ97 ΓΝ στερε97. +Επε0 γ?ρ
παραλληλ	γραµµ	ν �στιν )κ-τερον τ9ν ΓΘ, ΓΚ, %ση �στ0ν 6 ΓΒ )κατ�ραc τ9ν ∆Θ, ΕΚV hστε
κα0 6 ∆Θ τ�@ ΕΚ �στιν %ση. κοιν� �φη@ρ"σθω 6 ΕΘV λοιπ� Zρα 6 ∆Ε λοιπ�@ τ�@ ΘΚ �στιν %ση.
hστε κα0 τ; µ�ν ∆ΓΕ τρ*γωνον τ97 ΘΒΚ τριγSνω7 %σον �στ*ν, τ; δ� ∆Η παραλληλ	γραµµον
τ97 ΘΝ παραλληλογρ-µµω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ΑΖΗ τρ*γωνον τ97 ΜΛΝ τριγSνω7 %σον
�στ*ν. 1στι δ� κα0 τ; µ�ν ΓΖ παραλληλ	γραµµον τ97 ΒΜ παραλληλογρ-µµω7 %σον, τ; δ� ΓΗ
τ97 ΒΝV �πεναντ*ον γ-ρV κα0 τ; πρ*σµα Zρα τ; περιεχ	µενον Eπ; δ8ο µ�ν τριγSνων τ9ν ΑΖΗ,
∆ΓΕ, τρι9ν δ� παραλληλογρ-µµων τ9ν Α∆, ∆Η, ΓΗ %σον �στ0 τ97 πρ*σµατι τ97 περιεχοµ�νω7
Eπ; δ8ο µ�ν τριγSνων τ9ν ΜΛΝ, ΘΒΚ, τρι9ν δ� παραλληλογρ-µµων τ9ν ΒΜ, ΘΝ, ΒΝ.
κοιν;ν προσκε*σθω τ; στερε	ν, ο� β-σις µ�ν τ; ΑΒ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ;
ΗΕΘΜV Dλον Zρα τ; ΓΜ στερε;ν παραλληλεπ*πεδον Dλω7 τ97 ΓΝ στερε97 παραλληλεπιπ�δω7
%σον �στ*ν. Τ? Zρα �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ;
wψος, gν α= �φεστ9σαι �π0 τ9ν α�τ9ν εJσιν ε�θει9ν, %σα �λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λ́

Τ? �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος, gν α=
�φεστ9σαι ο�κ εJσ0ν �π0 τ9ν α�τ9ν ε�θει9ν, %σα �λλ"λοις �στ*ν.
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RΕστω �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως τ�ς ΑΒ στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΓΜ, ΓΝ Eπ; τ; α�τ;
wψος, gν α= �φεστ9σαι α= ΑΖ, ΑΗ, ΛΜ, ΛΝ, Γ∆, ΓΕ, ΒΘ, ΒΚ µ� 1στωσαν �π0 τ9ν α�τ9ν
ε�θει9νV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΓΜ στερε;ν τ97 ΓΝ στερε97. +Εκβεβλ"σθωσαν γ?ρ α= ΝΚ,
∆Θ κα0 συµπιπτ�τωσαν �λλ"λαις κατ? τ; Ρ, κα0 1τι �κβεβλ"σθωσαν α= ΖΜ, ΗΕ �π0 τ?
Ο, Π, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Αq, ΛΟ, ΓΠ, ΒΡ. %σον δ" �στι τ; ΓΜ στερε	ν, ο� β-σις µ�ν
τ; ΑΓΒΛ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ; Ζ∆ΘΜ, τ97 ΓΟ στερε97, ο� β-σις µ�ν τ;
ΑΓΒΛ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ; qΠΡΟV �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι τ�ς
ΑΓΒΛ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος, gν α= �φεστ9σαι α= ΑΖ, Αq, ΛΜ, ΛΟ, Γ∆, ΓΠ, ΒΘ, ΒΡ �π0
τ9ν α�τ9ν εJσιν ε�θει9ν τ9ν ΖΟ, ∆Ρ. �λλ? τ; ΓΟ στερε	ν, ο� β-σις µ�ν �στι τ; ΑΓΒΛ
παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ; qΠΡΟ, %σον �στ0 τ97 ΓΝ στερε97, ο� β-σις µ�ν τ;
ΑΓΒΛ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ; ΗΕΚΝV �π* τε γ?ρ π-λιν τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι
τ�ς ΑΓΒΛ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος, gν α= �φεστ9σαι α= ΑΗ, Αq, ΓΕ, ΓΠ, ΛΝ, ΛΟ, ΒΚ,
ΒΡ �π0 τ9ν α�τ9ν εJσιν ε�θει9ν τ9ν ΗΠ, ΝΡ. hστε κα0 τ; ΓΜ στερε;ν %σον �στ0 τ97 ΓΝ
στερε97. Τ? Zρα �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος, gν α=
�φεστ9σαι ο�κ εJσ0ν �π0 τ9ν α�τ9ν ε�θει9ν, %σα �λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λά

Τ? �π0 %σων β-σεων mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος %σα �λλ"λοις �στ*ν.

RΕστω �π0 %σων β-σεων τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΑΕ, ΓΖ Eπ; τ; α�τ;
wψοςV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΕ στερε;ν τ97 ΓΖ στερε97.
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RΕστωσαν δ� πρ	τερον α= �φεστηκυ�αι α= ΘΚ, ΒΕ, ΑΗ, ΛΜ, ΟΠ, ∆Ζ, Γq, ΡΣ πρ;ς
Aρθ?ς τα�ς ΑΒ, Γ∆ β-σεσιν, κα0 �κβεβλ"σθω �π( ε�θε*ας τ�@ ΓΡ ε�θε�α 6 ΡΤ, κα0 συνεστ-τω
πρ;ς τ�@ ΡΤ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@ σηµε*ω7 τ97 Ρ τ�@ Eπ; ΑΛΒ γων*αc %ση 6 Eπ; ΤΡΥ, κα0
κε*σθω τ�@ µ�ν ΑΛ %ση 6 ΡΤ, τ�@ δ� ΛΒ %ση 6 ΡΥ, κα0 συµπεπληρSσθω # τε ΡΧ β-σις κα0
τ; ΨΥ στερε	ν. κα0 �πε0 δ8ο α= ΤΡ, ΡΥ δυσ0 τα�ς ΑΛ, ΛΒ %σαι εJσ*ν, κα0 γων*ας %σας
περι�χουσιν, %σον Zρα κα0 Dµοιον τ; ΡΧ παραλληλ	γραµµον τ97 ΘΛ παραλληλογρ-µµω7. κα0
�πε0 π-λιν %ση µ�ν 6 ΑΛ τ�@ ΡΤ, 6 δ� ΛΜ τ�@ ΡΣ, κα0 γων*ας Aρθ?ς περι�χουσιν, %σον Zρα
κα0 Dµοι	ν �στι τ; ΡΨ παραλληλ	γραµµον τ97 ΑΜ παραλληλογρ-µµω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0
τ; ΛΕ τ97 ΣΥ %σον τ� �στι κα0 DµοιονV τρ*α Zρα παραλληλ	γραµµα τοI ΑΕ στερεοI τρισ0
παραλληλογρ-µµοις τοI ΨΥ στερεοI %σα τ� �στι κα0 Dµοια. �λλ? τ? µ�ν τρ*α τρισ0 το�ς
�πεναντ*ον %σα τ� �στι κα0 Dµοια, τ? δ� τρ*α τρισ0 το�ς �πεναντ*ονV Dλον Zρα τ; ΑΕ στερε;ν
παραλληλεπ*πεδον Dλω7 τ97 ΨΥ στερε97 παραλληλεπιπ�δω7 %σον �στ*ν. δι"χθωσαν α= ∆Ρ, ΧΥ
κα0 συµπιπτ�τωσαν �λλ"λαις κατ? τ; Ω, κα0 δι? τοI Τ τ�@ ∆Ω παρ-λληλος Fχθω 6 αΤβ, κα0
�κβεβλ"σθω 6 Ο∆ κατ? τ; α, κα0 συµπεπληρSσθω τ? ΩΨ, ΡΙ στερε-. %σον δ" �στι τ; ΨΩ
στερε	ν, ο� β-σις µ�ν �στι τ; ΡΨ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ; Ωγ, τ97 ΨΥ στερε97,
ο� β-σις µ�ν τ; ΡΨ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� τ; ΥΦV �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς
εJσι τ�ς ΡΨ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος, gν α= �φεστ9σαι α= ΡΩ, ΡΥ, Τβ, ΤΧ, Σε, Σδ, Ψγ, ΨΦ
�π0 τ9ν α�τ9ν εJσιν ε�θει9ν τ9ν ΩΧ, εΦ. �λλ? τ; ΨΥ στερε;ν τ97 ΑΕ �στιν %σονV κα0 τ;
ΨΩ Zρα στερε;ν τ97 ΑΕ στερε97 �στιν %σον. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΡΥΧΤ παραλληλ	γραµµον
τ97 ΩΤ παραλληλογρ-µµω7V �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι τ�ς ΡΤ κα0 �ν τα�ς α�τα�ς
παραλλ"λοις τα�ς ΡΤ, ΩΧV �λλ? τ; ΡΥΧΤ τ97 Γ∆ �στιν %σον, �πε0 κα0 τ97 ΑΒ, κα0 τ; ΩΤ
Zρα παραλληλ	γραµµον τ97 Γ∆ �στιν %σον. Zλλο δ� τ; ∆ΤV 1στιν Zρα jς 6 Γ∆ β-σις πρ;ς
τ�ν ∆Τ, οwτως 6 ΩΤ πρ;ς τ�ν ∆Τ. κα0 �πε0 στερε;ν παραλληλεπ*πεδον τ; ΓΙ �πιπ�δω7 τ97 ΡΖ
τ�τµηται παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις, 1στιν jς 6 Γ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ∆Τ β-σιν,
οwτως τ; ΓΖ στερε;ν πρ;ς τ; ΡΙ στερε	ν. δι? τ? α�τ? δ", �πε0 στερε;ν παραλληλεπ*πεδον
τ; ΩΙ �πιπ�δω7 τ97 ΡΨ τ�τµηται παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις, 1στιν jς 6 ΩΤ
β-σις πρ;ς τ�ν Τ∆ β-σιν, οwτως τ; ΩΨ στερε;ν πρ;ς τ; ΡΙ. �λλ( jς 6 Γ∆ β-σις πρ;ς τ�ν
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∆Τ, οwτως 6 ΩΤ πρ;ς τ�ν ∆ΤV κα0 jς Zρα τ; ΓΖ στερε;ν πρ;ς τ; ΡΙ στερε	ν, οwτως τ; ΩΨ
στερε;ν πρ;ς τ; ΡΙ. )κ-τερον Zρα τ9ν ΓΖ, ΩΨ στερε9ν πρ;ς τ; ΡΙ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV
%σον Zρα �στ0 τ; ΓΖ στερε;ν τ97 ΩΨ στερε97. �λλ? τ; ΩΨ τ97 ΑΕ �δε*χθη %σονV κα0 τ; ΑΕ
Zρα τ97 ΓΖ �στιν %σον. Μ� 1στωσαν δ� α= �φεστηκυ�αι α= ΑΗ, ΘΚ, ΒΕ, ΛΜ, ΓΝ, ΟΠ, ∆Ζ,
ΡΣ πρ;ς Aρθ?ς τα�ς ΑΒ, Γ∆ β-σεσινV λ�γω π-λιν, Dτι %σον τ; ΑΕ στερε;ν τ97 ΓΖ στερε97.
Fχθωσαν γ?ρ �π; τ9ν Κ, Ε, Η, Μ, Π, Ζ, Ν, Σ σηµε*ων �π0 τ; Eποκε*µενον �π*πεδον κ-θετοι
α= Κq, ΕΤ, ΗΥ, ΜΦ, ΠΧ, ΖΨ, ΝΩ, ΣΙ, κα0 συµβαλλ�τωσαν τ97 �πιπ�δω7 κατ? τ? q, Τ, Υ,
Φ, Χ, Ψ, Ω, Ι σηµε�α, κα0 �πεζε8χθωσαν α= qΤ, qΥ, ΥΦ, ΤΦ, ΧΨ, ΧΩ, ΩΙ, ΙΨ. %σον δ"
�στι τ; ΚΦ στερε;ν τ97 ΠΙ στερε97V �π* τε γ?ρ %σων β-σεSν εJσι τ9ν ΚΜ, ΠΣ κα0 Eπ; τ;
α�τ; wψος, gν α= �φεστ9σαι πρ;ς Aρθ-ς εJσι τα�ς β-σεσιν. �λλ? τ; µ�ν ΚΦ στερε;ν τ97 ΑΕ
στερε97 �στιν %σον, τ; δ� ΠΙ τ97 ΓΖV �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος,
gν α= �φεστ9σαι οUκ εJσιν �π0 τ9ν α�τ9ν ε�θει9ν. κα0 τ; ΑΕ Zρα στερε;ν τ97 ΓΖ στερε97
�στιν %σον. Τ? Zρα �π0 %σων β-σεων mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος %σα
�λλ"λοις �στ*νV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λβ́
Τ? Eπ; τ; α�τ; wψος mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς α= β-σεις.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ
Η

Θ

Κ

RΕστω Eπ; τ; α�τ; wψος στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΑΒ, Γ∆V λ�γω, Dτι τ? ΑΒ, Γ∆
στερε? παραλληλεπ*πεδα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς α= β-σεις, τουτ�στιν Dτι �στ0ν jς 6 ΑΕ β-σις
πρ;ς τ�ν ΓΖ β-σιν, οwτως τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; Γ∆ στερε	ν. Παραβεβλ"σθω γ?ρ παρ?
τ�ν ΖΗ τ97 ΑΕ %σον τ; ΖΘ, κα0 �π; β-σεως µ�ν τ�ς ΖΘ, wψους δ� τοI α�τοI τ97 Γ∆ στερε;ν
παραλληλεπ*πεδον συµπεπληρSσθω τ; ΗΚ. %σον δ" �στι τ; ΑΒ στερε;ν τ97 ΗΚ στερε97V �π* τε
γ?ρ %σων β-σεSν εJσι τ9ν ΑΕ, ΖΘ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος. κα0 �πε0 στερε;ν παραλληλεπ*πεδον
τ; ΓΚ �πιπ�δω7 τ97 ∆Η τ�τµηται παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις, 1στιν Zρα jς 6
ΓΖ β-σις πρ;ς τ�ν ΖΘ β-σιν, οwτως τ; Γ∆ στερε;ν πρ;ς τ; ∆Θ στερε	ν. %ση δ� 6 µ�ν ΖΘ
β-σις τ�@ ΑΕ β-σει, τ; δ� ΗΚ στερε;ν τ97 ΑΒ στερε97V 1στιν Zρα κα0 jς 6 ΑΕ β-σις πρ;ς
τ�ν ΓΖ β-σιν, οwτως τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; Γ∆ στερε	ν. Τ? Zρα Eπ; τ; α�τ; wψος mντα
στερε? παραλληλεπ*πεδα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς α= β-σειςV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ΙΆ .λγ́
Τ? Dµοια στερε? παραλληλεπ*πεδα πρ;ς Zλληλα �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν bµολ	γων
πλευρ9ν.

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν
q

Ο

Π

Ρ

RΕστω Dµοια στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΑΒ, Γ∆, bµ	λογος δ� 1στω 6 ΑΕ τ�@ ΓΖV λ�γω,
Dτι τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; Γ∆ στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει, Fπερ 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΓΖ.
+Εκβεβλ"σθωσαν γ?ρ �π( ε�θε*ας τα�ς ΑΕ, ΗΕ, ΘΕ α= ΕΚ, ΕΛ, ΕΜ, κα0 κε*σθω τ�@ µ�ν
ΓΖ %ση 6 ΕΚ, τ�@ δ� ΖΝ %ση 6 ΕΛ, κα0 1τι τ�@ ΖΡ %ση 6 ΕΜ, κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΚΛ
παραλληλ	γραµµον κα0 τ; ΚΟ στερε	ν. Κα0 �πε0 δ8ο α= ΚΕ, ΕΛ δυσ0 τα�ς ΓΖ, ΖΝ %σαι
εJσ*ν, �λλ? κα0 γων*α 6 Eπ; ΚΕΛ γων*αc τ�@ Eπ; ΓΖΝ �στιν %ση, �πειδ"περ κα0 6 Eπ; ΑΕΗ
τ�@ Eπ; ΓΖΝ �στιν %ση δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε9ν, %σον Zρα �στ0 [κα0 Dµοιον]
τ; ΚΛ παραλληλ	γραµµον τ97 ΓΝ παραλληλογρ-µµω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; µ�ν ΚΜ παρ-
αλληλ	γραµµον %σον �στ0 κα0 Dµοιον τ97 ΓΡ [παραλληλογρ-µµω7] κα0 1τι τ; ΕΟ τ97 ∆ΖV τρ*α
Zρα παραλληλ	γραµµα τοI ΚΟ στερεοI τρισ0 παραλληλογρ-µµοις τοI Γ∆ στερεοI %σα �στ0
κα0 Dµοια. �λλ? τ? µ�ν τρ*α τρισ0 το�ς �πεναντ*ον %σα �στ0 κα0 Dµοια, τ? δ� τρ*α τρισ0
το�ς �πεναντ*ον %σα �στ0 κα0 DµοιαV Dλον Zρα τ; ΚΟ στερε;ν Dλω7 τ97 Γ∆ στερε97 %σον �στ0
κα0 Dµοιον. συµπεπληρSσθω τ; ΗΚ παραλληλ	γραµµον, κα0 �π; β-σεων µ�ν τ9ν ΗΚ, ΚΛ
παραλληλογρ-µµων, wψους δ� τοI α�τοI τ97 ΑΒ στερε? συµπεπληρSσθω τ? Εq, ΛΠ. κα0
�πε0 δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε9ν �στιν jς 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΓΖ, οwτως 6 ΕΗ πρ;ς
τ�ν ΖΝ, κα0 6 ΕΘ πρ;ς τ�ν ΖΡ, %ση δ� 6 µ�ν ΓΖ τ�@ ΕΚ, 6 δ� ΖΝ τ�@ ΕΛ, 6 δ� ΖΡ τ�@ ΕΜ,
1στιν Zρα jς 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΚ, οwτως 6 ΗΕ πρ;ς τ�ν ΕΛ κα0 6 ΘΕ πρ;ς τ�ν ΕΜ. �λλ( jς
µ�ν 6 ΑΕ πρ;ς τ�ν ΕΚ, οwτως τ; ΑΗ [παραλληλ	γραµµον] πρ;ς τ; ΗΚ παραλληλ	γραµµον,
jς δ� 6 ΗΕ πρ;ς τ�ν ΕΛ, οwτως τ; ΗΚ πρ;ς τ; ΚΛ, jς δ� 6 ΘΕ πρ;ς ΕΜ, οwτως τ; ΠΕ
πρ;ς τ; ΚΜV κα0 jς Zρα τ; ΑΗ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΗΚ, οwτως τ; ΗΚ πρ;ς τ; ΚΛ
κα0 τ; ΠΕ πρ;ς τ; ΚΜ. �λλ( jς µ�ν τ; ΑΗ πρ;ς τ; ΗΚ, οwτως τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ;
Εq στερε	ν, jς δ� τ; ΗΚ πρ;ς τ; ΚΛ, οwτως τ; qΕ στερε;ν πρ;ς τ; ΠΛ στερε	ν, jς δ�
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τ; ΠΕ πρ;ς τ; ΚΜ, οwτως τ; ΠΛ στερε;ν πρ;ς τ; ΚΟ στερε	νV κα0 jς Zρα τ; ΑΒ στερε;ν
πρ;ς τ; Εq, οwτως τ; Εq πρ;ς τ; ΠΛ κα0 τ; ΠΛ πρ;ς τ; ΚΟ. �?ν δ� τ�σσαρα µεγ�θη κατ?
τ; συνεχ�ς �ν-λογον k@, τ; πρ9τον πρ;ς τ; τ�ταρτον τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ πρ;ς τ;
δε8τερονV τ; ΑΒ Zρα στερε;ν πρ;ς τ; ΚΟ τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ τ; ΑΒ πρ;ς τ; Εq.
�λλ( jς τ; ΑΒ πρ;ς τ; Εq, οwτως τ; ΑΗ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΗΚ κα0 6 ΑΕ ε�θε�α
πρ;ς τ�ν ΕΚV hστε κα0 τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; ΚΟ τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΕ πρ;ς
τ�ν ΕΚ. %σον δ� τ; [µ�ν] ΚΟ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97, 6 δ� ΕΚ ε�θε�α τ�@ ΓΖV κα0 τ; ΑΒ Zρα
στερε;ν πρ;ς τ; Γ∆ στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος α�τοI πλευρ? 6 ΑΕ
πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ?ν τ�ν ΓΖ. Τ? Zρα Dµοια στερε? παραλληλεπ*πεδα �ν τριπλασ*ονι
λ	γω7 �στ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9νV Dπερ 1δει δε�$αι.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι �?ν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, 1σται jς 6 πρSτη πρ;ς
τ�ν τετ-ρτην, οwτω τ; �π; τ�ς πρSτης στερε;ν παραλληλεπ*πεδον πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ρας
τ; Dµοιον κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενον, �πε*περ κα0 6 πρSτη πρ;ς τ�ν τετ-ρτην τριπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ πρ;ς τ�ν δευτ�ραν.

ΙΆ .λδ́
Τ9ν %σων στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσινV κα0 gν στερε9ν
παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν, %σα �στ0ν �κε�να.

RΕστω %σα στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΑΒ, Γ∆V λ�γω, Dτι τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε9ν παρ-
αλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα* �στιν jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ
β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψος.
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RΕστωσαν γ?ρ πρ	τερον α= �φεστηκυ�αι α= ΑΗ, ΕΖ, ΛΒ, ΘΚ, ΓΜ, Νq, Ο∆, ΠΡ πρ;ς
Aρθ?ς τα�ς β-σεσιν α�τ9νV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως 6
ΓΜ πρ;ς τ�ν ΑΗ. ΕJ µ�ν οYν %ση �στιν 6 ΕΘ β-σις τ�@ ΝΠ β-σει, 1στι δ� κα0 τ; ΑΒ
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στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97 %σον, 1σται κα0 6 ΓΜ τ�@ ΑΗ %ση. τ? γ?ρ Eπ; τ; α�τ; wψος στερε?
παραλληλεπ*πεδα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς α= β-σεις [εJ γ?ρ τ9ν ΕΘ, ΝΠ β-σεων %σων ο�σ9ν
µ� ε%η τ? ΑΗ, ΓΜ wψη %σα, ο�δ( Zρα τ; ΑΒ στερε;ν %σον 1σται τ97 Γ∆. Eπ	κειται δ� %σονV
ο�κ Zρα Zνισ	ν �στι τ; ΓΜ wψος τ97 ΑΗ wψειV %σον Zρα]. κα0 1σται jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν
ΝΠ, οwτως 6 ΓΜ πρ;ς τ�ν ΑΗ, κα0 φανερ	ν, Dτι τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε9ν παραλληλεπιπ�δων
�ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν. Μ� 1στω δ� %ση 6 ΕΘ β-σις τ�@ ΝΠ β-σει, �λλ( 1στω
µε*ζων 6 ΕΘ. 1στι δ� κα0 τ; ΑΒ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97 %σονV µε*ζων Zρα �στ0 κα0 6 ΓΜ τ�ς
ΑΗ [εJ γ?ρ µ", ο�δ( Zρα π-λιν τ? ΑΒ, Γ∆ στερε? %σα 1σταιV Eπ	κειται δ� %σα]. κε*σθω οYν
τ�@ ΑΗ %ση 6 ΓΤ, κα0 συµπεπληρSσθω �π; β-σεως µ�ν τ�ς ΝΠ, wψους δ� τοI ΓΤ, στερε;ν
παραλληλεπ*πεδον τ; ΦΓ. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΑΒ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97, 1$ωθεν δ� τ;
ΓΦ, τ? δ� %σα πρ;ς τ; α�τ; τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον, 1στιν Zρα jς τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ
στερε	ν, οwτως τ; Γ∆ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ στερε	ν. �λλ( jς µ�ν τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ;
ΓΦ στερε	ν, οwτως 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σινV Jσοϋψ� γ?ρ τ? ΑΒ, ΓΦ στερε-V jς δ�
τ; Γ∆ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ στερε	ν, οwτως 6 ΜΠ β-σις πρ;ς τ�ν ΤΠ β-σιν κα0 6 ΓΜ πρ;ς
τ�ν ΓΤV κα0 jς Zρα 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως 6 ΜΓ πρ;ς τ�ν ΓΤ. %ση δ� 6 ΓΤ
τ�@ ΑΗV κα0 jς Zρα 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως 6 ΜΓ πρ;ς τ�ν ΑΗ. τ9ν ΑΒ,
Γ∆ Zρα στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν. Π-λιν δ� τ9ν ΑΒ,
Γ∆ στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπονθ�τωσαν α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα0 1στω jς 6 ΕΘ
β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψοςV
λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97.
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RΕστωσαν [γ?ρ] π-λιν α= �φεστηκυ�αι πρ;ς Aρθ?ς τα�ς β-σεσιν, κα0 εJ µ�ν %ση �στ0ν 6
ΕΘ β-σις τ�@ ΝΠ β-σει, κα* �στιν jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆
στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψος, %σον Zρα �στ0 κα0 τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος
τ97 τοI ΑΒ στερεοI wψει. τ? δ� �π0 %σων β-σεων στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ;
wψος %σα �λλ"λοις �στ*νV %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97. Μ� 1στω δ� 6 ΕΘ
β-σις τ�@ ΝΠ [β-σει] %ση, �λλ( 1στω µε*ζων 6 ΕΘV µε�ζον Zρα �στ0 κα0 τ; τοI Γ∆ στερεοI
wψος τοI τοI ΑΒ στερεοI wψους, τουτ�στιν 6 ΓΜ τ�ς ΑΗ. κε*σθω τ�@ ΑΗ %ση π-λιν 6 ΓΤ,
κα0 συµπεπληρSσθω bµο*ως τ; ΓΦ στερε	ν. �πε* �στιν jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν,
οwτως 6 ΜΓ πρ;ς τ�ν ΑΗ, %ση δ� 6 ΑΗ τ�@ ΓΤ, 1στιν Zρα jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ
β-σιν, οwτως 6 ΓΜ πρ;ς τ�ν ΓΤ. �λλ( jς µ�ν 6 ΕΘ [β-σις] πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ;
ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ στερε	νV Jσοϋψ� γ-ρ �στι τ? ΑΒ, ΓΦ στερε-V jς δ� 6 ΓΜ πρ;ς
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τ�ν ΓΤ, οwτως # τε ΜΠ β-σις πρ;ς τ�ν ΠΤ β-σιν κα0 τ; Γ∆ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ στερε	ν.
κα0 jς Zρα τ; ΑΒ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ στερε	ν, οwτως τ; Γ∆ στερε;ν πρ;ς τ; ΓΦ στερε	νV
)κ-τερον Zρα τ9ν ΑΒ, Γ∆ πρ;ς τ; ΓΦ τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γον. %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒ στερε;ν
τ97 Γ∆ στερε97 [Dπερ 1δει δε�$αι]. Μ� 1στωσαν δ� α= �φεστηκυ�αι α= ΖΕ, ΒΛ, ΗΑ, ΘΚ, qΝ,
∆Ο, ΜΓ, ΡΠ πρ;ς Aρθ?ς τα�ς β-σεσιν α�τ9ν, κα0 Fχθωσαν �π; τ9ν Ζ, Η, Β, Κ, q, Μ, ∆, Ρ
σηµε*ων �π0 τ? δι? τ9ν ΕΘ, ΝΠ �π*πεδα κ-θετοι κα0 συµβαλλ�τωσαν το�ς �πιπ�δοις κατ? τ?
Σ, Τ, Υ, Φ, Χ, Ψ, Ω, α, κα0 συµπεπληρSσθω τ? ΖΦ, qΩ στερε-V λ�γω, Dτι κα0 οwτως %σων
mντων τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε9ν �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα* �στιν jς 6 ΕΘ β-σις
πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψος. +Επε0
%σον �στ0 τ; ΑΒ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97, �λλ? τ; µ�ν ΑΒ τ97 ΒΤ �στιν %σονV �π* τε γ?ρ τ�ς
α�τ�ς β-σεSς εJσι τ�ς ΖΚ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος [gν α= �φεστ9σαι ο�κ εJσ0ν �π0 τ9ν α�τ9ν
ε�θει9ν]V τ; δ� Γ∆ στερε;ν τ97 ∆Ψ �στιν %σονV �π* τε γ?ρ π-λιν τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι τ�ς
Ρq κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος [gν α= �φεστ9σαι ο�κ εJσ0ν �π0 τ9ν α�τ9ν ε�θει9ν]V κα0 τ; ΒΤ
Zρα στερε;ν τ97 ∆Ψ στερε97 %σον �στ*ν [τ9ν δ� %σων στερε9ν παραλληλεπιπ�δων, gν τ? wψη
πρ;ς Aρθ-ς �στι τα�ς β-σεσιν α�τ9ν, �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν]. 1στιν Zρα jς
6 ΖΚ β-σις πρ;ς τ�ν qΡ β-σιν, οwτως τ; τοI ∆Ψ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΒΤ στερεοI
wψος. %ση δ� 6 µ�ν ΖΚ β-σις τ�@ ΕΘ β-σει, 6 δ� qΡ β-σις τ�@ ΝΠ β-σειV 1στιν Zρα jς 6 ΕΘ
β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI ∆Ψ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΒΤ στερεοI wψος.
τ? δ( α�τ? wψη �στ0 τ9ν ∆Ψ, ΒΤ στερε9ν κα0 τ9ν ∆Γ, ΒΑV 1στιν Zρα jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς
τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI ∆Γ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψος. τ9ν ΑΒ, Γ∆
Zρα στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν. Π-λιν δ� τ9ν ΑΒ,
Γ∆ στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπονθ�τωσαν α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα0 1στω jς 6 ΕΘ
β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψοςV
λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒ στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97. Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε*
�στιν jς 6 ΕΘ β-σις πρ;ς τ�ν ΝΠ β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ
στερεοI wψος, %ση δ� 6 µ�ν ΕΘ β-σις τ�@ ΖΚ β-σει, 6 δ� ΝΠ τ�@ qΡ, 1στιν Zρα jς 6 ΖΚ
β-σις πρ;ς τ�ν qΡ β-σιν, οwτως τ; τοI Γ∆ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΑΒ στερεοI wψος.
τ? δ( α�τ? wψη �στ0 τ9ν ΑΒ, Γ∆ στερε9ν κα0 τ9ν ΒΤ, ∆ΨV 1στιν Zρα jς 6 ΖΚ β-σις πρ;ς
τ�ν qΡ β-σιν, οwτως τ; τοI ∆Ψ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΒΤ στερεοI wψος. τ9ν ΒΤ,
∆Ψ Zρα στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν [gν δ� στερε9ν
παραλληλεπιπ�δων τ? wψη πρ;ς Aρθ-ς �στι τα�ς β-σεσιν α�τ9ν, �ντιπεπ	νθασι δ� α= β-σεις
το�ς wψεσιν, %σα �στ0ν �κε�να]V %σον Zρα �στ0 τ; ΒΤ στερε;ν τ97 ∆Ψ στερε97. �λλ? τ; µ�ν
ΒΤ τ97 ΒΑ %σον �στ*νV �π* τε γ?ρ τ�ς α�τ�ς β-σεως [εJσι] τ�ς ΖΚ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος
[gν α= �φεστ9σαι ο�κ εJσ0ν �π0 τ9ν α�τ9ν ε�θει9ν]. τ; δ� ∆Ψ στερε;ν τ97 ∆Γ στερε97 %σον
�στ*ν [�π* τε γ?ρ π-λιν τ�ς α�τ�ς β-σεSς εJσι τ�ς qΡ κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος κα0 ο�κ �ν τα�ς
α�τα�ς ε�θε*αις]. κα0 τ; ΑΒ Zρα στερε;ν τ97 Γ∆ στερε97 �στιν %σονV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λέ

+Ε?ν >σι δ8ο γων*αι �π*πεδοι %σαι, �π0 δ� τ9ν κορυφ9ν α�τ9ν µετ�ωροι ε�θε�αι �πισταθ9σιν
%σας γων*ας περι�χουσαι µετ? τ9ν �$ �ρχ�ς ε�θει9ν )κατ�ραν )κατ�ραc, �π0 δ� τ9ν µετεSρων
ληφθ�@ τυχ	ντα σηµε�α, κα0 �π( α�τ9ν �π0 τ? �π*πεδα, �ν οtς εJσιν α= �$ �ρχ�ς γων*αι,
κ-θετοι �χθ9σιν, �π; δ� τ9ν γενοµ�νων σηµε*ων �ν το�ς �πιπ�δοις �π0 τ?ς �$ �ρχ�ς γων*ας
�πιζευχθ9σιν ε�θε�αι, %σας γων*ας περι�$ουσι µετ? τ9ν µετεSρων.
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RΕστωσαν δ8ο γων*αι ε�θ8γραµµοι %σαι α= Eπ; ΒΑΓ, Ε∆Ζ, �π; δ� τ9ν Α, ∆ σηµε*ων
µετ�ωροι ε�θε�αι �φεστ-τωσαν α= ΑΗ, ∆Μ %σας γων*ας περι�χουσαι µετ? τ9ν �$ �ρχ�ς
ε�θει9ν )κατ�ραν )κατ�ραc, τ�ν µ�ν Eπ; Μ∆Ε τ�@ Eπ; ΗΑΒ, τ�ν δ� Eπ; Μ∆Ζ τ�@ Eπ; ΗΑΓ,
κα0 εJλ"φθω �π0 τ9ν ΑΗ, ∆Μ τυχ	ντα σηµε�α τ? Η, Μ, κα0 Fχθωσαν �π; τ9ν Η, Μ σηµε*ων
�π0 τ? δι? τ9ν ΒΑΓ, Ε∆Ζ �π*πεδα κ-θετοι α= ΗΛ, ΜΝ, κα0 συµβαλλ�τωσαν το�ς �πιπ�δοις
κατ? τ? Ν, Λ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΛΑ, Ν∆V λ�γω, Dτι %ση �στ0ν 6 Eπ; ΗΑΛ γων*α τ�@ Eπ;
Μ∆Ν γων*αc. Κε*σθω τ�@ ∆Μ %ση 6 ΑΘ, κα0 Fχθω δι? τοI Θ σηµε*ου τ�@ ΗΛ παρ-λληλος
6 ΘΚ. 6 δ� ΗΛ κ-θετ	ς �στιν �π0 τ; δι? τ9ν ΒΑΓ �π*πεδονV κα0 6 ΘΚ Zρα κ-θετ	ς �στιν
�π0 τ; δι? τ9ν ΒΑΓ �π*πεδον. Fχθωσαν �π; τ9ν Κ, Ν σηµε*ων �π0 τ?ς ΑΒ, ΑΓ, ∆Ζ, ∆Ε
ε�θε*ας κ-θετοι α= ΚΓ, ΝΖ, ΚΒ, ΝΕ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΘΓ, ΓΒ, ΜΖ, ΖΕ. �πε0 τ; �π;
τ�ς ΘΑ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΘΚ, ΚΑ, τ97 δ� �π; τ�ς ΚΑ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΚΓ, ΓΑ,
κα0 τ; �π; τ�ς ΘΑ Zρα %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΘΚ, ΚΓ, ΓΑ. το�ς δ� �π; τ9ν ΘΚ, ΚΓ %σον
�στ0 τ; �π; τ�ς ΘΓV τ; Zρα �π; τ�ς ΘΑ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΘΓ, ΓΑ. Aρθ� Zρα �στ0ν
6 Eπ; ΘΓΑ γων*α. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ∆ΖΜ γων*α Aρθ" �στιν. %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ;
ΑΓΘ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΖΜ. 1στι δ� κα0 6 Eπ; ΘΑΓ τ�@ Eπ; Μ∆Ζ %ση. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ?
Μ∆Ζ, ΘΑΓ δ8ο γων*ας δυσ0 γων*αις %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc
πλευρHc %σην τ�ν Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν %σων γωνι9ν τ�ν ΘΑ τ�@ Μ∆V κα0 τ?ς λοιπ?ς
Zρα πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ει )κατ�ραν )κατ�ραc. %ση Zρα �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ∆Ζ.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε �στιν %ση [οwτωςV �πεζε8χθωσαν α= ΘΒ, ΜΕ. κα0
�πε0 τ; �π; τ�ς ΑΘ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΚ, ΚΘ, τ97 δ� �π; τ�ς ΑΚ %σα �στ0 τ? �π;
τ9ν ΑΒ, ΒΚ, τ? Zρα �π; τ9ν ΑΒ, ΒΚ, ΚΘ %σα �στ0 τ97 �π; ΑΘ. �λλ? το�ς �π; τ9ν ΒΚ,
ΚΘ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΘV Aρθ� γ?ρ 6 Eπ; ΘΚΒ γων*α δι? τ; κα0 τ�ν ΘΚ κ-θετον ε ν̂αι
�π0 τ; Eποκε*µενον �π*πεδονV τ; Zρα �π; τ�ς ΑΘ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΑΒ, ΒΘV Aρθ� Zρα
�στ0ν 6 Eπ; ΑΒΘ γων*α. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 Eπ; ∆ΕΜ γων*α Aρθ" �στιν. 1στι δ� κα0
6 Eπ; ΒΑΘ γων*α τ�@ Eπ; Ε∆Μ %σηV Eπ	κεινται γ-ρV κα0 1στιν 6 ΑΘ τ�@ ∆Μ %σηV %ση Zρα
�στ0 κα0 6 ΑΒ τ�@ ∆Ε]. �πε0 οYν %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΓ τ�@ ∆Ζ, 6 δ� ΑΒ τ�@ ∆Ε, δ8ο δ� α= ΓΑ,
ΑΒ δυσ0 τα�ς Ζ∆, ∆Ε %σαι εJσ*ν. �λλ? κα0 γων*α 6 Eπ; ΓΑΒ γων*αc τ�@ Eπ; Ζ∆Ε �στιν %σηV
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β-σις Zρα 6 ΒΓ β-σει τ�@ ΕΖ %ση �στ0 κα0 τ; τρ*γωνον τ97 τριγSνω7 κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς
λοιπα�ς γων*αιςV %ση Zρα 6 Eπ; ΑΓΒ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΖΕ. 1στι δ� κα0 Aρθ� 6 Eπ; ΑΓΚ Aρθ�@
τ�@ Eπ; ∆ΖΝ %σηV κα0 λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΒΓΚ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΕΖΝ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ�
κα0 6 Eπ; ΓΒΚ τ�@ Eπ; ΖΕΝ �στιν %ση. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ΒΓΚ, ΕΖΝ [τ?ς] δ8ο γων*ας
δυσ0 γων*αις %σας 1χοντα )κατ�ραν )κατ�ραc κα0 µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην τ�ν πρ;ς τα�ς
%σαις γων*αις τ�ν ΒΓ τ�@ ΕΖV κα0 τ?ς λοιπ?ς Zρα πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ουσιν.
%ση Zρα �στ0ν 6 ΓΚ τ�@ ΖΝ. 1στι δ� κα0 6 ΑΓ τ�@ ∆Ζ %σηV δ8ο δ� α= ΑΓ, ΓΚ δυσ0 τα�ς ∆Ζ,
ΖΝ %σαι εJσ*νV κα0 Aρθ?ς γων*ας περι�χουσιν. β-σις Zρα 6 ΑΚ β-σει τ�@ ∆Ν %ση �στ*ν. κα0
�πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΘ τ�@ ∆Μ, %σον �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΑΘ τ97 �π; τ�ς ∆Μ. �λλ? τ97 µ�ν �π;
τ�ς ΑΘ %σα �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΚ, ΚΘV Aρθ� γ?ρ 6 Eπ; ΑΚΘV τ97 δ� �π; τ�ς ∆Μ %σα τ? �π;
τ9ν ∆Ν, ΝΜV Aρθ� γ?ρ 6 Eπ; ∆ΝΜV τ? Zρα �π; τ9ν ΑΚ, ΚΘ %σα �στ0 το�ς �π; τ9ν ∆Ν,
ΝΜ, gν τ; �π; τ�ς ΑΚ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ∆ΝV λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΚΘ %σον �στ0 τ97
�π; τ�ς ΝΜV %ση Zρα 6 ΘΚ τ�@ ΜΝ. κα0 �πε0 δ8ο α= ΘΑ, ΑΚ δυσ0 τα�ς Μ∆, ∆Ν %σαι εJσ0ν
)κατ�ρα )κατ�ραc, κα0 β-σις 6 ΘΚ β-σει τ�@ ΜΝ �δε*χθη %ση, γων*α Zρα 6 Eπ; ΘΑΚ γων*αc
τ�@ Eπ; Μ∆Ν �στιν %ση. +Ε?ν Zρα >σι δ8ο γων*αι �π*πεδοι %σαι κα0 τ? )$�ς τ�ς προτ-σεως
[Dπερ 1δει δε�$αι].

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι, �?ν >σι δ8ο γων*αι �π*πεδοι %σαι, �πισταθ9σι δ� �π( α�τ9ν
µετ�ωροι ε�θε�αι %σαι %σας γων*ας περι�χουσαι µετ? τ9ν �$ �ρχ�ς ε�θει9ν )κατ�ραν )κατ�ραc,
α= �π( α�τ9ν κ-θετοι �γ	µεναι �π0 τ? �π*πεδα, �ν οtς εJσιν α= �$ �ρχ�ς γων*αι, %σαι �λλ"λαις
εJσ*ν. Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λ3́
+Ε?ν τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, τ; �κ τ9ν τρι9ν στερε;ν παραλληλεπ*πεδον %σον �στ0
τ97 �π; τ�ς µ�σης στερε97 παραλληλεπιπ�δω7 Jσοπλε8ρω7 µ�ν, Jσογων*ω7 δ� τ97 προειρηµ�νω7.
RΕστωσαν τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογον α= Α, Β, Γ, jς 6 Α πρ;ς τ�ν Β, οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν
ΓV λ�γω, Dτι τ; �κ τ9ν Α, Β, Γ στερε;ν %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β στερε97 Jσοπλε8ρω7 µ�ν,
Jσογων*ω7 δ� τ97 προειρηµ�νω7.
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+Εκκε*σθω στερε? γων*α 6 πρ;ς τ97 Ε περιεχοµ�νη Eπ; τ9ν Eπ; ∆ΕΗ, ΗΕΖ, ΖΕ∆, κα0
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κε*σθω τ�@ µ�ν Β %ση )κ-στη τ9ν ∆Ε, ΗΕ, ΕΖ, κα0 συµπεπληρSσθω τ; ΕΚ στερε;ν παρ-
αλληλεπ*πεδον, τ�@ δ� Α %ση 6 ΛΜ, κα0 συνεστ-τω πρ;ς τ�@ ΛΜ ε�θε*αc κα0 τ97 πρ;ς α�τ�@
σηµε*ω7 τ97 Λ τ�@ πρ;ς τ97 Ε στερεHc γων*αc %ση στερε? γων*α 6 περιεχοµ�νη Eπ; τ9ν ΝΛq,
qΛΜ, ΜΛΝ, κα0 κε*σθω τ�@ µ�ν Β %ση 6 Λq, τ�@ δ� Γ %ση 6 ΛΝ. κα0 �πε* �στιν jς 6 Α πρ;ς
τ�ν Β, οwτως 6 Β πρ;ς τ�ν Γ, %ση δ� 6 µ�ν Α τ�@ ΛΜ, 6 δ� Β )κατ�ραc τ9ν Λq, Ε∆, 6 δ� Γ
τ�@ ΛΝ, 1στιν Zρα jς 6 ΛΜ πρ;ς τ�ν ΕΖ, οwτως 6 ∆Ε πρ;ς τ�ν ΛΝ. κα0 περ0 %σας γων*ας
τ?ς Eπ; ΝΛΜ, ∆ΕΖ α= πλευρα0 �ντιπεπ	νθασινV %σον Zρα �στ0 τ; ΜΝ παραλληλ	γραµµον
τ97 ∆Ζ παραλληλογρ-µµω7. κα0 �πε0 δ8ο γων*αι �π*πεδοι ε�θ8γραµµοι %σαι εJσ0ν α= Eπ; ∆ΕΖ,
ΝΛΜ, κα0 �π( α�τ9ν µετ�ωροι ε�θε�αι �φεστHσιν α= Λq, ΕΗ %σαι τε �λλ"λαις κα0 %σας γων*ας
περι�χουσαι µετ? τ9ν �$ �ρχ�ς ε�θει9ν )κατ�ραν )κατ�ραc, α= Zρα �π; τ9ν Η, q σηµε*ων
κ-θετοι �γ	µεναι �π0 τ? δι? τ9ν ΝΛΜ, ∆ΕΖ �π*πεδα %σαι �λλ"λαις εJσ*νV hστε τ? ΛΘ, ΕΚ
στερε? Eπ; τ; α�τ; wψος �στ*ν. τ? δ� �π0 %σων β-σεων στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ;
α�τ; wψος %σα �λλ"λοις �στ*νV %σον Zρα �στ0 τ; ΘΛ στερε;ν τ97 ΕΚ στερε97. κα* �στι τ; µ�ν
ΛΘ τ; �κ τ9ν Α, Β, Γ στερε	ν, τ; δ� ΕΚ τ; �π; τ�ς Β στερε	νV τ; Zρα �κ τ9ν Α, Β, Γ
στερε;ν παραλληλεπ*πεδον %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Β στερε97 Jσοπλε8ρω7 µ�ν, Jσογων*ω7 δ� τ97
προειρηµ�νω7V Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λζ́
+Ε?ν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σιν, κα0 τ? �π( α�τ9ν στερε? παραλληλεπ*πεδα Dµοι- τε
κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενα �ν-λογον 1σταιV κα0 �?ν τ? �π( α�τ9ν στερε? παραλληλεπ*πεδα
Dµοι- τε κα0 bµο*ως �ναγραφ	µενα �ν-λογον k@, κα0 α�τα0 α= ε�θε�αι �ν-λογον 1σονται.
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RΕστωσαν τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον α= ΑΒ, Γ∆, ΕΖ, ΗΘ, jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως
6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ, κα0 �ναγεγρ-φθωσαν �π; τ9ν ΑΒ, Γ∆, ΕΖ, ΗΘ Dµοι- τε κα0 bµο*ως
κε*µενα στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? ΚΑ, ΛΓ, ΜΕ, ΝΗV λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; ΚΑ πρ;ς τ;
ΛΓ, οwτως τ; ΜΕ πρ;ς τ; ΝΗ. +Επε0 γ?ρ Dµοι	ν �στι τ; ΚΑ στερε;ν παραλληλεπ*πεδον τ97
ΛΓ, τ; ΚΑ Zρα πρ;ς τ; ΛΓ τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 τ; ΜΕ πρ;ς τ; ΝΗ τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ. κα* �στιν jς 6
ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ. κα0 jς Zρα τ; ΑΚ πρ;ς τ; ΛΓ, οwτως τ; ΜΕ
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πρ;ς τ; ΝΗ. +Αλλ? δ� 1στω jς τ; ΑΚ στερε;ν πρ;ς τ; ΛΓ στερε	ν, οwτως τ; ΜΕ στερε;ν
πρ;ς τ; ΝΗV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΒ ε�θε�α πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ. +Επε0
γ?ρ π-λιν τ; ΚΑ πρ;ς τ; ΛΓ τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, 1χει δ� κα0
τ; ΜΕ πρ;ς τ; ΝΗ τριπλασ*ονα λ	γον Fπερ 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ, κα* �στιν jς τ; ΚΑ πρ;ς τ;
ΛΓ, οwτως τ; ΜΕ πρ;ς τ; ΝΗ, κα0 jς Zρα 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΗΘ.
+Ε?ν Zρα τ�σσαρες ε�θε�αι �ν-λογον >σι κα0 τ? )$�ς τ�ς προτ-σεωςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λή
+Ε?ν κ8βου τ9ν �πεναντ*ον �πιπ�δων α= πλευρα0 δ*χα τµηθ9σιν, δι? δ� τ9ν τοµ9ν �π*πεδα
�κβληθ�@, 6 κοιν� τοµ� τ9ν �πιπ�δων κα0 6 τοI κ8βου δι-µετρος δ*χα τ�µνουσιν �λλ"λας.
Κ8βου γ?ρ τοI ΑΖ τ9ν �πεναντ*ον �πιπ�δων τ9ν ΓΖ, ΑΘ α= πλευρα0 δ*χα τετµ"σθωσαν κατ?
τ? Κ, Λ, Μ, Ν, q, Π, Ο, Ρ σηµε�α, δι? δ� τ9ν τοµ9ν �π*πεδα �κβεβλ"σθω τ? ΚΝ, qΡ, κοιν�
δ� τοµ� τ9ν �πιπ�δων 1στω 6 ΥΣ, τοI δ� ΑΖ κ8βου διαγSνιος 6 ∆Η. λ�γω, Dτι %ση �στ0ν 6
µ�ν ΥΤ τ�@ ΤΣ, 6 δ� ∆Τ τ�@ ΤΗ.
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+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ∆Υ, ΥΕ, ΒΣ, ΣΗ. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ∆q τ�@ ΟΕ, α=
�ναλλ?$ γων*αι α= Eπ; ∆qΥ, ΥΟΕ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ∆q τ�@ ΟΕ,
6 δ� qΥ τ�@ ΥΟ, κα0 γων*ας %σας περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 ∆Υ τ�@ ΥΕ �στιν %ση, κα0 τ;
∆qΥ τρ*γωνον τ97 ΟΥΕ τριγSνω7 �στ0ν %σον κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαιV
%ση Zρα 6 Eπ; qΥ∆ γων*α τ�@ Eπ; ΟΥΕ γων*αc. δι? δ� τοIτο ε�θε�- �στιν 6 ∆ΥΕ. δι? τ?
α�τ? δ� κα0 6 ΒΣΗ ε�θε�- �στιν, κα0 %ση 6 ΒΣ τ�@ ΣΗ. κα0 �πε0 6 ΓΑ τ�@ ∆Β %ση �στ0 κα0
παρ-λληλος, �λλ? 6 ΓΑ κα0 τ�@ ΕΗ %ση τ� �στι κα0 παρ-λληλος, κα0 6 ∆Β Zρα τ�@ ΕΗ %ση τ�
�στι κα0 παρ-λληλος. κα0 �πιζευγν8ουσιν α�τ?ς ε�θε�αι α= ∆Ε, ΒΗV παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6
∆Ε τ�@ ΒΗ. %ση Zρα 6 µ�ν Eπ; Ε∆Τ γων*α τ�@ Eπ; ΒΗΤV �ναλλ?$ γ-ρV 6 δ� Eπ; ∆ΤΥ τ�@ Eπ;
ΗΤΣ. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ∆ΤΥ, ΗΤΣ τ?ς δ8ο γων*ας τα�ς δυσ0 γων*αις %σας 1χοντα κα0
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µ*αν πλευρ?ν µιHc πλευρHc %σην τ�ν Eποτε*νουσαν Eπ; µ*αν τ9ν %σων γωνι9ν τ�ν ∆Υ τ�@ ΗΣV
6µ*σειαι γ-ρ εJσι τ9ν ∆Ε, ΒΗV κα0 τ?ς λοιπ?ς πλευρ?ς τα�ς λοιπα�ς πλευρα�ς %σας i$ει. %ση
Zρα 6 µ�ν ∆Τ τ�@ ΤΗ, 6 δ� ΥΤ τ�@ ΤΣ. +Ε?ν Zρα κ8βου τ9ν �πεναντ*ον �πιπ�δων α= πλευρα0
δ*χα τµηθ9σιν, δι? δ� τ9ν τοµ9ν �π*πεδα �κβληθ�@, 6 κοιν� τοµ� τ9ν �πιπ�δων κα0 6 τοI
κ8βου δι-µετρος δ*χα τ�µνουσιν �λλ"λαςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΆ .λθ́
+Ε?ν k@ δ8ο πρ*σµατα Jσοϋψ�, κα0 τ; µ�ν 1χη@ β-σιν παραλληλ	γραµµον, τ; δ� τρ*γωνον,
διπλ-σιον δ� k@ τ; παραλληλ	γραµµον τοI τριγSνου, %σα 1σται τ? πρ*σµατα.

RΕστω δ8ο πρ*σµατα Jσοϋψ� τ? ΑΒΓ∆ΕΖ, ΗΘΚΛ ΜΝ, κα0 τ; µ�ν �χ�τω β-σιν τ; ΑΖ
παραλληλ	γραµµον, τ; δ� τ; ΗΘΚ τρ*γωνον, διπλ-σιον δ� 1στω τ; ΑΖ παραλληλ	γραµµον
τοI ΗΘΚ τριγSνουV λ�γω, Dτι %σον �στ0 τ; ΑΒΓ∆ΕΖ πρ*σµα τ97 ΗΘΚΛΜΝ πρ*σµατι.
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ΣυµπεπληρSσθω γ?ρ τ? Αq, ΗΟ στερε-. �πε0 διπλ-σι	ν �στι τ; ΑΖ παραλληλ	γραµµον
τοI ΗΘΚ τριγSνου, 1στι δ� κα0 τ; ΘΚ παραλληλ	γραµµον διπλ-σιον τοI ΗΘΚ τριγSνου,
%σον Zρα �στ0 τ; ΑΖ παραλληλ	γραµµον τ97 ΘΚ παραλληλογρ-µµω7. τ? δ� �π0 %σων β-σεων
mντα στερε? παραλληλεπ*πεδα κα0 Eπ; τ; α�τ; wψος %σα �λλ"λοις �στ*νV %σον Zρα �στ0 τ; Αq
στερε;ν τ97 ΗΟ στερε97. κα* �στι τοI µ�ν Αq στερεοI #µισυ τ; ΑΒΓ∆ΕΖ πρ*σµα, τοI δ�
ΗΟ στερεοI #µισυ τ; ΗΘΚΛΜΝ πρ*σµαV %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆ΕΖ πρ*σµα τ97 ΗΘΚΛΜΝ
πρ*σµατι. +Ε?ν Zρα k@ δ8ο πρ*σµατα Jσοϋψ�, κα0 τ; µ�ν 1χη@ β-σιν παραλληλ	γραµµον, τ; δ�
τρ*γωνον, διπλ-σιον δ� k@ τ; παραλληλ	γραµµον τοI τριγSνου, %σα �στ0 τ? πρ*σµαταV Dπερ
1δει δε�$αι.
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ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

ΙΒ́ .ά
Τ? �ν το�ς κ8κλοις Dµοια πολ8γωνα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς τ? �π; τ9ν διαµ�τρων τετρ-γωνα.

RΕστωσαν κ8κλοι ο= ΑΒΓ, ΖΗΘ, κα0 �ν α�το�ς Dµοια πολ8γωνα 1στω τ? ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ,
δι-µετροι δ� τ9ν κ8κλων 1στωσαν α= ΒΜ, ΗΝV λ�γω, Dτι �στ0ν jς τ; �π; τ�ς ΒΜ τετρ-γωνον
πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΝ τετρ-γωνον, οwτως τ; ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον πρ;ς τ; ΖΗΘΚΛ πολ8γωνον.
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+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΒΕ, ΑΜ, ΗΛ, ΖΝ. κα0 �πε0 Dµοιον τ; ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον τ97
ΖΗΘΚΛ πολυγSνω7, %ση �στ0 κα0 6 Eπ; ΒΑΕ γων*α τ�@ Eπ; ΗΖΛ, κα* �στιν jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν
ΑΕ, οwτως 6 ΗΖ πρ;ς τ�ν ΖΛ. δ8ο δ� τρ*γων- �στι τ? ΒΑΕ, ΗΖΛ µ*αν γων*αν µιHc γων*αc
%σην 1χοντα τ�ν Eπ; ΒΑΕ τ�@ Eπ; ΗΖΛ, περ0 δ� τ?ς %σας γων*ας τ?ς πλευρ?ς �ν-λογονV
JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΖΗΛ τριγSνω7. %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΑΕΒ γων*α
τ�@ Eπ; ΖΛΗ. �λλ( 6 µ�ν Eπ; ΑΕΒ τ�@ Eπ; ΑΜΒ �στιν %σηV �π0 γ?ρ τ�ς α�τ�ς περιφερε*ας
βεβ"κασινV 6 δ� Eπ; ΖΛΗ τ�@ Eπ; ΖΝΗV κα0 6 Eπ; ΑΜΒ Zρα τ�@ Eπ; ΖΝΗ �στιν %ση. 1στι δ�
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κα0 Aρθ� 6 Eπ; ΒΑΜ Aρθ�@ τ�@ Eπ; ΗΖΝ %σηV κα0 6 λοιπ� Zρα τ�@ λοιπ�@ �στιν %ση. JσογSνιον
Zρα �στ0 τ; ΑΒΜ τρ*γωνον τ97 ΖΗΝ τριγSνω7. �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΒΜ πρ;ς τ�ν ΗΝ,
οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΗΖ. �λλ? τοI µ�ν τ�ς ΒΜ πρ;ς τ�ν ΗΝ λ	γου διπλασ*ων �στ0ν b
τοI �π; τ�ς ΒΜ τετραγSνου πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΝ τετρ-γωνον, τοI δ� τ�ς ΒΑ πρ;ς τ�ν ΗΖ
διπλασ*ων �στ0ν b τοI ΑΒΓ∆Ε πολυγSνου πρ;ς τ; ΖΗ ΘΚΛ πολ8γωνονV κα0 jς Zρα τ; �π;
τ�ς ΒΜ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΗΝ τετρ-γωνον, οwτως τ; ΑΒΓ∆Ε πολ8γωνον πρ;ς
τ; ΖΗΘΚΛ πολ8γωνον.

Τ? Zρα �ν το�ς κ8κλοις Dµοια πολ8γωνα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς τ? �π; τ9ν διαµ�τρων
τετρ-γωναV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .β́
Ο= κ8κλοι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς τ? �π; τ9ν διαµ�τρων τετρ-γωνα.

RΕστωσαν κ8κλοι ο= ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ, δι-µετροι δ� α�τ9ν [1στωσαν] α= Β∆, ΖΘV λ�γω, Dτι
�στ0ν jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως τ; �π; τ�ς Β∆ τετρ-γωνον πρ;ς
τ; �π; τ�ς ΖΘ τετρ-γωνον.
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ΕJ γ?ρ µ" �στιν jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ, οwτως τ; �π; τ�ς Β∆ τετρ-γωνον
πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΘ, 1σται jς τ; �π; τ�ς Β∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΘ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος
Fτοι πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΕΖΗΘ κ8κλου χωρ*ον P πρ;ς µε�ζον. 1στω πρ	τερον πρ;ς 1λασσον
τ; Σ. κα0 �γγεγρ-φθω εJς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον τετρ-γωνον τ; ΕΖΗΘV τ; δ� �γγεγραµµ�νον
τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI ΕΖΗΘ κ8κλου, �πειδ"περ �?ν δι? τ9ν Ε, Ζ, Η, Θ
σηµε*ων �φαπτοµ�νας [ε�θε*ας] τοI κ8κλου �γ-γωµεν, τοI περιγραφοµ�νου περ0 τ;ν κ8κλον
τετραγSνου #µισ8 �στι τ; ΕΖΗΘ τετρ-γωνον, τοI δ� περιγραφ�ντος τετραγSνου �λ-ττων
�στ0ν b κ8κλοςV hστε τ; ΕΖΗΘ �γγεγραµµ�νον τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στι τοI 6µ*σεως τοI
ΕΖΗΘ κ8κλου. τετµ"σθωσαν δ*χα α= ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφ�ρειαι κατ? τ? Κ, Λ, Μ, Ν
σηµε�α, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΕV κα0 iκαστον Zρα τ9ν
ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγSνων µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI καθ( )αυτ; τµ"µατος τοI
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κ8κλου, �πειδ"περ �?ν δι? τ9ν Κ, Λ, Μ, Ν σηµε*ων �φαπτοµ�νας τοI κ8κλου �γ-γωµεν κα0
�ναπληρSσωµεν τ? �π0 τ9ν ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ ε�θει9ν παραλληλ	γραµµα, iκαστον τ9ν ΕΚΖ,
ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγSνων #µισυ 1σται τοI καθ( )αυτ; παραλληλογρ-µµου, �λλ? τ; καθ(
)αυτ; τµ�µα 1λαττ	ν �στι τοI παραλληλογρ-µµουV hστε iκαστον τ9ν ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ,
ΘΝΕ τριγSνων µε�ζ	ν �στι τοI 6µ*σεως τοI καθ( )αυτ; τµ"µατος τοI κ8κλου. τ�µνοντες
δ� τ?ς Eπολειποµ�νας περιφερε*ας δ*χα κα0 �πιζευγν8ντες ε�θε*ας κα0 τοIτο �ε0 ποιοIντες
καταλε*ψοµ�ν τινα �ποτµ"µατα τοI κ8κλου, _ 1σται �λ-σσονα τ�ς Eπεροχ�ς, u@ Eπερ�χει b
ΕΖΗΘ κ8κλος τοI Σ χωρ*ου. �δε*χθη γ?ρ �ν τ97 πρSτω7 θεωρ"µατι τοI δεκ-του βιβλ*ου,
Dτι δ8ο µεγεθ9ν �ν*σων �κκειµ�νων, �?ν �π; τοI µε*ζονος �φαιρεθ�@ µε�ζον P τ; #µισυ κα0
τοI καταλειποµ�νου µε�ζον P τ; #µισυ, κα0 τοIτο �ε0 γ*γνηται, λειφθ"σετα* τι µ�γεθος, /
1σται 1λασσον τοI �κκειµ�νου �λ-σσονος µεγ�θους. λελε*φθω οYν, κα0 1στω τ? �π0 τ9ν
ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΕ τµ"µατα τοI ΕΖΗΘ κ8κλου �λ-ττονα τ�ς Eπεροχ�ς,
u@ Eπερ�χει b ΕΖΗΘ κ8κλος τοI Σ χωρ*ου. λοιπ;ν Zρα τ; ΕΚΖΛΗ ΜΘΝ πολ8γωνον µε�ζ	ν
�στι τοI Σ χωρ*ου. �γγεγρ-φθω κα0 εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τ97 ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολυγSνω7
Dµοιον πολ8γωνον τ; ΑqΒΟΓΠ∆ΡV 1στιν Zρα jς τ; �π; τ�ς Β∆ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π;
τ�ς ΖΘ τετρ-γωνον, οwτως τ; ΑqΒΟΓΠ∆Ρ πολ8γωνον πρ;ς τ; ΕΚΖΛ ΗΜΘΝ πολ8γωνον.
�λλ? κα0 jς τ; �π; τ�ς Β∆ τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΘ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος
πρ;ς τ; Σ χωρ*ονV κα0 jς Zρα b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ; Σ χωρ*ον, οwτως τ; ΑqΒΟΓΠ∆Ρ
πολ8γωνον πρ;ς τ; ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολ8γωνονV �ναλλ?$ Zρα jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ; �ν
α�τ97 πολ8γωνον, οwτως τ; Σ χωρ*ον πρ;ς τ; ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολ8γωνον. µε*ζων δ� b ΑΒΓ∆
κ8κλος τοI �ν α�τ97 πολυγSνουV µε�ζον Zρα κα0 τ; Σ χωρ*ον τοI ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολυγSνου.
�λλ? κα0 1λαττονV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα �στ0ν jς τ; �π; τ�ς Β∆ τετρ-γωνον πρ;ς
τ; �π; τ�ς ΖΘ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΕΖΗΘ κ8κλου χωρ*ον. bµο*ως
δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ� jς τ; �π; ΖΘ πρ;ς τ; �π; Β∆, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς 1λασσ	ν
τι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου χωρ*ον.

Λ�γω δ", Dτι ο�δ� jς τ; �π; τ�ς Β∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΘ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς
µε�ζ	ν τι τοI ΕΖΗΘ κ8κλου χωρ*ον.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω πρ;ς µε�ζον τ; Σ. �ν-παλιν Zρα [�στ0ν] jς τ; �π; τ�ς ΖΘ τετρ-γωνον
πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆Β, οwτως τ; Σ χωρ*ον πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον. �λλ( jς τ; Σ χωρ*ον
πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου χωρ*ονV
κα0 jς Zρα τ; �π; τ�ς ΖΘ πρ;ς τ; �π; τ�ς Β∆, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς 1λασσ	ν τι
τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου χωρ*ονV Dπερ �δ8νατον �δε*χθη. ο�κ Zρα �στ0ν jς τ; �π; τ�ς Β∆
τετρ-γωνον πρ;ς τ; �π; τ�ς ΖΘ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς µε�ζ	ν τι τοI ΕΖΗΘ κ8κλου
χωρ*ον. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� πρ;ς 1λασσονV 1στιν Zρα jς τ; �π; τ�ς Β∆ τετρ-γωνον πρ;ς
τ; �π; τ�ς ΖΘ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον.

Ο= Zρα κ8κλοι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς τ? �π; τ9ν διαµ�τρων τετρ-γωναV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

Λ�γω δ", Dτι τοI Σ χωρ*ου µε*ζονος mντος τοI ΕΖΗΘ κ8κλου �στ0ν jς τ; Σ χωρ*ον πρ;ς
τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου χωρ*ον.

Γεγον�τω γ?ρ jς τ; Σ χωρ*ον πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς τ;
Τ χωρ*ον. λ�γω, Dτι 1λαττ	ν �στι τ; Τ χωρ*ον τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου. �πε0 γ-ρ �στιν jς τ; Σ
χωρ*ον πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς τ; Τ χωρ*ον, �ναλλ-$ �στιν
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jς τ; Σ χωρ*ον πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ; Τ χωρ*ον. µε�ζον
δ� τ; Σ χωρ*ον τοI ΕΖΗΘ κ8κλουV µε*ζων Zρα κα0 b ΑΒΓ∆ κ8κλος τοI Τ χωρ*ου. hστε
�στ0ν jς τ; Σ χωρ*ον πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI
ΑΒΓ∆ κ8κλου χωρ*ονV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .γ́
ΠHσα πυραµ0ς τρ*γωνον 1χουσα β-σιν διαιρε�ται εJς δ8ο πυραµ*δας %σας τε κα0 bµο*ας
�λλ"λαις κα0 [bµο*ας] τ�@ Dλη@ τριγSνους �χο8σας β-σεις κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα %σαV κα0
τ? δ8ο πρ*σµατα µε*ζον- �στιν P τ; #µισυ τ�ς Dλης πυραµ*δος.

RΕστω πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ονV λ�γω, Dτι
6 ΑΒΓ∆ πυραµ0ς διαιρε�ται εJς δ8ο πυραµ*δας %σας �λλ"λαις τριγSνους β-σεις �χο8σας κα0
bµο*ας τ�@ Dλη@ κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα %σαV κα0 τ? δ8ο πρ*σµατα µε*ζον- �στιν P τ; #µισυ τ�ς
Dλης πυραµ*δος.
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Τετµ"σθωσαν γ?ρ α= ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, Α∆, ∆Β, ∆Γ δ*χα κατ? τ? Ε, Ζ, Η, Θ, Κ, Λ σηµε�α,
κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΘΕ, ΕΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΘ, ΚΖ, ΖΗ. �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΕ τ�@
ΕΒ, 6 δ� ΑΘ τ�@ ∆Θ, παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΕΘ τ�@ ∆Β. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΘΚ τ�@ ΑΒ
παρ-λληλ	ς �στιν. παραλληλ	γραµµον Zρα �στ0 τ; ΘΕ ΒΚV %ση Zρα �στ0ν 6 ΘΚ τ�@ ΕΒ. �λλ?
6 ΕΒ τ�@ ΕΑ �στιν %σηV κα0 6 ΑΕ Zρα τ�@ ΘΚ �στιν %ση. 1στι δ� κα0 6 ΑΘ τ�@ Θ∆ %σηV δ8ο
δ� α= ΕΑ, ΑΘ δυσ0 τα�ς ΚΘ, Θ∆ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραcV κα0 γων*α 6 Eπ; ΕΑΘ γων*αc
τ�@ Eπ; ΚΘ∆ %σηV β-σις Zρα 6 ΕΘ β-σει τ�@ Κ∆ �στιν %ση. %σον Zρα κα0 Dµοι	ν �στι τ;
ΑΕΘ τρ*γωνον τ97 ΘΚ∆ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ΑΘΗ τρ*γωνον τ97 ΘΛ∆ τριγSνω7
%σον τ� �στι κα0 Dµοιον. κα0 �πε0 δ8ο ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων α= ΕΘ, ΘΗ παρ? δ8ο
ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων τ?ς Κ∆, ∆Λ εJσιν ο�κ �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 οYσαι, %σας γων*ας
περι�$ουσιν. %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΕΘΗ γων*α τ�@ Eπ; Κ∆Λ γων*αc. κα0 �πε0 δ8ο ε�θε�αι α=
ΕΘ, ΘΗ δυσ0 τα�ς Κ∆, ∆Λ %σαι εJσ0ν )κατ�ρα )κατ�ραc, κα0 γων*α 6 Eπ; ΕΘΗ γων*αc τ�@ Eπ;
Κ∆Λ �στιν %ση, β-σις Zρα 6 ΕΗ β-σει τ�@ ΚΛ [�στιν] %σηV %σον Zρα κα0 Dµοι	ν �στι τ; ΕΘΗ
τρ*γωνον τ97 Κ∆Λ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ΑΕΗ τρ*γωνον τ97 ΘΚΛ τριγSνω7 %σον
τε κα0 Dµοι	ν �στιν. 6 Zρα πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕΗ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Θ
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σηµε�ον, %ση κα0 bµο*α �στ0 πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΘΚΛ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆
σηµε�ον. κα0 �πε0 τριγSνου τοI Α∆Β παρ? µ*αν τ9ν πλευρ9ν τ�ν ΑΒ kκται 6 ΘΚ, JσογSνι	ν
�στι τ; Α∆Β τρ*γωνον τ97 ∆ΘΚ τριγSνω7, κα0 τ?ς πλευρ?ς �ν-λογον 1χουσινV Dµοιον Zρα
�στ0 τ; Α∆Β τρ*γωνον τ97 ∆ΘΚ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; µ�ν ∆ΒΓ τρ*γωνον τ97 ∆ΚΛ
τριγSνω7 Dµοι	ν �στιν, τ; δ� Α∆Γ τ97 ∆ΛΘ. κα0 �πε0 δ8ο ε�θε�αι :πτ	µεναι �λλ"λων α= ΒΑ,
ΑΓ παρ? δ8ο ε�θε*ας :πτοµ�νας �λλ"λων τ?ς ΚΘ, ΘΛ εJσιν ο�κ �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7, %σας
γων*ας περι�$ουσιν. %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�@ Eπ; ΚΘΛ. κα* �στιν jς 6 ΒΑ πρ;ς
τ�ν ΑΓ, οwτως 6 ΚΘ πρ;ς τ�ν ΘΛV Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΘΚΛ τριγSνω7.
κα0 πυραµ0ς Zρα, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, bµο*α �στ0
πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΘΚΛ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον. �λλ? πυραµ*ς,
uς β-σις µ�ν [�στι] τ; ΘΚΛ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, bµο*α �δε*χθη πυραµ*δι,
uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕΗ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Θ σηµε�ον [hστε κα0 πυραµ*ς, uς β-σις
µ�ν τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, bµο*α �στ0 πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν τ; ΑΕΗ
τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Θ σηµε�ον]. )κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΕΗΘ, ΘΚΛ∆ πυραµ*δων bµο*α �στ0
τ�@ Dλη@

τ�@ ΑΒΓ∆ πυραµ*δι. yΚα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΖ τ�@ ΖΓ, διπλ-σι	ν �στι τ; ΕΒΖΗ παρ-
αλληλ	γραµµον τοI ΗΖΓ τριγSνου. κα0 �πε*, �?ν k@ δ8ο πρ*σµατα Jσοϋψ�, κα0 τ; µ�ν
1χη@ β-σιν παραλληλ	γραµµον, τ; δ� τρ*γωνον, διπλ-σιον δ� k@ τ; παραλληλ	γραµµον τοI
τριγSνου, %σα �στ0 τ? πρ*σµατα, %σον Zρα �στ0 τ; πρ*σµα τ; περιεχ	µενον Eπ; δ8ο µ�ν
τριγSνων τ9ν ΒΚΖ, ΕΘΗ, τρι9ν δ� παραλληλογρ-µµων τ9ν ΕΒΖΗ, ΕΒΚΘ, ΘΚΖΗ τ97
πρ*σµατι τ97 περιεχοµ�νω7 Eπ; δ8ο µ�ν τριγSνων τ9ν ΗΖΓ, ΘΚΛ, τρι9ν δ� παραλληλογρ-µµων
τ9ν ΚΖΓΛ, ΛΓΗΘ, ΘΚΖΗ. κα0 φανερ	ν, Dτι )κ-τερον τ9ν πρισµ-των, ο� τε β-σις τ; ΕΒΖΗ
παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΘΚ ε�θε�α, κα0 ο� β-σις τ; ΗΖΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον
δ� τ; ΘΚΛ τρ*γωνον, µε�ζ	ν �στιν )κατ�ρας τ9ν πυραµ*δων, gν β-σεις µ�ν τ? ΑΕΗ, ΘΚΛ
τρ*γωνα, κορυφα0 δ� τ? Θ, ∆ σηµε�α, �πειδ"περ [κα0] �?ν �πιζε8$ωµεν τ?ς ΕΖ, ΕΚ ε�θε*ας,
τ; µ�ν πρ*σµα, ο� β-σις τ; ΕΒΖΗ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΘΚ ε�θε�α, µε�ζ	ν
�στι τ�ς πυραµ*δος, uς β-σις τ; ΕΒΖ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Κ σηµε�ον. �λλ( 6 πυραµ*ς,
uς β-σις τ; ΕΒΖ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Κ σηµε�ον, %ση �στ0 πυραµ*δι, uς β-σις τ; ΑΕΗ
τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Θ σηµε�ονV Eπ; γ?ρ %σων κα0 bµο*ων �πιπ�δων περι�χονται. hστε κα0
τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΕΒΖΗ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΘΚ ε�θε�α, µε�ζ	ν
�στι πυραµ*δος, uς β-σις µ�ν τ; ΑΕΗ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Θ σηµε�ον. %σον δ� τ; µ�ν
πρ*σµα, ο� β-σις τ; ΕΒΖΗ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΘΚ ε�θε�α, τ97 πρ*σµατι,
ο� β-σις µ�ν τ; ΗΖΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ΘΚΛ τρ*γωνονV 6 δ� πυραµ*ς, uς β-σις
τ; ΑΕΗ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Θ σηµε�ον, %ση �στ0 πυραµ*δι, uς β-σις τ; ΘΚΛ τρ*γωνον,
κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον. τ? Zρα εJρηµ�να δ8ο πρ*σµατα µε*ζον- �στι τ9ν εJρηµ�νων δ8ο
πυραµ*δων, gν β-σεις µ�ν τ? ΑΕΗ, ΘΚΛ τρ*γωνα, κορυφα0 δ� τ? Θ, ∆ σηµε�α.

MΗ Zρα Dλη πυραµ*ς, uς β-σις τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, δι"@ρηται ε%ς
τε δ8ο πυραµ*δας %σας �λλ"λαις [κα0 bµο*ας τ�@ Dλη@] κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα %σα, κα0 τ? δ8ο
πρ*σµατα µε*ζον- �στιν P τ; #µισυ τ�ς Dλης πυραµ*δοςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .δ́
+Ε?ν >σι δ8ο πυραµ*δες Eπ; τ; α�τ; wψος τριγSνους 1χουσαι β-σεις, διαιρεθ�@ δ� )κατ�ρα
α�τ9ν ε%ς τε δ8ο πυραµ*δας %σας �λλ"λαις κα0 bµο*ας τ�@ Dλη@ κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα %σα, 1σται
jς 6 τ�ς µιHς πυραµ*δος β-σις πρ;ς τ�ν τ�ς )τ�ρας πυραµ*δος β-σιν, οwτως τ? �ν τ�@ µιHc
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πυραµ*δι πρ*σµατα π-ντα πρ;ς τ? �ν τ�@ )τ�ραc πυραµ*δι πρ*σµατα π-ντα Jσοπληθ�.
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RΕστωσαν δ8ο πυραµ*δες Eπ; τ; α�τ; wψος τριγSνους 1χουσαι β-σεις τ?ς ΑΒΓ, ∆ΕΖ,
κορυφ?ς δ� τ? Η, Θ σηµε�α, κα0 διη@ρ"σθω )κατ�ρα α�τ9ν ε%ς τε δ8ο πυραµ*δας %σας �λλ"λαις
κα0 bµο*ας τ�@ Dλη@ κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα %σαV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν
∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ? �ν τ�@ ΑΒΓΗ πυραµ*δι πρ*σµατα π-ντα πρ;ς τ? �ν τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι
πρ*σµατα Jσοπληθ�.

+Επε0 γ?ρ %ση �στ0ν 6 µ�ν Βq τ�@ qΓ, 6 δ� ΑΛ τ�@ ΛΓ, παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 Λq τ�@ ΑΒ
κα0 Dµοιον τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΛqΓ τριγSνω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον τ97
ΡΦΖ τριγSνω7 Dµοι	ν �στιν. κα0 �πε0 διπλασ*ων �στ0ν 6 µ�ν ΒΓ τ�ς Γq, 6 δ� ΕΖ τ�ς ΖΦ,
1στιν Zρα jς 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν Γq, οwτως 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΖΦ. κα0 �ναγ�γραπται �π; µ�ν τ9ν
ΒΓ, Γq Dµοι- τε κα0 bµο*ως κε*µενα ε�θ8γραµµα τ? ΑΒΓ, ΛqΓ, �π; δ� τ9ν ΕΖ, ΖΦ Dµοι-
τε κα0 bµο*ως κε*µενα [ε�θ8γραµµα] τ? ∆ΕΖ, ΡΦΖ. 1στιν Zρα jς τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ;
ΛqΓ τρ*γωνον, οwτως τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΡΦΖ τρ*γωνονV �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς τ;
ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ∆ΕΖ [τρ*γωνον], οwτως τ; ΛqΓ [τρ*γωνον] πρ;ς τ; ΡΦΖ τρ*γωνον.
�λλ( jς τ; ΛqΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΡΦΖ τρ*γωνον, οwτως τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν [�στι] τ;
ΛqΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ΟΜΝ, πρ;ς τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΡΦΖ τρ*γωνον,
�πεναντ*ον δ� τ; ΣΤΥV κα0 jς Zρα τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον, οwτως τ;
πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΛqΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ΟΜΝ, πρ;ς τ; πρ*σµα, ο� β-σις
µ�ν τ; ΡΦΖ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ΣΤΥ. jς δ� τ? εJρηµ�να πρ*σµατα πρ;ς Zλληλα,
οwτως τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΚΒqΛ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΟΜ ε�θε�α,
πρ;ς τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΠΕΦΡ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΣΤ ε�θε�α. κα0
τ? δ8ο Zρα πρ*σµατα, ο� τε β-σις µ�ν τ; ΚΒqΛ παραλληλ	γραµµον, �πεναντ*ον δ� 6 ΟΜ,
κα0 ο� β-σις µ�ν τ; ΛqΓ, �πεναντ*ον δ� τ; ΟΜΝ, πρ;ς τ? πρ*σµατα, ο� τε β-σις µ�ν τ;
ΠΕΦΡ, �πεναντ*ον δ� 6 ΣΤ ε�θε�α, κα0 ο� β-σις µ�ν τ; ΡΦΖ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ;
ΣΤΥ. κα0 jς Zρα 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ? εJρηµ�να δ8ο πρ*σµατα πρ;ς
τ? εJρηµ�να δ8ο πρ*σµατα.

Κα0 bµο*ως, �?ν διαιρεθ9σιν α= ΟΜΝΗ, ΣΤΥΘ πυραµ*δες ε%ς τε δ8ο πρ*σµατα κα0 δ8ο
πυραµ*δας, 1σται jς 6 ΟΜΝ β-σις πρ;ς τ�ν ΣΤΥ β-σιν, οwτως τ? �ν τ�@ ΟΜ ΝΗ πυραµ*δι
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δ8ο πρ*σµατα πρ;ς τ? �ν τ�@ ΣΤΥΘ πυραµ*δι δ8ο πρ*σµατα. �λλ( jς 6 ΟΜΝ β-σις πρ;ς
τ�ν ΣΤΥ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σινV %σον γ?ρ )κ-τερον τ9ν ΟΜΝ,
ΣΤΥ τριγSνων )κατ�ρω7 τ9ν ΛqΓ, ΡΦΖ. κα0 jς Zρα 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν,
οwτως τ? τ�σσαρα πρ*σµατα πρ;ς τ? τ�σσαρα πρ*σµατα. bµο*ως δ� κlν τ?ς Eπολειποµ�νας
πυραµ*δας δι�λωµεν ε%ς τε δ8ο πυραµ*δας κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα, 1σται jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς
τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ? �ν τ�@ ΑΒ ΓΗ πυραµ*δι πρ*σµατα π-ντα πρ;ς τ? �ν τ�@ ∆ΕΖΘ
πυραµ*δι πρ*σµατα π-ντα Jσοπληθ�V Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

<Οτι δ� �στιν jς τ; ΛqΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ΡΦΖ τρ*γωνον, οwτως τ; πρ*σµα, ο� β-σις τ;
ΛqΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ΟΜΝ, πρ;ς τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΡΦΖ [τρ*γωνον],
�πεναντ*ον δ� τ; ΣΤΥ, οwτω δεικτ�ον.

+Επ0 γ?ρ τ�ς α�τ�ς καταγραφ�ς νενο"σθωσαν �π; τ9ν Η, Θ κ-θετοι �π0 τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ
�π*πεδα, %σαι δηλαδ� τυγχ-νουσαι δι? τ; Jσοϋψε�ς Eποκε�σθαι τ?ς πυραµ*δας. κα0 �πε0 δ8ο
ε�θε�αι # τε ΗΓ κα0 6 �π; τοI Η κ-θετος Eπ; παραλλ"λων �πιπ�δων τ9ν ΑΒΓ, ΟΜΝ
τ�µνονται, εJς τοpς α�τοpς λ	γους τµηθ"σονται. κα0 τ�τµηται 6 ΗΓ δ*χα Eπ; τοI ΟΜΝ
�πιπ�δου κατ? τ; ΝV κα0 6 �π; τοI Η Zρα κ-θετος �π0 τ; ΑΒΓ �π*πεδον δ*χα τµηθ"σεται
Eπ; τοI ΟΜΝ �πιπ�δου. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 �π; τοI Θ κ-θετος �π0 τ; ∆ΕΖ �π*πεδον δ*χα
τµηθ"σεται Eπ; τοI ΣΤΥ �πιπ�δου. κα* εJσιν %σαι α= �π; τ9ν Η, Θ κ-θετοι �π0 τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ
�π*πεδαV %σαι Zρα κα0 α= �π; τ9ν ΟΜΝ, ΣΤΥ τριγSνων �π0 τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ κ-θετοι. Jσοϋψ�
Zρα [�στ0] τ? πρ*σµατα, gν β-σεις µ�ν εJσι τ? ΛqΓ, ΡΦΖ τρ*γωνα, �πεναντ*ον δ� τ? ΟΜΝ,
ΣΤΥ. hστε κα0 τ? στερε? παραλληλεπ*πεδα τ? �π; τ9ν εJρηµ�νων πρισµ-των �ναγραφ	µενα
Jσοϋψ� κα0 πρ;ς Zλληλα [εJσ0ν] jς α= β-σειςV κα0 τ? 6µ*ση Zρα �στ0ν jς 6 ΛqΓ β-σις πρ;ς
τ�ν ΡΦΖ β-σιν, οwτως τ? εJρηµ�να πρ*σµατα πρ;ς ZλληλαV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .έ

Α= Eπ; τ; α�τ; wψος οYσαι πυραµ*δες κα0 τριγSνους 1χουσαι β-σεις πρ;ς �λλ"λας εJσ0ν jς
α= β-σεις.

RΕστωσαν Eπ; τ; α�τ; wψος πυραµ*δες, gν β-σεις µ�ν τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ τρ*γωνα, κορυφα0
δ� τ? Η, Θ σηµε�αV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΗ
πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµ*δα.
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ΕJ γ?ρ µ" �στιν jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν
∆ΕΖΘ πυραµ*δα, 1σται jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς Fτοι
πρ;ς 1λασσ	ν τι τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος στερε;ν P πρ;ς µε�ζον. 1στω πρ	τερον πρ;ς 1λασσον
τ; Χ, κα0 διη@ρ"σθω 6 ∆ΕΖΘ πυραµ0ς ε%ς τε δ8ο πυραµ*δας %σας �λλ"λαις κα0 bµο*ας τ�@ Dλη@
κα0 εJς δ8ο πρ*σµατα %σαV τ? δ� δ8ο πρ*σµατα µε*ζον- �στιν P τ; #µισυ τ�ς Dλης πυραµ*δος.
κα0 π-λιν α= �κ τ�ς διαιρ�σεως γιν	µεναι πυραµ*δες bµο*ως διη@ρ"σθωσαν, κα0 τοIτο �ε0
γιν�σθω, iως ο� λειφθ9σ* τινες πυραµ*δες �π; τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος, αX εJσιν �λ-ττονες τ�ς
Eπεροχ�ς, u@ Eπερ�χει 6 ∆Ε ΖΘ πυραµ0ς τοI Χ στερεοI. λελε*φθωσαν κα0 1στωσαν λ	γου
iνεκεν α= ∆ΠΡΣ, ΣΤΥΘV λοιπ? Zρα τ? �ν τ�@ ∆Ε ΖΘ πυραµ*δι πρ*σµατα µε*ζον- �στι τοI
Χ στερεοI. διη@ρ"σθω κα0 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς bµο*ως κα0 Jσοπληθ9ς τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*διV 1στιν
Zρα jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ? �ν τ�@ ΑΒΓΗ πυραµ*δι πρ*σµατα πρ;ς
τ? �ν τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι πρ*σµατα. �λλ? κα0 jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6
ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ; Χ στερε	νV κα0 jς Zρα 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ; Χ στερε	ν, οwτως
τ? �ν τ�@ ΑΒΓΗ πυραµ*δι πρ*σµατα πρ;ς τ? �ν τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι πρ*σµαταV �ναλλ?$ Zρα
jς 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ? �ν α�τ�@ πρ*σµατα, οwτως τ; Χ στερε;ν πρ;ς τ? �ν τ�@ ∆ΕΖΘ
πυραµ*δι πρ*σµατα. µε*ζων δ� 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς τ9ν �ν α�τ�@ πρισµ-τωνV µε�ζον Zρα κα0 τ;
Χ στερε;ν τ9ν �ν τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι πρισµ-των. �λλ? κα0 1λαττονV Dπερ �στ0ν �δ8νατον.
ο�κ Zρα �στ0ν jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς 1λασσ	ν
τι τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος στερε	ν. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι ο�δ� jς 6 ∆ΕΖ β-σις πρ;ς
τ�ν ΑΒΓ β-σιν, οwτως 6 ∆ΕΖΘ πυραµ0ς πρ;ς 1λαττ	ν τι τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος στερε	ν.

Λ�γω δ", Dτι ο�κ 1στιν ο�δ� jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΗ
πυραµ0ς πρ;ς µε�ζ	ν τι τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος στερε	ν.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω πρ;ς µε�ζον τ; ΧV �ν-παλιν Zρα �στ0ν jς 6 ∆ΕΖ β-σις πρ;ς τ�ν
ΑΒΓ β-σιν, οwτως τ; Χ στερε;ν πρ;ς τ�ν ΑΒΓΗ πυραµ*δα. jς δ� τ; Χ στερε;ν πρ;ς
τ�ν ΑΒΓΗ πυραµ*δα, οwτως 6 ∆ΕΖΘ πυραµ0ς πρ;ς 1λασσ	ν τι τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος, jς
1µπροσθεν �δε*χθηV κα0 jς Zρα 6 ∆ΕΖ β-σις πρ;ς τ�ν ΑΒΓ β-σιν, οwτως 6 ∆ΕΖΘ πυραµ0ς



προτ-σεις 405

πρ;ς 1λασσ	ν τι τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δοςV Dπερ Zτοπον �δε*χθη. ο�κ Zρα �στ0ν jς 6 ΑΒΓ β-σις
πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς µε�ζ	ν τι τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος στερε	ν.
�δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� πρ;ς 1λασσον. 1στιν Zρα jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως
6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµ*δαV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .3́
Α= Eπ; τ; α�τ; wψος οYσαι πυραµ*δες κα0 πολυγSνους 1χουσαι β-σεις πρ;ς �λλ"λας εJσ0ν
jς α= β-σεις.

RΕστωσαν Eπ; τ; α�τ; wψος πυραµ*δες, gν [α=] β-σεις µ�ν τ? ΑΒΓ∆Ε, ΖΗΘΚΛ πολ8γωνα,
κορυφα0 δ� τ? Μ, Ν σηµε�αV λ�γω, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΒΓ∆Ε β-σις πρ;ς τ�ν ΖΗΘΚΛ β-σιν,
οwτως 6 ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΖΗΘΚΛΝ πυραµ*δα.
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+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΑΓ, Α∆, ΖΘ, ΖΚ. �πε0 οYν δ8ο πυραµ*δες εJσ0ν α= ΑΒΓΜ, ΑΓ∆Μ
τριγSνους 1χουσαι β-σεις κα0 wψος %σον, πρ;ς �λλ"λας εJσ0ν jς α= β-σειςV 1στιν Zρα jς 6
ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ΑΓ∆ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓΜ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΑΓ∆Μ πυραµ*δα. κα0
συνθ�ντι jς 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΑΓ∆ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓ∆Μ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΑΓ∆Μ
πυραµ*δα. �λλ? κα0 jς 6 ΑΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν Α∆Ε β-σιν, οwτως 6 ΑΓ∆Μ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν
Α∆ΕΜ πυραµ*δα. δ* %σου Zρα jς 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν Α∆Ε β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓ∆Μ
πυραµ0ς πρ;ς τ�ν Α∆ΕΜ πυραµ*δα. κα0 συνθ�ντι π-λιν, jς 6 ΑΒΓ∆Ε β-σις πρ;ς τ�ν Α∆Ε
β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν Α∆ΕΜ πυραµ*δα. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι
κα0 jς 6 ΖΗΘΚΛ β-σις πρ;ς τ�ν ΖΗΘ β-σιν, οwτως κα0 6 ΖΗΘΚΛΝ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν
ΖΗΘΝ πυραµ*δα. κα0 �πε0 δ8ο πυραµ*δες εJσ0ν α= Α∆ ΕΜ, ΖΗΘΝ τριγSνους 1χουσαι β-σεις
κα0 wψος %σον, 1στιν Zρα jς 6 Α∆Ε β-σις πρ;ς τ�ν ΖΗΘ β-σιν, οwτως 6 Α∆ΕΜ πυραµ0ς
πρ;ς τ�ν ΖΗΘΝ πυραµ*δα. �λλ( jς 6 Α∆Ε β-σις πρ;ς τ�ν ΑΒΓ∆Ε β-σιν, οwτως kν 6 Α∆
ΕΜ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµ*δα. κα0 δ* %σου Zρα jς 6 ΑΒΓ∆Ε β-σις πρ;ς τ�ν
ΖΗΘ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΖΗΘΝ πυραµ*δα. �λλ? µ�ν κα0 jς 6 ΖΗΘ
β-σις πρ;ς τ�ν ΖΗΘΚΛ β-σιν, οwτως kν κα0 6 ΖΗΘΝ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΖΗΘΚΛΝ πυραµ*δα.
κα0 δ* %σου Zρα jς 6 ΑΒΓ∆Ε β-σις πρ;ς τ�ν ΖΗΘΚΛ β-σιν, οwτως 6 ΑΒΓ∆ΕΜ πυραµ0ς
πρ;ς τ�ν ΖΗΘΚΛΝ πυραµ*δαV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ΙΒ́ .ζ́
ΠHν πρ*σµα τρ*γωνον 1χον β-σιν διαιρε�ται εJς τρε�ς πυραµ*δας %σας �λλ"λαις τριγSνους
β-σεις �χο8σας.

RΕστω πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ∆ΕΖV λ�γω, Dτι τ;
ΑΒΓ∆ΕΖ πρ*σµα διαιρε�ται εJς τρε�ς πυραµ*δας %σας �λλ"λαις τριγSνους �χο8σας β-σεις.

ΑΒ
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∆Ε

Ζ

+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= Β∆, ΕΓ, Γ∆. �πε0 παραλληλ	γραµµ	ν �στι τ; ΑΒΕ∆, δι-µετρος
δ� α�τοI �στιν 6 Β∆, %σον Zρα �στ0 τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον τ97 ΕΒ∆ τριγSνω7V κα0 6 πυραµ0ς
Zρα, uς β-σις µ�ν τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ον, %ση �στ0 πυραµ*δι, uς β-σις
µ�ν �στι τ; ∆ΕΒ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ον. �λλ? 6 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ;
∆ΕΒ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ον, 6 α�τ" �στι πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΕΒΓ
τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ονV Eπ; γ?ρ τ9ν α�τ9ν �πιπ�δων περι�χεται. κα0 πυραµ0ς
Zρα, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ον, %ση �στ0 πυραµ*δι, uς
β-σις µ�ν �στι τ; ΕΒΓ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον. π-λιν, �πε0 παραλληλ	γραµµ	ν
�στι τ; ΖΓΒΕ, δι-µετρος δ� �στιν α�τοI 6 ΓΕ, %σον �στ0 τ; ΓΕΖ τρ*γωνον τ97 ΓΒΕ τριγSνω7.
κα0 πυραµ0ς Zρα, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΒΓΕ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, %ση �στ0
πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΕΓΖ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον. 6 δ� πυραµ*ς, uς
β-σις µ�ν �στι τ; ΒΓΕ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, %ση �δε*χθη πυραµ*δι, uς β-σις
µ�ν �στι τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ονV κα0 πυραµ0ς Zρα, uς β-σις µ�ν �στι
τ; ΓΕΖ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, %ση �στ0 πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν [�στι] τ; ΑΒ∆
τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ονV δι"@ρηται Zρα τ; ΑΒΓ∆ΕΖ πρ*σµα εJς τρε�ς πυραµ*δας
%σας �λλ"λαις τριγSνους �χο8σας β-σεις.

Κα0 �πε0 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ον, 6 α�τ"
�στι πυραµ*δι, uς β-σις τ; ΓΑΒ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ονV Eπ; γ?ρ τ9ν α�τ9ν
�πιπ�δων περι�χονταιV 6 δ� πυραµ*ς, uς β-σις τ; ΑΒ∆ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Γ σηµε�ον,
τρ*τον �δε*χθη τοI πρ*σµατος, ο� β-σις τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ∆ΕΖ, κα0 6
πυραµ0ς Zρα, uς β-σις τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; ∆ σηµε�ον, τρ*τον �στ0 τοI πρ*σµατος
τοI 1χοντος β-σιν τ�ν α�τ�ν τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, �πεναντ*ον δ� τ; ∆ΕΖ.
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Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι πHσα πυραµ0ς τρ*τον µ�ρος �στ0 τοI πρ*σµατος τοI τ�ν α�τ�ν
β-σιν 1χοντος α�τ�@ κα0 wψος %σον [�πειδ"περ κlν iτερ	ν τι σχ�µα ε�θ8γραµµον 1χη@ 6 β-σις
τοI πρ*σµατος, τοιοIτο κα0 τ; �πεναντ*ον, κα0 διαιρε�ται εJς πρ*σµατα τρ*γωνα 1χοντα τ?ς
β-σεις κα0 τ? �πεναντ*ον, κα0 jς 6 Dλη β-σις πρ;ς iκαστον]V Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ή
Α= Dµοιαι πυραµ*δες κα0 τριγSνους 1χουσαι β-σεις �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν bµολ	γων
πλευρ9ν.
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RΕστωσαν Dµοιαι κα0 bµο*ως κε*µεναι πυραµ*δες, gν β-σεις µ�ν εJσι τ? ΑΒΓ, ∆ΕΖ
τρ*γωνα, κορυφα0 δ� τ? Η, Θ σηµε�αV λ�γω, Dτι 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµ*δα
τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ.

ΣυµπεπληρSσθω γ?ρ τ? ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ στερε? παραλληλεπ*πεδα. κα0 �πε0 bµο*α �στ0ν
6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι, %ση Zρα �στ0ν 6 µ�ν Eπ; ΑΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ∆ΕΖ
γων*αc, 6 δ� Eπ; ΗΒΓ τ�@ Eπ; ΘΕΖ, 6 δ� Eπ; ΑΒΗ τ�@ Eπ; ∆ΕΘ, κα* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς
τ�ν ∆Ε, οwτως 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ, κα0 6 ΒΗ πρ;ς τ�ν ΕΘ. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς
τ�ν ∆Ε, οwτως 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ, κα0 περ0 %σας γων*ας α= πλευρα0 �ν-λογ	ν εJσιν, Dµοιον
Zρα �στ0 τ; ΒΜ παραλληλ	γραµµον τ97 ΕΠ παραλληλογρ-µµω7. δι? τ? α�τ? δ� κα0 τ;
µ�ν ΒΝ τ97 ΕΡ Dµοι	ν �στι, τ; δ� ΒΚ τ97 ΕqV τ? τρ*α Zρα τ? ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ τρισ0 το�ς
ΕΠ, Εq, ΕΡ Dµοι- �στιν. �λλ? τ? µ�ν τρ*α τ? ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ τρισ0 το�ς �πεναντ*ον %σα τε
κα0 Dµοι- �στιν, τ? δ� τρ*α τ? ΕΠ, Εq, ΕΡ τρισ0 το�ς �πεναντ*ον %σα τε κα0 Dµοι- �στιν.
τ? ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ Zρα στερε? Eπ; bµο*ων �πιπ�δων %σων τ; πλ�θος περι�χεται. Dµοιον
Zρα �στ0 τ; ΒΗΜΛ στερε;ν τ97 ΕΘΠΟ στερε97. τ? δ� Dµοια στερε? παραλληλεπ*πεδα �ν
τριπλασ*ονι λ	γω7 �στ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν. τ; ΒΗΜΛ Zρα στερε;ν πρ;ς τ; ΕΘΠΟ
στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ?ν
τ�ν ΕΖ. jς δ� τ; ΒΗΜΛ στερε;ν πρ;ς τ; ΕΘΠΟ στερε	ν, οwτως 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν
∆ΕΖΘ πυραµ*δα, �πειδ"περ 6 πυραµ0ς iκτον µ�ρος �στ0 τοI στερεοI δι? τ; κα0 τ; πρ*σµα



408 BIBΛION. IB′

#µισυ xν τοI στερεοI παραλληλεπιπ�δου τριπλ-σιον ε ν̂αι τ�ς πυραµ*δος. κα0 6 ΑΒΓΗ Zρα
πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ∆ΕΖΘ πυραµ*δα τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖV Dπερ 1δει
δε�$αι.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι κα0 α= πολυγSνους 1χουσαι β-σεις Dµοιαι πυραµ*δες πρ;ς
�λλ"λας �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν. διαιρεθεισ9ν γ?ρ α�τ9ν εJς τ?ς
�ν α�τα�ς πυραµ*δας τριγSνους β-σεις �χο8σας τ97 κα0 τ? Dµοια πολ8γωνα τ9ν β-σεων εJς
Dµοια τρ*γωνα διαιρε�σθαι κα0 %σα τ97 πλ"θει κα0 bµ	λογα το�ς Dλοις 1σται jς [6] �ν τ�@ )τ�ραc
µ*α πυραµ0ς τρ*γωνον 1χουσα β-σιν πρ;ς τ�ν �ν τ�@ )τ�ραc µ*αν πυραµ*δα τρ*γωνον 1χουσαν
β-σιν, οwτως κα0 rπασαι α= �ν τ�@ )τ�ραc πυραµ*δι πυραµ*δες τριγSνους 1χουσαι β-σεις πρ;ς
τ?ς �ν τ�@ )τ�ραc πυραµ*δι πυραµ*δας τριγSνους β-σεις �χο8σας, τουτ�στιν α�τ� 6 πολ8γωνον
β-σιν 1χουσα πυραµ0ς πρ;ς τ�ν πολ8γωνον β-σιν 1χουσαν πυραµ*δα. 6 δ� τρ*γωνον β-σιν
1χουσα πυραµ0ς πρ;ς τ�ν τρ*γωνον β-σιν 1χουσαν �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 �στ0 τ9ν bµολ	γων
πλευρ9νV κα0 6 πολ8γωνον Zρα β-σιν 1χουσα πρ;ς τ�ν bµο*αν β-σιν 1χουσαν τριπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 πλευρ? πρ;ς τ�ν πλευρ-ν.

ΙΒ́ .θ́
Τ9ν %σων πυραµ*δων κα0 τριγSνους β-σεις �χουσ9ν �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσινV
κα0 gν πυραµ*δων τριγSνους β-σεις �χουσ9ν �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν, %σαι εJσ0ν
�κε�ναι.

RΕστωσαν γ?ρ %σαι πυραµ*δες τριγSνους β-σεις 1χουσαι τ?ς ΑΒΓ, ∆ΕΖ, κορυφ?ς δ� τ?
Η, Θ σηµε�αV λ�γω, Dτι τ9ν ΑΒΓΗ, ∆ΕΖΘ πυραµ*δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν,
κα* �στιν jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ; τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος wψος πρ;ς
τ; τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψος.
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ΣυµπεπληρSσθω γ?ρ τ? ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ στερε? παραλληλεπ*πεδα. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6
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ΑΒΓΗ πυραµ0ς τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι, κα* �στι τ�ς µ�ν ΑΒΓΗ πυραµ*δος )$απλ-σιον τ; ΒΗ
ΜΛ στερε	ν, τ�ς δ� ∆ΕΖΘ πυραµ*δος )$απλ-σιον τ; ΕΘΠΟ στερε	ν, %σον Zρα �στ0 τ;
ΒΗΜΛ στερε;ν τ97 ΕΘΠΟ στερε97. τ9ν δ� %σων στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν
α= β-σεις το�ς wψεσινV 1στιν Zρα jς 6 ΒΜ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΠ β-σιν, οwτως τ; τοI ΕΘΠΟ
στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΒΗΜΛ στερεοI wψος. �λλ( jς 6 ΒΜ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΠ, οwτως
τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ∆ΕΖ τρ*γωνον. κα0 jς Zρα τ; ΑΒΓ τρ*γωνον πρ;ς τ; ∆ΕΖ
τρ*γωνον, οwτως τ; τοI ΕΘΠΟ στερεοI wψος πρ;ς τ; τοI ΒΗΜΛ στερεοI wψος. �λλ? τ;
µ�ν τοI ΕΘΠΟ στερεοI wψος τ; α�τ	 �στι τ97 τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος wψει, τ; δ� τοI ΒΗΜΛ
στερεοI wψος τ; α�τ	 �στι τ97 τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψειV 1στιν Zρα jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς
τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ; τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος wψος πρ;ς τ; τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψος.
τ9ν ΑΒΓΗ, ∆ΕΖΘ Zρα πυραµ*δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν.

+Αλλ? δ� τ9ν ΑΒΓΗ, ∆ΕΖΘ πυραµ*δων �ντιπεπονθ�τωσαν α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα0 1στω
jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ; τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος wψος πρ;ς τ; τ�ς
ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψοςV λ�γω, Dτι %ση �στ0ν 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων, �πε* �στιν jς 6 ΑΒΓ β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν,
οwτως τ; τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος wψος πρ;ς τ; τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψος, �λλ( jς 6 ΑΒΓ
β-σις πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ β-σιν, οwτως τ; ΒΜ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΕΠ παραλληλ	γραµµον,
κα0 jς Zρα τ; ΒΜ παραλληλ	γραµµον πρ;ς τ; ΕΠ παραλληλ	γραµµον, οwτως τ; τ�ς ∆ΕΖΘ
πυραµ*δος wψος πρ;ς τ; τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψος. �λλ? τ; [µ�ν] τ�ς ∆ΕΖΘ πυραµ*δος wψος
τ; α�τ	 �στι τ97 τοI ΕΘΠΟ παραλληλεπιπ�δου wψει, τ; δ� τ�ς ΑΒΓΗ πυραµ*δος wψος τ; α�τ	
�στι τ97 τοI ΒΗΜΛ παραλληλεπιπ�δου wψειV 1στιν Zρα jς 6 ΒΜ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΠ β-σιν,
οwτως τ; τοI ΕΘΠΟ παραλληλεπιπ�δου wψος πρ;ς τ; τοI ΒΗΜΛ παραλληλεπιπ�δου wψος.
gν δ� στερε9ν παραλληλεπιπ�δων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν, %σα �στ0ν �κε�ναV
%σον Zρα �στ0 τ; ΒΗΜΛ στερε;ν παραλληλεπ*πεδον τ97 ΕΘ ΠΟ στερε97 παραλληλεπιπ�δω7.
κα* �στι τοI µ�ν ΒΗΜΛ iκτον µ�ρος 6 ΑΒΓΗ πυραµ*ς, τοI δ� ΕΘΠΟ παραλληλεπιπ�δου
iκτον µ�ρος 6 ∆ΕΖΘ πυραµ*ςV %ση Zρα 6 ΑΒΓΗ πυραµ0ς τ�@ ∆ΕΖΘ πυραµ*δι.

Τ9ν Zρα %σων πυραµ*δων κα0 τριγSνους β-σεις �χουσ9ν �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς
wψεσινV κα0 gν πυραµ*δων τριγSνους β-σεις �χουσ9ν �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν,
%σαι εJσ0ν �κε�ναιV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ί

ΠHς κ9νος κυλ*νδρου τρ*τον µ�ρος �στ0 τοI τ�ν α�τ�ν β-σιν 1χοντος α�τ97 κα0 wψος %σον.

+Εχ�τω γ?ρ κ9νος κυλ*νδρω7 β-σιν τε τ�ν α�τ�ν τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον κα0 wψος %σονV
λ�γω, Dτι b κ9νος τοI κυλ*νδρου τρ*τον �στ0 µ�ρος, τουτ�στιν Dτι b κ8λινδρος τοI κSνου
τριπλασ*ων �στ*ν.



410 BIBΛION. IB′

Α

Β

Γ

∆

Ε

Ζ Η

Θ

ΕJ γ?ρ µ" �στιν b κ8λινδρος τοI κSνου τριπλασ*ων, 1σται b κ8λινδρος τοI κSνου Fτοι
µε*ζων P τριπλασ*ων P �λ-σσων P τριπλασ*ων. 1στω πρ	τερον µε*ζων P τριπλασ*ων, κα0
�γγεγρ-φθω εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τετρ-γωνον τ; ΑΒΓ∆V τ; δ� ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον µε�ζ	ν
�στιν P τ; #µισυ τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου. κα0 �νεστ-τω �π; τοI ΑΒΓ∆ τετραγSνου πρ*σµα
Jσουψ�ς τ97 κυλ*νδρω7. τ; δ� �νιστ-µενον πρ*σµα µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI κυλ*νδρου,
�πειδ"περ κlν περ0 τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τετρ-γωνον περιγρ-ψωµεν, τ; �γγεγραµµ�νον εJς
τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τετρ-γωνον #µισ8 �στι τοI περιγεγραµµ�νουV κα* �στι τ? �π( α�τ9ν
�νιστ-µενα στερε? παραλληλεπ*πεδα πρ*σµατα Jσοϋψ�V τ? δ� Eπ; τ; α�τ; wψος mντα στερε?
παραλληλεπ*πεδα πρ;ς Zλληλ- �στιν jς α= β-σειςV κα0 τ; �π0 τοI ΑΒΓ∆ Zρα τετραγSνου
�νασταθ�ν πρ*σµα #µισ8 �στι τοI �νασταθ�ντος πρ*σµατος �π; τοI περ0 τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον
περιγραφ�ντος τετραγSνουV κα* �στιν b κ8λινδρος �λ-ττων τοI πρ*σµατος τοI �νασταθ�ντος
�π; τοI περ0 τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον περιγραφ�ντος τετραγSνουV τ; Zρα πρ*σµα τ; �νασταθ�ν
�π; τοI ΑΒΓ∆ τετραγSνου Jσοϋψ�ς τ97 κυλ*νδρω7 µε�ζ	ν �στι τοI 6µ*σεως τοI κυλ*νδρου.
τετµ"σθωσαν α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α περιφ�ρειαι δ*χα κατ? τ? Ε, Ζ, Η, Θ σηµε�α, κα0
�πεζε8χθωσαν α= ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑV κα0 iκαστον Zρα τ9ν ΑΕΒ, ΒΖΓ,
ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγSνων µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI καθ( )αυτ; τµ"µατος τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου,
jς 1µπροσθεν �δε*κνυµεν. �νεστ-τω �φ( )κ-στου τ9ν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγSνων
πρ*σµατα Jσουψ� τ97 κυλ*νδρω7V κα0 iκαστον Zρα τ9ν �νασταθ�ντων πρισµ-των µε�ζ	ν �στιν
P τ; #µισυ µ�ρος τοI καθ( )αυτ; τµ"µατος τοI κυλ*νδρου, �πειδ"περ �?ν δι? τ9ν Ε, Ζ, Η,
Θ σηµε*ων παραλλ"λους τα�ς ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α �γ-γωµεν, κα0 συµπληρSσωµεν τ? �π0 τ9ν
ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α παραλληλ	γραµµα, κα0 �π( α�τ9ν �ναστ"σωµεν στερε? παραλληλεπ*πεδα
Jσοϋψ� τ97 κυλ*νδρω7, )κ-στου τ9ν �νασταθ�ντων 6µ*ση �στ0 τ? πρ*σµατα τ? �π0 τ9ν ΑΕΒ,
ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγSνωνV κα* �στι τ? τοI κυλ*νδρου τµ"µατα �λ-ττονα τ9ν �νασταθ�ντων
στερε9ν παραλληλεπιπ�δωνV hστε κα0 τ? �π0 τ9ν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγSνων πρ*σµατα
µε*ζον- �στιν P τ; #µισυ τ9ν καθ( )αυτ? τοI κυλ*νδρου τµηµ-των. τ�µνοντες δ� τ?ς
Eπολειποµ�νας περιφερε*ας δ*χα κα0 �πιζευγν8ντες ε�θε*ας κα0 �νιστ-ντες �φ( )κ-στου τ9ν
τριγSνων πρ*σµατα Jσοϋψ� τ97 κυλ*νδρω7 κα0 τοIτο �ε0 ποιοIντες καταλε*ψοµ�ν τινα �ποτµ"µατα
τοI κυλ*νδρου, _ 1σται �λ-ττονα τ�ς Eπεροχ�ς, u@ Eπερ�χει b κ8λινδρος τοI τριπλασ*ου τοI
κSνου. λελε*φθω, κα0 1στω τ? ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑV λοιπ;ν Zρα τ; πρ*σµα,
ο� β-σις µ�ν τ; ΑΕΒΖ ΓΗ∆Θ πολ8γωνον, wψος δ� τ; α�τ; τ97 κυλ*νδρω7, µε�ζ	ν �στιν P
τριπλ-σιον τοI κSνου. �λλ? τ; πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολ8γωνον,
wψος δ� τ; α�τ; τ97 κυλ*νδρω7, τριπλ-σι	ν �στι τ�ς πυραµ*δος, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕ-
ΒΖΓΗ∆Θ πολ8γωνον, κορυφ� δ� 6 α�τ� τ97 κSνω7V κα0 6 πυραµ0ς Zρα, uς β-σις µ�ν [�στι]
τ; ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολ8γωνον, κορυφ� δ� 6 α�τ� τ97 κSνω7, µε*ζων �στ0 τοI κSνου τοI β-σιν
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1χοντος τ;ν ΑΒ Γ∆ κ8κλον. �λλ? κα0 �λ-ττωνV �µπερι�χεται γ?ρ Eπ( α�τοIV Dπερ �στ0ν
�δ8νατον. ο�κ Zρα �στ0ν b κ8λινδρος τοI κSνου µε*ζων P τριπλ-σιος.

Λ�γω δ", Dτι ο�δ� �λ-ττων �στ0ν P τριπλ-σιος b κ8λινδρος τοI κSνου.
ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω �λ-ττων P τριπλ-σιος b κ8λινδρος τοI κSνουV �ν-παλιν Zρα b

κ9νος τοI κυλ*νδρου µε*ζων �στ0ν P τρ*τον µ�ρος. �γγεγρ-φθω δ� εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον
τετρ-γωνον τ; ΑΒΓ∆V τ; ΑΒΓ∆ Zρα τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI ΑΒΓ∆
κ8κλου. κα0 �νεστ-τω �π; τοI ΑΒΓ∆ τετραγSνου πυραµ0ς τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν 1χουσα τ97
κSνω7V 6 Zρα �νασταθε�σα πυραµ0ς µε*ζων �στ0ν P τ; #µισυ µ�ρος τοI κSνου, �πειδ"περ,
jς 1µπροσθεν �δε*κνυµεν, Dτι �?ν περ0 τ;ν κ8κλον τετρ-γωνον περιγρ-ψωµεν, 1σται τ;
ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον #µισυ τοI περ0 τ;ν κ8κλον περιγεγραµµ�νου τετραγSνουV κα0 �?ν �π;
τ9ν τετραγSνων στερε? παραλληλεπ*πεδα �ναστ"σωµεν Jσοϋψ� τ97 κSνω7, _ κα0 καλε�ται
πρ*σµατα, 1σται τ; �νασταθ�ν �π; τοI ΑΒΓ∆ τετραγSνου #µισυ τοI �νασταθ�ντος �π;
τοI περ0 τ;ν κ8κλον περιγραφ�ντος τετραγSνουV πρ;ς Zλληλα γ-ρ εJσιν jς α= β-σεις. hστε
κα0 τ? τρ*ταV κα0 πυραµ0ς Zρα, uς β-σις τ; ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον, #µισ8 �στι τ�ς πυραµ*δος
τ�ς �νασταθε*σης �π; τοI περ0 τ;ν κ8κλον περιγραφ�ντος τετραγSνου. κα* �στι µε*ζων 6
πυραµ0ς 6 �νασταθε�σα �π; τοI περ0 τ;ν κ8κλον τετραγSνου τοI κSνουV �µπερι�χει γ?ρ
α�τ	ν. 6 Zρα πυραµ0ς, uς β-σις τ; ΑΒΓ∆ τετρ-γωνον, κορυφ� δ� 6 α�τ� τ97 κSνω7, µε*ζων
�στ0ν P τ; #µισυ τοI κSνου. τετµ"σθωσαν α= ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α περιφ�ρειαι δ*χα κατ? τ?
Ε, Ζ, Η, Θ σηµε�α, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑV κα0 iκαστον
Zρα τ9ν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ τριγSνων µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ µ�ρος τοI καθ( )αυτ;
τµ"µατος τοI ΑΒΓ∆ κ8κλου. κα0 �νεστ-τωσαν �φ( )κ-στου τ9ν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗ∆, ∆ΘΑ
τριγSνων πυραµ*δες τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν 1χουσαι τ97 κSνω7V κα0 )κ-στη Zρα τ9ν �νασταθεισ9ν
πυραµ*δων κατ? τ;ν α�τ;ν τρ	πον µε*ζων �στ0ν P τ; #µισυ µ�ρος τοI καθ( )αυτ�ν τµ"µατος
τοI κSνου. τ�µνοντες δ� τ?ς Eπολειποµ�νας περιφερε*ας δ*χα κα0 �πιζευγν8ντες ε�θε*ας
κα0 �νιστ-ντες �φ( )κ-στου τ9ν τριγSνων πυραµ*δα τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν 1χουσαν τ97 κSνω7
κα0 τοIτο �ε0 ποιοIντες καταλε*ψοµ�ν τινα �ποτµ"µατα τοI κSνου, _ 1σται �λ-ττονα τ�ς
Eπεροχ�ς, u@ Eπερ�χει b κ9νος τοI τρ*του µ�ρους τοI κυλ*νδρου. λελε*φθω, κα0 1στω τ?
�π0 τ9ν ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, Η∆, ∆Θ, ΘΑV λοιπ� Zρα 6 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι
τ; ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολ8γωνον, κορυφ� δ� 6 α�τ� τ97 κSνω7, µε*ζων �στ0ν P τρ*τον µ�ρος τοI
κυλ*νδρου. �λλ( 6 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕΒΖΓ Η∆Θ πολ8γωνον, κορυφ� δ� 6 α�τ�
τ97 κSνω7, τρ*τον �στ0 µ�ρος τοI πρ*σµατος, ο� β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕΒΖΓ Η∆Θ πολ8γωνον,
wψος δ� τ; α�τ; τ97 κυλ*νδρω7V τ; Zρα πρ*σµα, ο� β-σις µ�ν �στι τ; ΑΕΒΖΓΗ∆Θ πολ8γωνον,
wψος δ� τ; α�τ; τ97 κυλ*νδρω7, µε�ζ	ν �στι τοI κυλ*νδρου, ο� β-σις �στ0ν b ΑΒΓ∆ κ8κλος.
�λλ? κα0 1λαττονV �µπερι�χεται γ?ρ Eπ( α�τοIV Dπερ �στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα b κ8λινδρος
τοI κSνου �λ-ττων �στ0ν P τριπλ-σιος. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� µε*ζων P τριπλ-σιοςV τριπλ-σιος
Zρα b κ8λινδρος τοI κSνουV hστε b κ9νος τρ*τον �στ0 µ�ρος τοI κυλ*νδρου.

ΠHς Zρα κ9νος κυλ*νδρου τρ*τον µ�ρος �στ0 τοI τ�ν α�τ�ν β-σιν 1χοντος α�τ97 κα0 wψος
%σονV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ιά
Ο= Eπ; τ; α�τ; wψος mντες κ9νοι κα0 κ8λινδροι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς α= β-σεις.

RΕστωσαν Eπ; τ; α�τ; wψος κ9νοι κα0 κ8λινδροι, gν β-σεις µ�ν [εJσιν] ο= ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ
κ8κλοι, Z$ονες δ� ο= ΚΛ, ΜΝ, δι-µετροι δ� τ9ν β-σεων α= ΑΓ, ΕΗV λ�γω, Dτι �στ0ν jς b
ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος πρ;ς τ;ν ΕΝ κ9νον.
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ΕJ γ?ρ µ", 1σται jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος Fτοι
πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΕΝ κSνου στερε;ν P πρ;ς µε�ζον. 1στω πρ	τερον πρ;ς 1λασσον τ; q,
κα0 g7 1λασσ	ν �στι τ; q στερε;ν τοI ΕΝ κSνου, �κε*νω7 %σον 1στω τ; Ψ στερε	νV b ΕΝ
κ9νος Zρα %σος �στ0 το�ς q, Ψ στερεο�ς. �γγεγρ-φθω εJς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον τετρ-γωνον
τ; ΕΖΗΘV τ; Zρα τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI κ8κλου. �νεστ-τω �π; τοI
ΕΖ ΗΘ τετραγSνου πυραµ0ς Jσοϋψ�ς τ97 κSνω7V 6 Zρα �νασταθε�σα πυραµ0ς µε*ζων �στ0ν
P τ; #µισυ τοI κSνου, �πειδ"περ �?ν περιγρ-ψωµεν περ0 τ;ν κ8κλον τετρ-γωνον, κα0 �π(
α�τοI �ναστ"σωµεν πυραµ*δα Jσοϋψ� τ97 κSνω7, 6 �γγραφε�σα πυραµ0ς #µισ8 �στι τ�ς περι-
γραφε*σηςV πρ;ς �λλ"λας γ-ρ εJσιν jς α= β-σειςV �λ-ττων δ� b κ9νος τ�ς περιγραφε*σης πυ-
ραµ*δος. τετµ"σθωσαν α= ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφ�ρειαι δ*χα κατ? τ? Ο, Π, Ρ, Σ σηµε�α, κα0
�πεζε8χθωσαν α= ΘΟ, ΟΕ, ΕΠ, ΠΖ, ΖΡ, ΡΗ, ΗΣ, ΣΘ. iκαστον Zρα τ9ν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ,
ΗΣΘ τριγSνων µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ τοI καθ( )αυτ; τµ"µατος τοI κ8κλου. �νεστ-τω
�φ( )κ-στου τ9ν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘ τριγSνων πυραµ0ς Jσοϋψ�ς τ97 κSνω7V κα0 )κ-στη
Zρα τ9ν �νασταθεισ9ν πυραµ*δων µε*ζων �στ0ν P τ; #µισυ τοI καθ( )αυτ�ν τµ"µατος τοI
κSνου. τ�µνοντες δ� τ?ς Eπολειποµ�νας περιφερε*ας δ*χα κα0 �πιζευγν8ντες ε�θε*ας κα0
�νιστ-ντες �π0 )κ-στου τ9ν τριγSνων πυραµ*δας Jσοϋψε�ς τ97 κSνω7 κα0 �ε0 τοIτο ποιοIντες
καταλε*ψοµ�ν τινα �ποτµ"µατα τοI κSνου, _ 1σται �λ-σσονα τοI Ψ στερεοI. λελε*φθω, κα0
1στω τ? �π0 τ9ν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘV λοιπ� Zρα 6 πυραµ*ς, uς β-σις τ; ΘΟΕΠΖΡΗΣ
πολ8γωνον, wψος δ� τ; α�τ; τ97 κSνω7, µε*ζων �στ0 τοI q στερεοI. �γγεγρ-φθω κα0 εJς τ;ν
ΑΒΓ∆ κ8κλον τ97 ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολυγSνω7 Dµοι	ν τε κα0 bµο*ως κε*µενον πολ8γωνον τ;
∆ΤΑΥΒ ΦΓΧ, κα0 �νεστ-τω �π( α�τοI πυραµ0ς Jσοϋψ�ς τ97 ΑΛ κSνω7. �πε0 οYν �στιν jς τ;
�π; τ�ς ΑΓ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΕΗ, οwτως τ; ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολ8γωνον πρ;ς τ; ΘΟΕ ΠΖΡΗΣ
πολ8γωνον, jς δ� τ; �π; τ�ς ΑΓ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΕΗ, οwτως b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν
ΕΖΗΘ κ8κλον, κα0 jς Zρα b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως τ; ∆ΤΑΥΒΦΓΧ
πολ8γωνον πρ;ς τ; ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολ8γωνον. jς δ� b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ
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κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος πρ;ς τ; q στερε	ν, jς δ� τ; ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολ8γωνον πρ;ς
τ; ΘΟΕΠΖ ΡΗΣ πολ8γωνον, οwτως 6 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν τ; ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολ8γωνον,
κορυφ� δ� τ; Λ σηµε�ον, πρ;ς τ�ν πυραµ*δα, uς β-σις µ�ν τ; ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολ8γωνον,
κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ον. κα0 jς Zρα b ΑΛ κ9νος πρ;ς τ; q στερε	ν, οwτως 6 πυραµ*ς,
uς β-σις µ�ν τ; ∆ΤΑΥΒΦΓΧ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Λ σηµε�ον, πρ;ς τ�ν πυραµ*δα, uς
β-σις µ�ν τ; ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ονV �ναλλ?$ Zρα �στ0ν jς b ΑΛ
κ9νος πρ;ς τ�ν �ν α�τ97 πυραµ*δα, οwτως τ; q στερε;ν πρ;ς τ�ν �ν τ97 ΕΝ κSνω7 πυραµ*δα.
µε*ζων δ� b ΑΛ κ9νος τ�ς �ν α�τ97 πυραµ*δοςV µε�ζον Zρα κα0 τ; q στερε;ν τ�ς �ν τ97 ΕΝ
κSνω7 πυραµ*δος. �λλ? κα0 1λασσονV Dπερ Zτοπον. ο�κ Zρα �στ0ν jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς
τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΕΝ κSνου στερε	ν. bµο*ως δ�
δε*$οµεν, Dτι ο�δ� �στιν jς b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΝ κ9νος
πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΑΛ κSνου στερε	ν.

Λ�γω δ", Dτι ο�δ� �στιν jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος
πρ;ς µε�ζ	ν τι τοI ΕΝ κSνου στερε	ν.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, 1στω πρ;ς µε�ζον τ; qV �ν-παλιν Zρα �στ0ν jς b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς
τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως τ; q στερε;ν πρ;ς τ;ν ΑΛ κ9νον. �λλ( jς τ; q στερε;ν πρ;ς
τ;ν ΑΛ κ9νον, οwτως b ΕΝ κ9νος πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΑΛ κSνου στερε	νV κα0 jς Zρα
b ΕΖΗΘ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον, οwτως b ΕΝ κ9νος πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΑΛ
κSνου στερε	νV Dπερ �δ8νατον �δε*χθη. ο�κ Zρα �στ0ν jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ
κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος πρ;ς µε�ζ	ν τι τοI ΕΝ κSνου στερε	ν. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ�
πρ;ς 1λασσονV 1στιν Zρα jς b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως b ΑΛ κ9νος
πρ;ς τ;ν ΕΝ κ9νον.

+Αλλ( jς b κ9νος πρ;ς τ;ν κ9νον, b κ8λινδρος πρ;ς τ;ν κ8λινδρονV τριπλασ*ων γ?ρ
)κ-τερος )κατ�ρου. κα0 jς Zρα b ΑΒΓ∆ κ8κλος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘ κ8κλον, οwτως ο= �π(
α�τ9ν Jσοϋψε�ς [το�ς κSνοις] κ8λινδροι.

Ο= Zρα Eπ; τ; α�τ; wψος mντες κ9νοι κα0 κ8λινδροι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς α= β-σειςV
Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ιβ́

Ο= Dµοιοι κ9νοι κα0 κ8λινδροι πρ;ς �λλ"λους �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν �ν τα�ς β-σεσι
διαµ�τρων.

RΕστωσαν Dµοιοι κ9νοι κα0 κ8λινδροι, gν β-σεις µ�ν ο= ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ κ8κλοι, δι-µετροι
δ� τ9ν β-σεων α= Β∆, ΖΘ, Z$ονες δ� τ9ν κSνων κα0 κυλ*νδρων ο= ΚΛ, ΜΝV λ�γω, Dτι b
κ9νος, ο� β-σις µ�ν [�στιν] b ΑΒΓ∆ κ8κλος, κορυφ� δ� τ; Λ σηµε�ον, πρ;ς τ;ν κ9νον, ο�
β-σις µ�ν [�στιν] b ΕΖΗΘ κ8κλος, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ον, τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6
Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ.
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ΕJ γ?ρ µ� 1χει b ΑΒΓ∆Λ κ9νος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘΝ κ9νον τριπλασ*ονα λ	γον Fπερ 6
Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ, i$ει b ΑΒΓ∆Λ κ9νος P πρ;ς 1λασσ	ν τι τοI ΕΖΗΘΝ κSνου στερε;ν
τριπλασ*ονα λ	γον P πρ;ς µε�ζον. �χ�τω πρ	τερον πρ;ς 1λασσον τ; q, κα0 �γγεγρ-φθω εJς
τ;ν

ΕΖΗΘ κ8κλον τετρ-γωνον τ; ΕΖΗΘV τ; Zρα ΕΖΗΘ τετρ-γωνον µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ
τοI ΕΖΗΘ κ8κλου. κα0 �νεστ-τω �π0 τοI ΕΖΗΘ τετραγSνου πυραµ0ς τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν
1χουσα τ97 κSνω7V 6 Zρα �νασταθε�σα πυραµ0ς µε*ζων �στ0ν P τ; #µισυ µ�ρος τοI κSνου.
τετµ"σθωσαν δ� α= ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφ�ρειαι δ*χα κατ? τ? Ο, Π, Ρ, Σ σηµε�α, κα0
�πεζε8χθωσαν α= ΕΟ, ΟΖ, ΖΠ, ΠΗ, ΗΡ, ΡΘ, ΘΣ, ΣΕ. κα0 iκαστον Zρα τ9ν ΕΟΖ, ΖΠΗ,
ΗΡΘ, ΘΣΕ τριγSνων µε�ζ	ν �στιν P τ; #µισυ µ�ρος τοI καθ( )αυτ; τµ"µατος τοI ΕΖΗΘ
κ8κλου. κα0 �νεστ-τω �φ( )κ-στου τ9ν ΕΟΖ, ΖΠΗ, ΗΡΘ, ΘΣΕ τριγSνων πυραµ0ς τ�ν
α�τ�ν κορυφ�ν 1χουσα τ97 κSνω7V κα0 )κ-στη Zρα τ9ν �νασταθεισ9ν πυραµ*δων µε*ζων �στ0ν
P τ; #µισυ µ�ρος τοI καθ( )αυτ�ν τµ"µατος τοI κSνου. τ�µνοντες δ� τ?ς Eπολειποµ�νας
περιφερε*ας δ*χα κα0 �πιζευγν8ντες ε�θε*ας κα0 �νιστ-ντες �φ( )κ-στου τ9ν τριγSνων πυ-
ραµ*δας τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν �χο8σας τ97 κSνω7 κα0 τοIτο �ε0 ποιοIντες καταλε*ψοµ�ν τινα
�ποτµ"µατα τοI κSνου, _ 1σται �λ-σσονα τ�ς Eπεροχ�ς, u@ Eπερ�χει b ΕΖΗΘΝ κ9νος τοI q
στερεοI. λελε*φθω, κα0 1στω τ? �π0 τ9ν ΕΟ, ΟΖ, ΖΠ, ΠΗ, ΗΡ, ΡΘ, ΘΣ, ΣΕV λοιπ� Zρα 6
πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ον, µε*ζων �στ0
τοI q στερεοI. �γγεγρ-φθω κα0 εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον τ97 ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολυγSνω7 Dµοι	ν
τε κα0 bµο*ως κε*µενον πολ8γωνον τ; ΑΤΒΥΓΦ∆Χ, κα0 �νεστ-τω �π0 τοI ΑΤΒΥΓΦ∆Χ
πολυγSνου πυραµ0ς τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν 1χουσα τ97 κSνω7, κα0 τ9ν µ�ν περιεχ	ντων τ�ν
πυραµ*δα, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΑΤΒΥ ΓΦ∆Χ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Λ σηµε�ον, oν
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τρ*γωνον 1στω τ; ΛΒΤ, τ9ν δ� περιεχ	ντων τ�ν πυραµ*δα, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ
πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ον, oν τρ*γωνον 1στω τ; ΝΖΟ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΚΤ,
ΜΟ. κα0 �πε0 Dµοι	ς �στιν b ΑΒΓ∆Λ κ9νος τ97 ΕΖΗΘΝ κSνω7, 1στιν Zρα jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν
ΖΘ, οwτως b ΚΛ Z$ων πρ;ς τ;ν ΜΝ Z$ονα. jς δ� 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ, οwτως 6 ΒΚ πρ;ς τ�ν
ΖΜV κα0 jς Zρα 6 ΒΚ πρ;ς τ�ν ΖΜ, οwτως 6 ΚΛ πρ;ς τ�ν ΜΝ. κα0 �ναλλ?$ jς 6 ΒΚ πρ;ς
τ�ν ΚΛ, οwτως 6 ΖΜ πρ;ς τ�ν ΜΝ. κα0 περ0 %σας γων*ας τ?ς Eπ; ΒΚΛ, ΖΜΝ α= πλευρα0
�ν-λογ	ν εJσινV Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΒΚΛ τρ*γωνον τ97 ΖΜΝ τριγSνω7. π-λιν, �πε* �στιν jς
6 ΒΚ πρ;ς τ�ν ΚΤ, οwτως 6 ΖΜ πρ;ς τ�ν ΜΟ, κα0 περ0 %σας γων*ας τ?ς Eπ; ΒΚΤ, ΖΜΟ,
�πειδ"περ, / µ�ρος �στ0ν 6 Eπ; ΒΚΤ γων*α τ9ν πρ;ς τ97 Κ κ�ντρω7 τεσσ-ρων Aρθ9ν, τ; α�τ;
µ�ρος �στ0 κα0 6 Eπ; ΖΜΟ γων*α τ9ν πρ;ς τ97 Μ κ�ντρω7 τεσσ-ρων Aρθ9νV �πε0 οYν περ0
%σας γων*ας α= πλευρα0 �ν-λογ	ν εJσιν, Dµοιον Zρα �στ0 τ; ΒΚΤ τρ*γωνον τ97 ΖΜΟ τριγSνω7.
π-λιν, �πε0 �δε*χθη jς 6 ΒΚ πρ;ς τ�ν ΚΛ, οwτως 6 ΖΜ πρ;ς τ�ν ΜΝ, %ση δ� 6 µ�ν ΒΚ τ�@
ΚΤ, 6 δ� ΖΜ τ�@ ΟΜ, 1στιν Zρα jς 6 ΤΚ πρ;ς τ�ν ΚΛ, οwτως 6 ΟΜ πρ;ς τ�ν ΜΝ. κα0 περ0
%σας γων*ας τ?ς Eπ; ΤΚΛ, ΟΜΝV Aρθα0 γ-ρV α= πλευρα0 �ν-λογ	ν εJσινV Dµοιον Zρα �στ0
τ; ΛΚΤ τρ*γωνον τ97 ΝΜΟ τριγSνω7. κα0 �πε0 δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΛΚΒ, ΝΜΖ τριγSνων
�στ0ν jς 6 ΛΒ πρ;ς τ�ν ΒΚ, οwτως 6 ΝΖ πρ;ς τ�ν ΖΜ, δι? δ� τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΒΚΤ, ΖΜΟ
τριγSνων �στ0ν jς 6 ΚΒ πρ;ς τ�ν ΒΤ, οwτως 6 ΜΖ πρ;ς τ�ν ΖΟ, δ* %σου Zρα jς 6 ΛΒ πρ;ς
τ�ν ΒΤ, οwτως 6 ΝΖ πρ;ς τ�ν ΖΟ. π-λιν, �πε0 δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΛΤΚ, ΝΟΜ τριγSνων
�στ0ν jς 6 ΛΤ πρ;ς τ�ν ΤΚ, οwτως 6 ΝΟ πρ;ς τ�ν ΟΜ, δι? δ� τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΤΚΒ,
ΟΜΖ τριγSνων �στ0ν jς 6 ΚΤ πρ;ς τ�ν ΤΒ, οwτως 6 ΜΟ πρ;ς τ�ν ΟΖ, δ* %σου Zρα jς 6 ΛΤ
πρ;ς τ�ν ΤΒ, οwτως 6 ΝΟ πρ;ς τ�ν ΟΖ. �δε*χθη δ� κα0 jς 6 ΤΒ πρ;ς τ�ν ΒΛ, οwτως 6 ΟΖ
πρ;ς τ�ν ΖΝ. δ* %σου Zρα jς 6 ΤΛ πρ;ς τ�ν ΛΒ, οwτως 6 ΟΝ πρ;ς τ�ν ΝΖ. τ9ν ΛΤΒ, ΝΟΖ
Zρα τριγSνων �ν-λογ	ν εJσιν α= πλευρα*V JσογSνια Zρα �στ0 τ? ΛΤΒ, ΝΟΖ τρ*γωναV hστε
κα0 Dµοια. κα0 πυραµ0ς Zρα, uς β-σις µ�ν τ; ΒΚΤ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Λ σηµε�ον, bµο*α
�στ0 πυραµ*δι, uς β-σις µ�ν τ; ΖΜΟ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ονV Eπ; γ?ρ bµο*ων
�πιπ�δων περι�χονται %σων τ; πλ�θος. α= δ� Dµοιαι πυραµ*δες κα0 τριγSνους 1χουσαι β-σεις
�ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9ν. 6 Zρα ΒΚΤΛ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΖΜΟΝ
πυραµ*δα τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΚ πρ;ς τ�ν ΖΜ. bµο*ως δ� �πιζευγν8ντες �π; τ9ν
Α, Χ, ∆, Φ, Γ, Υ �π0 τ; Κ ε�θε*ας κα0 �π; τ9ν Ε, Σ, Θ, Ρ, Η, Π �π0 τ; Μ κα0 �νιστ-ντες �φ(
)κ-στου τ9ν τριγSνων πυραµ*δας τ�ν α�τ�ν κορυφ�ν �χο8σας το�ς κSνοις δε*$οµεν, Dτι κα0
)κ-στη τ9ν bµοταγ9ν πυραµ*δων πρ;ς )κ-στην bµοταγ� πυραµ*δα τριπλασ*ονα λ	γον i$ει
Fπερ 6 ΒΚ bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν ΖΜ bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν Fπερ 6 Β∆ πρ;ς
τ�ν ΖΘ. κα0 jς oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων, οwτως rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς
rπαντα τ? )π	µεναV 1στιν Zρα κα0 jς 6 ΒΚΤΛ πυραµ0ς πρ;ς τ�ν ΖΜΟΝ πυραµ*δα, οwτως
6 Dλη πυραµ*ς, uς β-σις τ; ΑΤΒΥΓΦ∆Χ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Λ σηµε�ον, πρ;ς τ�ν
Dλην πυραµ*δα, uς β-σις µ�ν τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ονV hστε
κα0 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν τ; ΑΤΒΥΓΦ∆Χ, κορυφ� δ� τ; Λ, πρ;ς τ�ν πυραµ*δα, uς β-σις
[µ�ν] τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ον, τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6
Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ. Eπ	κειται δ� κα0 b κ9νος, ο� β-σις [µ�ν] b ΑΒΓ∆ κ8κλος, κορυφ� δ� τ;
Λ σηµε�ον, πρ;ς τ; q στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χων Fπερ 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘV 1στιν Zρα
jς b κ9νος, ο� β-σις µ�ν �στιν b ΑΒΓ∆ κ8κλος, κορυφ� δ� τ; Λ, πρ;ς τ; q στερε	ν, οwτως
6 πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν τ; ΑΤΒΥΓΦ∆Χ [πολ8γωνον], κορυφ� δ� τ; Λ, πρ;ς τ�ν πυραµ*δα,
uς β-σις µ�ν �στι τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; ΝV �ναλλ?$ Zρα, jς b κ9νος,
ο� β-σις µ�ν b ΑΒΓ∆ κ8κλος, κορυφ� δ� τ; Λ, πρ;ς τ�ν �ν α�τ97 πυραµ*δα, uς β-σις µ�ν
τ; ΑΤΒΥΓΦ∆Χ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Λ, οwτως τ; q [στερε;ν] πρ;ς τ�ν πυραµ*δα, uς
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β-σις µ�ν �στι τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν. µε*ζων δ� b εJρηµ�νος κ9νος
τ�ς �ν α�τ97 πυραµ*δοςV �µπερι�χει γ?ρ α�τ"ν. µε�ζον Zρα κα0 τ; q στερε;ν τ�ς πυραµ*δος,
uς β-σις µ�ν �στι τ; ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολ8γωνον, κορυφ� δ� τ; Ν. �λλ? κα0 1λαττονV Dπερ
�στ0ν �δ8νατον. ο�κ Zρα b κ9νος, ο� β-σις b ΑΒΓ∆ κ8κλος, κορυφ� δ� τ; Λ [σηµε�ον],
πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI κSνου στερε	ν, ο� β-σις µ�ν b ΕΖΗΘ κ8κλος, κορυφ� δ� τ; Ν σηµε�ον,
τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ� b ΕΖΗΘΝ
κ9νος πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI ΑΒΓ∆Λ κSνου στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΖΘ πρ;ς
τ�ν Β∆.

Λ�γω δ", Dτι ο�δ� b ΑΒΓ∆Λ κ9νος πρ;ς µε�ζ	ν τι τοI ΕΖΗΘΝ κSνου στερε;ν τριπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, �χ�τω πρ;ς µε�ζον τ; q. �ν-παλιν Zρα τ; q στερε;ν πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆Λ
κ9νον τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΖΘ πρ;ς τ�ν Β∆. jς δ� τ; q στερε;ν πρ;ς τ;ν ΑΒΓ∆Λ
κ9νον, οwτως b ΕΖΗΘΝ κ9νος πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI ΑΒΓ∆Λ κSνου στερε	ν. κα0 b ΕΖΗΘΝ
Zρα κ9νος πρ;ς 1λαττ	ν τι τοI ΑΒΓ∆Λ κSνου στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΖΘ
πρ;ς τ�ν Β∆V Dπερ �δ8νατον �δε*χθη. ο�κ Zρα b ΑΒΓ∆Λ κ9νος πρ;ς µε�ζ	ν τι τοI ΕΖΗΘΝ
κSνου στερε;ν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� πρ;ς
1λαττον. b ΑΒΓ∆Λ Zρα κ9νος πρ;ς τ;ν ΕΖΗΘΝ κ9νον τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 Β∆
πρ;ς τ�ν ΖΘ.

MΩς δ� b κ9νος πρ;ς τ;ν κ9νον, b κ8λινδρος πρ;ς τ;ν κ8λινδρονV τριπλ-σιος γ?ρ b
κ8λινδρος τοI κSνου b �π0 τ�ς α�τ�ς β-σεως τ97 κSνω7 κα0 Jσοϋψ�ς α�τ97. κα0 b κ8λινδρος
Zρα πρ;ς τ;ν κ8λινδρον τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ΖΘ.

Ο= Zρα Dµοιοι κ9νοι κα0 κ8λινδροι πρ;ς �λλ"λους �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν �ν τα�ς
β-σεσι διαµ�τρωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ιγ́
+Ε?ν κ8λινδρος �πιπ�δω7 τµηθ�@ παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις, 1σται jς b κ8λινδρος
πρ;ς τ;ν κ8λινδρον, οwτως b Z$ων πρ;ς τ;ν Z$ονα.

Κ8λινδρος γ?ρ b Α∆ �πιπ�δω7 τ97 ΗΘ τετµ"σθω παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις
το�ς ΑΒ, Γ∆, κα0 συµβαλλ�τω τ97 Z$ονι τ; ΗΘ �π*πεδον κατ? τ; Κ σηµε�ονV λ�γω, Dτι �στ0ν
jς b ΒΗ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Η∆ κ8λινδρον, οwτως b ΕΚ Z$ων πρ;ς τ;ν ΚΖ Z$ονα.
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+Εκβεβλ"σθω γ?ρ b ΕΖ Z$ων �φ( )κ-τερα τ? µ�ρη �π0 τ? Λ, Μ σηµε�α, κα0 �κκε*σθωσαν τ97
ΕΚ Z$ονι %σοι bσοιδηποτοIν ο= ΕΝ, ΝΛ, τ97 δ� ΖΚ %σοι bσοιδηποτοIν ο= Ζq, qΜ, κα0 νοε*σθω
b �π0 τοI ΛΜ Z$ονος κ8λινδρος b ΟΧ, ο� β-σεις ο= ΟΠ, ΦΧ κ8κλοι. κα0 �κβεβλ"σθω δι?
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τ9ν Ν, q σηµε*ων �π*πεδα παρ-λληλα το�ς ΑΒ, Γ∆ κα0 τα�ς β-σεσι τοI ΟΧ κυλ*νδρου κα0
ποιε*τωσαν τοpς ΡΣ, ΤΥ κ8κλους περ0 τ? Ν, q κ�ντρα. κα0 �πε0 ο= ΛΝ, ΝΕ, ΕΚ Z$ονες
%σοι εJσ0ν �λλ"λοις, ο= Zρα ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κ8λινδροι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς α= β-σεις. %σαι δ�
εJσιν α= β-σειςV %σοι Zρα κα0 ο= ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κ8λινδροι �λλ"λοις. �πε0 οYν ο= ΛΝ, ΝΕ, ΕΚ
Z$ονες %σοι εJσ0ν �λλ"λοις, εJσ0 δ� κα0 ο= ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κ8λινδροι %σοι �λλ"λοις, κα* �στιν
%σον τ; πλ�θος τ97 πλ"θει, bσαπλασ*ων Zρα b ΚΛ Z$ων τοI ΕΚ Z$ονος, τοσαυταπλασ*ων
1σται κα0 b ΠΗ κ8λινδρος τοI ΗΒ κυλ*νδρου. δι? τ? α�τ? δ� κα0 bσαπλασ*ων �στ0ν b ΜΚ
Z$ων τοI ΚΖ Z$ονος, τοσαυταπλασ*ων �στ0 κα0 b ΧΗ κ8λινδρος τοI Η∆ κυλ*νδρου. κα0 εJ
µ�ν %σος �στ0ν b ΚΛ Z$ων τ97 ΚΜ Z$ονι, %σος 1σται κα0 b ΠΗ κ8λινδρος τ97 ΗΧ κυλ*νδρω7,
εJ δ� µε*ζων b Z$ων τοI Z$ονος, µε*ζων κα0 b κ8λινδρος τοI κυλ*νδρου, κα0 εJ �λ-σσων,
�λ-σσων. τεσσ-ρων δ� µεγεθ9ν mντων, �$	νων µ�ν τ9ν ΕΚ, ΚΖ, κυλ*νδρων δ� τ9ν ΒΗ,
Η∆, ε%ληπται Jσ-κις πολλαπλ-σια, τοI µ�ν ΕΚ Z$ονος κα0 τοI ΒΗ κυλ*νδρου D τε ΛΚ Z$ων
κα0 b ΠΗ κ8λινδρος, τοI δ� ΚΖ Z$ονος κα0 τοI Η∆ κυλ*νδρου D τε ΚΜ Z$ων κα0 b ΗΧ
κ8λινδρος, κα0 δ�δεικται, Dτι εJ Eπερ�χει b ΚΛ Z$ων τοI ΚΜ Z$ονος, Eπερ�χει κα0 b ΠΗ
κ8λινδρος τοI ΗΧ κυλ*νδρου, κα0 εJ %σος, %σος, κα0 εJ �λ-σσων, �λ-σσων. 1στιν Zρα jς b
ΕΚ Z$ων πρ;ς τ;ν ΚΖ Z$ονα, οwτως b ΒΗ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Η∆ κ8λινδρονV Dπερ 1δει
δε�$αι.

ΙΒ́ .ιδ́
Ο= �π0 %σων β-σεων mντες κ9νοι κα0 κ8λινδροι πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς τ? wψη.

RΕστωσαν γ?ρ �π0 %σων β-σεων τ9ν ΑΒ, Γ∆ κ8κλων κ8λινδροι ο= ΕΒ, Ζ∆V λ�γω, Dτι
�στ0ν jς b ΕΒ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Ζ∆ κ8λινδρον, οwτως b ΗΘ Z$ων πρ;ς τ;ν ΚΛ Z$ονα.
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+Εκβεβλ"σθω γ?ρ b ΚΛ Z$ων �π0 τ; Ν σηµε�ον, κα0 κε*σθω τ97 ΗΘ Z$ονι %σος b ΛΝ, κα0
περ0 Z$ονα τ;ν ΛΝ κ8λινδρος νενο"σθω b ΓΜ. �πε0 οYν ο= ΕΒ, ΓΜ κ8λινδροι Eπ; τ; α�τ;
wψος εJσ*ν, πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς α= β-σεις. %σαι δ� εJσιν α= β-σεις �λλ"λαιςV %σοι Zρα εJσ0
κα0 ο= ΕΒ, ΓΜ κ8λινδροι. κα0 �πε0 κ8λινδρος b ΖΜ �πιπ�δω7 τ�τµηται τ97 Γ∆ παραλλ"λω7 mντι
το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις, 1στιν Zρα jς b ΓΜ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Ζ∆ κ8λινδρον, οwτως b
ΛΝ Z$ων πρ;ς τ;ν ΚΛ Z$ονα. %σος δ� �στιν b µ�ν ΓΜ κ8λινδρος τ97 ΕΒ κυλ*νδρω7, b δ� ΛΝ
Z$ων τ97 ΗΘ Z$ονιV 1στιν Zρα jς b ΕΒ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Ζ∆ κ8λινδρον, οwτως b ΗΘ Z$ων
πρ;ς τ;ν ΚΛ Z$ονα. jς δ� b ΕΒ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Ζ∆ κ8λινδρον, οwτως b ΑΒΗ κ9νος
πρ;ς τ;ν Γ∆Κ κ9νον. κα0 jς Zρα b ΗΘ Z$ων πρ;ς τ;ν ΚΛ Z$ονα, οwτως b ΑΒΗ κ9νος
πρ;ς τ;ν Γ∆Κ κ9νον κα0 b ΕΒ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν Ζ∆ κ8λινδρονV Dπερ 1δει δε�$αι.



418 BIBΛION. IB′

ΙΒ́ .ιέ
Τ9ν %σων κSνων κα0 κυλ*νδρων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσινV κα0 gν κSνων κα0
κυλ*νδρων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν, %σοι εJσ0ν �κε�νοι.

RΕστωσαν %σοι κ9νοι κα0 κ8λινδροι, gν β-σεις µ�ν ο= ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ κ8κλοι, δι-µετροι
δ� α�τ9ν α= ΑΓ, ΕΗ, Z$ονες δ� ο= ΚΛ, ΜΝ, οXτινες κα0 wψη εJσ0 τ9ν κSνων P κυλ*νδρων, κα0
συµπεπληρSσθωσαν ο= Αq, ΕΟ κ8λινδροι. λ�γω, Dτι τ9ν Αq, ΕΟ κυλ*νδρων �ντιπεπ	νθασιν
α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα* �στιν jς 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως τ; ΜΝ
wψος πρ;ς τ; ΚΛ wψος.
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Τ; γ?ρ ΛΚ wψος τ97 ΜΝ wψει Fτοι %σον �στ0ν P οU. 1στω πρ	τερον %σον. 1στι δ� κα0
b Αq κ8λινδρος τ97 ΕΟ κυλ*νδρω7 %σος. ο= δ� Eπ; τ; α�τ; wψος mντες κ9νοι κα0 κ8λινδροι
πρ;ς �λλ"λους εJσ0ν jς α= β-σειςV %ση Zρα κα0 6 ΑΒΓ∆ β-σις τ�@ ΕΖΗΘ β-σει. hστε κα0
�ντιπ�πονθεν, jς 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΚΛ
wψος. �λλ? δ� µ� 1στω τ; ΛΚ wψος τ97 ΜΝ %σον, �λλ( 1στω µε�ζον τ; ΜΝ, κα0 �φη@ρ"σθω
�π; τοI ΜΝ wψους τ97 ΚΛ %σον τ; ΠΝ, κα0 δι? τοI Π σηµε*ου τετµ"σθω b ΕΟ κ8λινδρος
�πιπ�δω7 τ97 ΤΥΣ παραλλ"λω7 το�ς τ9ν ΕΖΗΘ, ΡΟ κ8κλων �πιπ�δοις, κα0 �π; β-σεως µ�ν
τοI ΕΖΗΘ κ8κλου, wψους δ� τοI ΝΠ κ8λινδρος νενο"σθω b ΕΣ. κα0 �πε0 %σος �στ0ν b Αq
κ8λινδρος τ97 ΕΟ κυλ*νδρω7, 1στιν Zρα jς b Αq κ8λινδρος πρ;ς τ;ν ΕΣ κ8λινδρον, οwτως b
ΕΟ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν ΕΣ κ8λινδρον. �λλ( jς µ�ν b Αq κ8λινδρος πρ;ς τ;ν ΕΣ κ8λινδρον,
οwτως 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘV Eπ; γ?ρ τ; α�τ; wψος εJσ0ν ο= Αq, ΕΣ κ8λινδροιV jς
δ� b ΕΟ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν ΕΣ, οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΠΝ wψοςV b γ?ρ ΕΟ κ8λινδρος
�πιπ�δω7 τ�τµηται παραλλ"λω7 mντι το�ς �πεναντ*ον �πιπ�δοις. 1στιν Zρα κα0 jς 6 ΑΒΓ∆
β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΠΝ wψος. %σον δ� τ; ΠΝ wψος τ97
ΚΛ wψειV 1στιν Zρα jς 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ;
ΚΛ wψος. τ9ν Zρα Αq, ΕΟ κυλ*νδρων �ντιπεπ	νθασιν α= β-σεις το�ς wψεσιν.

+Αλλ? δ� τ9ν Αq, ΕΟ κυλ*νδρων �ντιπεπονθ�τωσαν α= β-σεις το�ς wψεσιν, κα0 1στω jς 6
ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΚΛ wψοςV λ�γω, Dτι %σος
�στ0ν b Αq κ8λινδρος τ97 ΕΟ κυλ*νδρω7.

Τ9ν γ?ρ α�τ9ν κατασκευασθ�ντων �πε* �στιν jς 6 ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν,
οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΚΛ wψος, %σον δ� τ; ΚΛ wψος τ97 ΠΝ wψει, 1στιν Zρα jς 6
ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΠΝ wψος. �λλ( jς µ�ν 6
ΑΒΓ∆ β-σις πρ;ς τ�ν ΕΖΗΘ β-σιν, οwτως b Αq κ8λινδρος πρ;ς τ;ν ΕΣ κ8λινδρονV Eπ; γ?ρ
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τ; α�τ; wψος εJσ*νV jς δ� τ; ΜΝ wψος πρ;ς τ; ΠΝ [wψος], οwτως b ΕΟ κ8λινδρος πρ;ς τ;ν
ΕΣ κ8λινδρονV 1στιν Zρα jς b Αq κ8λινδρος πρ;ς τ;ν ΕΣ κ8λινδρον, οwτως b ΕΟ κ8λινδρος
πρ;ς τ;ν ΕΣ. %σος Zρα b Αq κ8λινδρος τ97 ΕΟ κυλ*νδρω7. jσα8τως δ� κα0 �π0 τ9ν κSνωνV
Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ι3́
∆8ο κ8κλων περ0 τ; α�τ; κ�ντρον mντων εJς τ;ν µε*ζονα κ8κλον πολ8γωνον Jσ	πλευρ	ν τε
κα0 �ρτι	πλευρον �γγρ-ψαι µ� ψαIον τοI �λ-σσονος κ8κλου.

RΕστωσαν ο= δοθ�ντες δ8ο κ8κλοι
ο= ΑΒΓ∆, ΕΖΗΘ περ0 τ; α�τ; κ�ντρον τ; ΚV δε� δ� εJς τ;ν µε*ζονα κ8κλον τ;ν ΑΒΓ∆

πολ8γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 �ρτι	πλευρον �γγρ-ψαι µ� ψαIον τοI ΕΖΗΘ κ8κλου.
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RΗχθω γ?ρ δι? τοI Κ κ�ντρου ε�θε�α 6 ΒΚ∆, κα0 �π; τοI Η σηµε*ου τ�@ Β∆ ε�θε*αc πρ;ς
Aρθ?ς Fχθω 6 ΗΑ κα0 δι"χθω �π0 τ; ΓV 6 ΑΓ Zρα �φ-πτεται τοI ΕΖΗΘ κ8κλου. τ�µνοντες δ�
τ�ν ΒΑ∆ περιφ�ρειαν δ*χα κα0 τ�ν 6µ*σειαν α�τ�ς δ*χα κα0 τοIτο �ε0 ποιοIντες καταλε*ψοµεν
περιφ�ρειαν �λ-σσονα τ�ς Α∆. λελε*φθω, κα0 1στω 6 Λ∆, κα0 �π; τοI Λ �π0 τ�ν Β∆ κ-θετος
Fχθω 6 ΛΜ κα0 δι"χθω �π0 τ; Ν, κα0 �πεζε8χθωσαν α= Λ∆, ∆ΝV %ση Zρα �στ0ν 6 Λ∆ τ�@
∆Ν. κα0 �πε0 παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΛΝ τ�@ ΑΓ, 6 δ� ΑΓ �φ-πτεται τοI ΕΖΗΘ κ8κλου, 6 ΛΝ
Zρα ο�κ �φ-πτεται τοI ΕΖΗΘ κ8κλουV πολλ97 Zρα α= Λ∆, ∆Ν ο�κ �φ-πτονται τοI ΕΖΗΘ
κ8κλου. �?ν δ� τ�@ Λ∆ ε�θε*αc %σας κατ? τ; συνεχ�ς �ναρµ	σωµεν εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον,
�γγραφ"σεται εJς τ;ν ΑΒΓ∆ κ8κλον πολ8γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 �ρτι	πλευρον µ� ψαIον
τοI �λ-σσονος κ8κλου τοI ΕΖΗΘV Dπερ 1δει ποι�σαι.

ΙΒ́ .ιζ́
∆8ο σφαιρ9ν περ0 τ; α�τ; κ�ντρον ο�σ9ν εJς τ�ν µε*ζονα σφα�ραν στερε;ν πολ8εδρον
�γγρ-ψαι µ� ψαIον τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας κατ? τ�ν �πιφ-νειαν.
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Νενο"σθωσαν δ8ο σφα�ραι περ0 τ; α�τ; κ�ντρον τ; ΑV δε� δ� εJς τ�ν µε*ζονα σφα�ραν
στερε;ν πολ8εδρον �γγρ-ψαι µ� ψαIον τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας κατ? τ�ν �πιφ-νειαν.
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Τετµ"σθωσαν α= σφα�ραι �πιπ�δω7 τιν0 δι? τοI κ�ντρουV 1σονται δ� α= τοµα0 κ8κλοι,
�πειδ"περ µενο8σης τ�ς διαµ�τρου κα0 περιφεροµ�νου τοI 6µικυκλ*ου �γ*γνετο 6 σφα�ραV
hστε κα0 καθ( οXας lν θ�σεως �πινο"σωµεν τ; 6µικ8κλιον, τ; δ* α�τοI �κβαλλ	µενον �π*πεδον
ποι"σει �π0 τ�ς �πιφανε*ας τ�ς σφα*ρας κ8κλον. κα0 φανερ	ν, Dτι κα0 µ�γιστον, �πειδ"περ
6 δι-µετρος τ�ς σφα*ρας, #τις �στ0 κα0 τοI 6µικυκλ*ου δι-µετρος δηλαδ� κα0 τοI κ8κλου,
µε*ζων �στ0 πασ9ν τ9ν εJς τ;ν κ8κλον P τ�ν σφα�ραν διαγοµ�νων [ε�θει9ν]. 1στω οYν �ν µ�ν
τ�@ µε*ζονι σφα*ραc κ8κλος b ΒΓ∆Ε, �ν δ� τ�@ �λ-σσονι σφα*ραc κ8κλος b ΖΗΘ, κα0 Fχθωσαν
α�τ9ν δ8ο δι-µετροι πρ;ς Aρθ?ς �λλ"λαις α= Β∆, ΓΕ, κα0 δ8ο κ8κλων περ0 τ; α�τ; κ�ντρον
mντων τ9ν ΒΓ∆Ε, ΖΗΘ εJς τ;ν µε*ζονα κ8κλον τ;ν ΒΓ∆Ε πολ8γωνον Jσ	πλευρον κα0
�ρτι	πλευρον �γγεγρ-φθω µ� ψαIον τοI �λ-σσονος κ8κλου τοI ΖΗΘ, ο� πλευρα0 1στωσαν
�ν τ97 ΒΕ τεταρτηµορ*ω7 α= ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ, κα0 �πιζευχθε�σα 6 ΚΑ δι"χθω �π0 τ; Ν,
κα0 �νεστ-τω �π; τοI Α σηµε*ου τ97 τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς 6 Αq κα0
συµβαλλ�τω τ�@ �πιφανε*αc τ�ς σφα*ρας κατ? τ; q, κα0 δι? τ�ς Αq κα0 )κατ�ρας τ9ν Β∆, ΚΝ
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�π*πεδα �κβεβλ"σθωV ποι"σουσι δ� δι? τ? εJρηµ�να �π0 τ�ς �πιφανε*ας τ�ς σφα*ρας µεγ*στους
κ8κλους. ποιε*τωσαν, gν 6µικ8κλια 1στω �π0 τ9ν Β∆, ΚΝ διαµ�τρων τ? Βq∆, ΚqΝ. κα0 �πε0
6 qΑ Aρθ" �στι πρ;ς τ; τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �π*πεδον, κα0 π-ντα Zρα τ? δι? τ�ς qΑ �π*πεδ-
�στιν Aρθ? πρ;ς τ; τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �π*πεδονV hστε κα0 τ? Βq∆, ΚqΝ 6µικ8κλια Aρθ- �στι
πρ;ς τ; τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �π*πεδον. κα0 �πε0 %σα �στ0 τ? ΒΕ∆, Βq∆, ΚqΝ 6µικ8κλιαV �π0
γ?ρ %σων εJσ0 διαµ�τρων τ9ν Β∆, ΚΝV %σα �στ0 κα0 τ? ΒΕ, Βq, Κq τεταρτηµ	ρια �λλ"λοις.
Dσαι Zρα εJσ0ν �ν τ97 ΒΕ τεταρτηµορ*ω7 πλευρα0 τοI πολυγSνου, τοσαIτα* εJσι κα0 �ν το�ς
Βq, Κq τεταρτηµορ*οις %σαι τα�ς ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ ε�θε*αις. �γγεγρ-φθωσαν κα0 1στωσαν
α= ΒΟ, ΟΠ, ΠΡ, Ρq, ΚΣ, ΣΤ, ΤΥ, Υq, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΣΟ, ΤΠ, ΥΡ, κα0 �π; τ9ν
Ο, Σ �π0 τ; τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �π*πεδον κ-θετοι FχθωσανV πεσοIνται δ� �π0 τ?ς κοιν?ς
τοµ?ς τ9ν �πιπ�δων τ?ς Β∆, ΚΝ, �πειδ"περ κα0 τ? τ9ν Βq∆, ΚqΝ �π*πεδα Aρθ- �στι πρ;ς
τ; τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �π*πεδον. πιπτ�τωσαν, κα0 1στωσαν α= ΟΦ, ΣΧ, κα0 �πεζε8χθω 6
ΧΦ. κα0 �πε0 �ν %σοις 6µικυκλ*οις το�ς Βq∆, ΚqΝ %σαι �πειληµµ�ναι εJσ0ν α= ΒΟ, ΚΣ, κα0
κ-θετοι Lγµ�ναι εJσ0ν α= ΟΦ, ΣΧ, %ση [Zρα] �στ0ν 6 µ�ν ΟΦ τ�@ ΣΧ, 6 δ� ΒΦ τ�@ ΚΧ. 1στι δ�
κα0 Dλη 6 ΒΑ Dλη@ τ�@ ΚΑ %σηV κα0 λοιπ� Zρα 6 ΦΑ λοιπ�@ τ�@ ΧΑ �στιν %σηV 1στιν Zρα jς 6
ΒΦ πρ;ς τ�ν ΦΑ, οwτως 6 ΚΧ πρ;ς τ�ν ΧΑV παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΧΦ τ�@ ΚΒ. κα0 �πε0
)κατ�ρα τ9ν ΟΦ, ΣΧ Aρθ" �στι πρ;ς τ; τοI ΒΓ∆Ε κ8κλου �π*πεδον, παρ-λληλος Zρα �στ0ν
6 ΟΦ τ�@ ΣΧ. �δε*χθη δ� α�τ�@ κα0 %σηV κα0 α= ΧΦ, ΣΟ Zρα %σαι εJσ0 κα0 παρ-λληλοι. κα0 �πε0
παρ-λληλ	ς �στιν 6 ΧΦ τ�@ ΣΟ, �λλ? 6 ΧΦ τ�@ ΚΒ �στι παρ-λληλος, κα0 6 ΣΟ Zρα τ�@ ΚΒ �στι
παρ-λληλος. κα0 �πιζευγν8ουσιν α�τ?ς α= ΒΟ, ΚΣV τ; ΚΒΟΣ Zρα τετρ-πλευρον �ν )ν* �στιν
�πιπ�δω7, �πειδ"περ, �?ν >σι δ8ο ε�θε�αι παρ-λληλοι, κα0 �φ( )κατ�ρας α�τ9ν ληφθ�@ τυχ	ντα
σηµε�α, 6 �π0 τ? σηµε�α �πιζευγνυµ�νη ε�θε�α �ν τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 �στ0 τα�ς παραλλ"λοις.
δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κ-τερον τ9ν ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ τετραπλε8ρων �ν )ν* �στιν �πιπ�δω7. 1στι δ�
κα0 τ; ΥΡq τρ*γωνον �ν )ν0 �πιπ�δω7. �?ν δ� νο"σωµεν �π; τ9ν Ο, Σ, Π, Τ, Ρ, Υ σηµε*ων
�π0 τ; Α �πιζευγνυµ�νας ε�θε*ας, συσταθ"σετα* τι σχ�µα στερε;ν πολ8εδρον µετα$p τ9ν
Βq, Κq περιφερει9ν �κ πυραµ*δων συγκε*µενον, gν β-σεις µ�ν τ? ΚΒΟΣ, ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ
τετρ-πλευρα κα0 τ; ΥΡq τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Α σηµε�ον. �?ν δ� κα0 �π0 )κ-στης τ9ν
ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ πλευρ9ν καθ-περ �π0 τ�ς ΒΚ τ? α�τ? κατασκευ-σωµεν κα0 1τι �π0 τ9ν λοιπ9ν
τρι9ν τεταρτηµορ*ων, συσταθ"σετα* τι σχ�µα πολ8εδρον �γγεγραµµ�νον εJς τ�ν σφα�ραν
πυραµ*σι περιεχ	µενον, gν β-σεις [µ�ν] τ? εJρηµ�να τετρ-πλευρα κα0 τ; ΥΡq τρ*γωνον κα0
τ? bµοταγ� α�το�ς, κορυφ� δ� τ; Α σηµε�ον.

Λ�γω, Dτι τ; εJρηµ�νον πολ8εδρον ο�κ �φ-ψεται τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας κατ? τ�ν �πιφ-νειαν,
�φ( uς �στιν b ΖΗΘ κ8κλος.

RΗχθω �π; τοI Α σηµε*ου �π0 τ; τοI ΚΒΟΣ τετραπλε8ρου �π*πεδον κ-θετος 6 ΑΨ κα0
συµβαλλ�τω τ97 �πιπ�δω7 κατ? τ; Ψ σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΨΒ, ΨΚ. κα0 �πε0 6 ΑΨ
Aρθ" �στι πρ;ς τ; τοI ΚΒΟΣ τετραπλε8ρου �π*πεδον, κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς :πτοµ�νας
α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 τοI τετραπλε8ρου �πιπ�δω7 Aρθ" �στιν. 6 ΑΨ Zρα Aρθ" �στι
πρ;ς )κατ�ραν τ9ν ΒΨ, ΨΚ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒ τ�@ ΑΚ, %σον �στ0 κα0 τ; �π; τ�ς ΑΒ
τ97 �π; τ�ς ΑΚ. κα* �στι τ97 µ�ν �π; τ�ς ΑΒ %σα τ? �π; τ9ν ΑΨ, ΨΒV Aρθ� γ?ρ 6 πρ;ς τ97
ΨV τ97 δ� �π; τ�ς ΑΚ %σα τ? �π; τ9ν ΑΨ, ΨΚ. τ? Zρα �π; τ9ν ΑΨ, ΨΒ %σα �στ0 το�ς �π;
τ9ν ΑΨ, ΨΚ. κοιν;ν �φη@ρ"σθω τ; �π; τ�ς ΑΨV λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΒΨ λοιπ97 τ97 �π; τ�ς
ΨΚ %σον �στ*νV %ση Zρα 6 ΒΨ τ�@ ΨΚ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 α= �π; τοI Ψ �π0 τ? Ο, Σ
�πιζευγν8µεναι ε�θε�αι %σαι εJσ0ν )κατ�ραc τ9ν ΒΨ, ΨΚ. b Zρα κ�ντρω7 τ97 Ψ κα0 διαστ"µατι
)ν0 τ9ν ΨΒ, ΨΚ γραφ	µενος κ8κλος #$ει κα0 δι? τ9ν Ο, Σ, κα0 1σται �ν κ8κλω7 τ; ΚΒΟΣ
τετρ-πλευρον.
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Κα0 �πε0 µε*ζων �στ0ν 6 ΚΒ τ�ς ΧΦ, %ση δ� 6 ΧΦ τ�@ ΣΟ, µε*ζων Zρα 6 ΚΒ τ�ς ΣΟ. %ση
δ� 6 ΚΒ )κατ�ραc τ9ν ΚΣ, ΒΟV κα0 )κατ�ρα Zρα τ9ν ΚΣ, ΒΟ τ�ς ΣΟ µε*ζων �στ*ν. κα0
�πε0 �ν κ8κλω7 τετρ-πλευρ	ν �στι τ; ΚΒΟΣ, κα0 %σαι α= ΚΒ, ΒΟ, ΚΣ, κα0 �λ-ττων 6 ΟΣ,
κα0 �κ τοI κ�ντρου τοI κ8κλου �στ0ν 6 ΒΨ, τ; Zρα �π; τ�ς ΚΒ τοI �π; τ�ς ΒΨ µε�ζ	ν
�στιν P διπλ-σιον. Fχθω �π; τοI Κ �π0 τ�ν ΒΦ κ-θετος 6 ΚΩ. κα0 �πε0 6 Β∆ τ�ς ∆Ω
�λ-ττων �στ0ν P διπλ�, κα* �στιν jς 6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Ω, οwτως τ; Eπ; τ9ν ∆Β, ΒΩ πρ;ς
τ; Eπ; [τ9ν] ∆Ω, ΩΒ, �ναγραφοµ�νου �π; τ�ς ΒΩ τετραγSνου κα0 συµπληρουµ�νου τοI
�π0 τ�ς Ω∆ παραλληλογρ-µµου κα0 τ; Eπ; ∆Β, ΒΩ Zρα τοI Eπ; ∆Ω, ΩΒ 1λαττ	ν �στιν P
διπλ-σιον. κα* �στι τ�ς Κ∆ �πιζευγνυµ�νης τ; µ�ν Eπ; ∆Β, ΒΩ %σον τ97 �π; τ�ς ΒΚ, τ; δ�
Eπ; τ9ν ∆Ω, ΩΒ %σον τ97 �π; τ�ς ΚΩV τ; Zρα �π; τ�ς ΚΒ τοI �π; τ�ς ΚΩ 1λασσ	ν �στιν
P διπλ-σιον. �λλ? τ; �π; τ�ς ΚΒ τοI �π; τ�ς ΒΨ µε�ζ	ν �στιν P διπλ-σιονV µε�ζον Zρα
τ; �π; τ�ς ΚΩ τοI �π; τ�ς ΒΨ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΑ τ�@ ΚΑ, %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΑ
τ97 �π; τ�ς ΑΚ. κα* �στι τ97 µ�ν �π; τ�ς ΒΑ %σα τ? �π; τ9ν ΒΨ, ΨΑ, τ97 δ� �π; τ�ς ΚΑ
%σα τ? �π; τ9ν ΚΩ, ΩΑV τ? Zρα �π; τ9ν ΒΨ, ΨΑ %σα �στ0 το�ς �π; τ9ν ΚΩ, ΩΑ, gν τ;
�π; τ�ς ΚΩ µε�ζον τοI �π; τ�ς ΒΨV λοιπ;ν Zρα τ; �π; τ�ς ΩΑ 1λασσ	ν �στι τοI �π; τ�ς
ΨΑ. µε*ζων Zρα 6 ΑΨ τ�ς ΑΩV πολλ97 Zρα 6 ΑΨ µε*ζων �στ0 τ�ς ΑΗ. κα* �στιν 6 µ�ν ΑΨ
�π0 µ*αν τοI πολυ�δρου β-σιν, 6 δ� ΑΗ �π0 τ�ν τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας �πιφ-νειανV hστε τ;
πολ8εδρον ο� ψα8σει τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας κατ? τ�ν �πιφ-νειαν.

∆8ο Zρα σφαιρ9ν περ0 τ; α�τ; κ�ντρον ο�σ9ν εJς τ�ν µε*ζονα σφα�ραν στερε;ν πολ8εδρον
�γγ�γραπται µ� ψαIον τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας κατ? τ�ν �πιφ-νειανV Dπερ 1δει ποι�σαι.

Π	ρισµα

+Ε?ν δ� κα0 εJς )τ�ραν σφα�ραν τ97 �ν τ�@ ΒΓ∆Ε σφα*ραc στερε97 πολυ�δρω7 Dµοιον στερε;ν
πολ8εδρον �γγραφ�@, τ; �ν τ�@ ΒΓ∆Ε σφα*ραc στερε;ν πολ8εδρον πρ;ς τ; �ν τ�@ )τ�ραc σφα*ραc
στερε;ν πολ8εδρον τριπλασ*ονα λ	γον 1χει, Fπερ 6 τ�ς ΒΓ∆Ε σφα*ρας δι-µετρος πρ;ς τ�ν
τ�ς )τ�ρας σφα*ρας δι-µετρον. διαιρεθ�ντων γ?ρ τ9ν στερε9ν εJς τ?ς bµοιοπληθε�ς κα0
bµοιοταγε�ς πυραµ*δας 1σονται α= πυραµ*δες Dµοιαι. α= δ� Dµοιαι πυραµ*δες πρ;ς �λλ"λας �ν
τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν bµολ	γων πλευρ9νV 6 Zρα πυραµ*ς, uς β-σις µ�ν �στι τ; ΚΒΟΣ
τετρ-πλευρον, κορυφ� δ� τ; Α σηµε�ον, πρ;ς τ�ν �ν τ�@ )τ�ραc σφα*ραc bµοιοταγ� πυραµ*δα
τριπλασ*ονα λ	γον 1χει, Fπερ 6 bµ	λογος πλευρ? πρ;ς τ�ν bµ	λογον πλευρ-ν, τουτ�στιν
Fπερ 6 ΑΒ �κ τοI κ�ντρου τ�ς σφα*ρας τ�ς περ0 κ�ντρον τ; Α πρ;ς τ�ν �κ τοI κ�ντρου
τ�ς )τ�ρας σφα*ρας. bµο*ως κα0 )κ-στη πυραµ0ς τ9ν �ν τ�@ περ0 κ�ντρον τ; Α σφα*ραc πρ;ς
)κ-στην bµοταγ� πυραµ*δα τ9ν �ν τ�@ )τ�ραc σφα*ραc τριπλασ*ονα λ	γον i$ει, Fπερ 6 ΑΒ πρ;ς
τ�ν �κ τοI κ�ντρου τ�ς )τ�ρας σφα*ρας. κα0 jς oν τ9ν 6γουµ�νων πρ;ς oν τ9ν )ποµ�νων,
οwτως rπαντα τ? 6γο8µενα πρ;ς rπαντα τ? )π	µεναV hστε Dλον τ; �ν τ�@ περ0 κ�ντρον τ; Α
σφα*ραc στερε;ν πολ8εδρον πρ;ς Dλον τ; �ν τ�@ )τ�ραc [σφα*ραc] στερε;ν πολ8εδρον τριπλασ*ονα
λ	γον i$ει, Fπερ 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν �κ τοI κ�ντρου τ�ς )τ�ρας σφα*ρας, τουτ�στιν Fπερ 6 Β∆
δι-µετρος πρ;ς τ�ν τ�ς )τ�ρας σφα*ρας δι-µετρονV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΒ́ .ιή
Α= σφα�ραι πρ;ς �λλ"λας �ν τριπλασ*ονι λ	γω7 εJσ0 τ9ν Jδ*ων διαµ�τρων.

Νενο"σθωσαν σφα�ραι α= ΑΒΓ, ∆ΕΖ, δι-µετροι δ� α�τ9ν α= ΒΓ, ΕΖV λ�γω, Dτι 6 ΑΒΓ
σφα�ρα πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ σφα�ραν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ.
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ΕJ γ?ρ µ� 6 ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ σφα�ραν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ
πρ;ς τ�ν ΕΖ, i$ει Zρα 6 ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς �λ-σσον- τινα τ�ς ∆ΕΖ σφα*ρας τριπλασ*ονα
λ	γον P πρ;ς µε*ζονα Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ. �χ�τω πρ	τερον πρ;ς �λ-σσονα τ�ν ΗΘΚ,
κα0 νενο"σθω 6 ∆ΕΖ τ�@ ΗΘΚ περ0 τ; α�τ; κ�ντρον, κα0 �γγεγρ-φθω εJς τ�ν µε*ζονα
σφα�ραν τ�ν ∆ΕΖ στερε;ν πολ8εδρον µ� ψαIον τ�ς �λ-σσονος σφα*ρας τ�ς ΗΘΚ κατ?
τ�ν �πιφ-νειαν, �γγεγρ-φθω δ� κα0 εJς τ�ν ΑΒΓ σφα�ραν τ97 �ν τ�@ ∆ΕΖ σφα*ραc στερε97
πολυ�δρω7 Dµοιον στερε;ν πολ8εδρονV τ; Zρα �ν τ�@ ΑΒΓ στερε;ν πολ8εδρον πρ;ς τ; �ν τ�@
∆ΕΖ στερε;ν πολ8εδρον τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ. 1χει δ� κα0 6 ΑΒΓ
σφα�ρα πρ;ς τ�ν ΗΘΚ σφα�ραν τριπλασ*ονα λ	γον Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖV 1στιν Zρα jς 6
ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς τ�ν ΗΘΚ σφα�ραν, οwτως τ; �ν τ�@ ΑΒΓ σφα*ραc στερε;ν πολ8εδρον πρ;ς
τ; �ν τ�@ ∆ΕΖ σφα*ραc στερε;ν πολ8εδρονV �ναλλ?$ [Zρα] jς 6 ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς τ; �ν α�τ�@
πολ8εδρον, οwτως 6 ΗΘΚ σφα�ρα πρ;ς τ; �ν τ�@ ∆ΕΖ σφα*ραc στερε;ν πολ8εδρον. µε*ζων
δ� 6 ΑΒΓ σφα�ρα τοI �ν α�τ�@ πολυ�δρουV µε*ζων Zρα κα0 6 ΗΘΚ σφα�ρα τοI �ν τ�@ ∆ΕΖ
σφα*ραc πολυ�δρου. �λλ? κα0 �λ-ττωνV �µπερι�χεται γ?ρ Eπ( α�τοI. ο�κ Zρα 6 ΑΒΓ σφα�ρα
πρ;ς �λ-σσονα τ�ς ∆ΕΖ σφα*ρας τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ δι-µετρος πρ;ς τ�ν ΕΖ.
bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ� 6 ∆ΕΖ σφα�ρα πρ;ς �λ-σσονα τ�ς ΑΒΓ σφα*ρας τριπλασ*ονα
λ	γον 1χει Fπερ 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν ΒΓ.

Λ�γω δ", Dτι ο�δ� 6 ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς µε*ζον- τινα τ�ς ∆ΕΖ σφα*ρας τριπλασ*ονα λ	γον
1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ.

ΕJ γ?ρ δυνατ	ν, �χ�τω πρ;ς µε*ζονα τ�ν ΛΜΝV �ν-παλιν Zρα 6 ΛΜΝ σφα�ρα πρ;ς τ�ν
ΑΒΓ σφα�ραν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΕΖ δι-µετρος πρ;ς τ�ν ΒΓ δι-µετρον. jς δ�
6 ΛΜΝ σφα�ρα πρ;ς τ�ν ΑΒΓ σφα�ραν, οwτως 6 ∆ΕΖ σφα�ρα πρ;ς �λ-σσον- τινα τ�ς ΑΒΓ
σφα*ρας, �πειδ"περ µε*ζων �στ0ν 6 ΛΜΝ τ�ς ∆ΕΖ, jς 1µπροσθεν �δε*χθη. κα0 6 ∆ΕΖ Zρα
σφα�ρα πρ;ς �λ-σσον- τινα τ�ς ΑΒΓ σφα*ρας τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΕΖ πρ;ς τ�ν
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ΒΓV Dπερ �δ8νατον �δε*χθη. ο�κ Zρα 6 ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς µε*ζον- τινα τ�ς ∆ΕΖ σφα*ρας
τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖ. �δε*χθη δ�, Dτι ο�δ� πρ;ς �λ-σσονα. 6 Zρα
ΑΒΓ σφα�ρα πρ;ς τ�ν ∆ΕΖ σφα�ραν τριπλασ*ονα λ	γον 1χει Fπερ 6 ΒΓ πρ;ς τ�ν ΕΖV Dπερ
1δει δε�$αι.



BIBΛION

IΓ′

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ

ΙΓ́ .ά
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, τ; µε�ζον τµ�µα προσλαβ;ν τ�ν 6µ*σειαν
τ�ς Dλης πενταπλ-σιον δ8ναται τοI �π; τ�ς 6µισε*ας τετραγSνου.

Ε�θε�α γ?ρ γραµµ� 6 ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τετµ"σθω κατ? τ; Γ σηµε�ον, κα0 1στω
µε�ζον τµ�µα τ; ΑΓ, κα0 �κβεβλ"σθω �π( ε�θε*ας τ�@ ΓΑ ε�θε�α 6 Α∆, κα0 κε*σθω τ�ς ΑΒ
6µ*σεια 6 Α∆V λ�γω, Dτι πενταπλ-σι	ν �στι τ; �π; τ�ς Γ∆ τοI �π; τ�ς ∆Α.
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+Αναγεγρ-φθωσαν γ?ρ �π; τ9ν ΑΒ, ∆Γ τετρ-γωνα τ? ΑΕ, ∆Ζ, κα0 καταγεγρ-φθω �ν τ97
∆Ζ τ; σχ�µα, κα0 δι"χθω 6 ΖΓ �π0 τ; Η. κα0 �πε0 6 ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται
κατ? τ; Γ, τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ. κα* �στι τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΑΒΓ τ;
ΓΕ, τ; δ� �π; τ�ς ΑΓ τ; ΖΘV %σον Zρα τ; ΓΕ τ97 ΖΘ. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ΒΑ τ�ς Α∆,
%ση δ� 6 µ�ν ΒΑ τ�@ ΚΑ, 6 δ� Α∆ τ�@ ΑΘ, διπλ� Zρα κα0 6 ΚΑ τ�ς ΑΘ. jς δ� 6 ΚΑ πρ;ς

425
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τ�ν ΑΘ, οwτως τ; ΓΚ πρ;ς τ; ΓΘV διπλ-σιον Zρα τ; ΓΚ τοI ΓΘ. εJσ0 δ� κα0 τ? ΛΘ, ΘΓ
διπλ-σια τοI ΓΘ. %σον Zρα τ; ΚΓ το�ς ΛΘ, ΘΓ. �δε*χθη δ� κα0 τ; ΓΕ τ97 ΘΖ %σονV Dλον
Zρα τ; ΑΕ τετρ-γωνον %σον �στ0 τ97 ΜΝq γνSµονι. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ΒΑ τ�ς Α∆,
τετραπλ-σι	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΑ τοI �π; τ�ς Α∆, τουτ�στι τ; ΑΕ τοI ∆Θ. %σον δ� τ; ΑΕ
τ97 ΜΝq γνSµονιV κα0 b ΜΝq Zρα γνSµων τετραπλ-σι	ς �στι τοI ΑΟV Dλον Zρα τ; ∆Ζ
πενταπλ-σι	ν �στι τοI ΑΟ. κα* �στι τ; µ�ν ∆Ζ τ; �π; τ�ς ∆Γ, τ; δ� ΑΟ τ; �π; τ�ς ∆ΑV
τ; Zρα �π; τ�ς Γ∆ πενταπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ∆Α.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, τ; µε�ζον τµ�µα προσλαβ;ν τ�ν 6µ*σειαν
τ�ς Dλης πενταπλ-σιον δ8ναται τοI �π; τ�ς 6µισε*ας τετραγSνουV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .β́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� τµ"µατος )αυτ�ς πενταπλ-σιον δ8νηται, τ�ς διπλασ*ας τοI εJρηµ�νου
τµ"µατος Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µα τ; λοιπ;ν µ�ρος �στ0 τ�ς �$
�ρχ�ς ε�θε*ας.

Ε�θε�α γ?ρ γραµµ� 6 ΑΒ τµ"µατος )αυτ�ς τοI ΑΓ πενταπλ-σιον δυν-σθω, τ�ς δ� ΑΓ
διπλ� 1στω 6 Γ∆V λ�γω, Dτι τ�ς Γ∆ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ-
�στιν 6 ΓΒ.
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+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �φ( )κατ�ρας τ9ν ΑΒ, Γ∆ τετρ-γωνα τ? ΑΖ, ΓΗ, κα0 καταγεγρ-φθω
�ν τ97 ΑΖ τ; σχ�µα, κα0 δι"χθω 6 ΒΕ. κα0 �πε0 πενταπλ-σι	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΑ τοI �π;
τ�ς ΑΓ, πενταπλ-σι	ν �στι τ; ΑΖ τοI ΑΘ. τετραπλ-σιος Zρα b ΜΝq γνSµων τοI ΑΘ. κα0
�πε0 διπλ� �στιν 6 ∆Γ τ�ς ΓΑ, τετραπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; ∆Γ τοI �π; ΓΑ, τουτ�στι τ;
ΓΗ τοI ΑΘ. �δε*χθη δ� κα0 b ΜΝq γνSµων τετραπλ-σιος τοI ΑΘV %σος Zρα b ΜΝq γνSµων
τ97 ΓΗ. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ∆Γ τ�ς ΓΑ, %ση δ� 6 µ�ν ∆Γ τ�@ ΓΚ, 6 δ� ΑΓ τ�@ ΓΘ [διπλ�
Zρα κα0 6 ΚΓ τ�ς ΓΘ], διπλ-σιον Zρα κα0 τ; ΚΒ τοI ΒΘ. εJσ0 δ� κα0 τ? ΛΘ, ΘΒ τοI ΘΒ
διπλ-σιαV %σον Zρα τ; ΚΒ το�ς ΛΘ, ΘΒ. �δε*χθη δ� κα0 Dλος b ΜΝq γνSµων Dλω7 τ97 ΓΗ
%σοςV κα0 λοιπ;ν Zρα τ; ΘΖ τ97 ΒΗ �στιν %σον. κα* �στι τ; µ�ν ΒΗ τ; Eπ; τ9ν Γ∆ΒV %ση
γ?ρ 6 Γ∆ τ�@ ∆ΗV τ; δ� ΘΖ τ; �π; τ�ς ΓΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν Γ∆Β %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΓΒ.
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1στιν Zρα jς 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως 6 ΓΒ πρ;ς τ�ν Β∆. µε*ζων δ� 6 ∆Γ τ�ς ΓΒV µε*ζων
Zρα κα0 6 ΓΒ τ�ς Β∆. τ�ς Γ∆ Zρα ε�θε*ας Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον
τµ�µ- �στιν 6 ΓΒ.

+Ε?ν Zρα ε�θε�α γραµµ� τµ"µατος )αυτ�ς πενταπλ-σιον δ8νηται, τ�ς διπλασ*ας τοI εJρηµ�νου
τµ"µατος Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µα τ; λοιπ;ν µ�ρος �στ0 τ�ς �$
�ρχ�ς ε�θε*αςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

<Οτι δ� 6 διπλ� τ�ς ΑΓ µε*ζων �στ0 τ�ς ΒΓ, οwτως δεικτ�ον.
ΕJ γ?ρ µ", 1στω, εJ δυνατ	ν, 6 ΒΓ διπλ� τ�ς ΓΑ. τετραπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς ΒΓ τοI

�π; τ�ς ΓΑV πενταπλ-σια Zρα τ? �π; τ9ν ΒΓ, ΓΑ τοI �π; τ�ς ΓΑ. Eπ	κειται δ� κα0 τ; �π;
τ�ς ΒΑ πενταπλ-σιον τοI �π; τ�ς ΓΑV τ; Zρα �π; τ�ς ΒΑ %σον �στ0 το�ς �π; τ9ν ΒΓ, ΓΑV
Dπερ �δ8νατον. ο�κ Zρα 6 ΓΒ διπλασ*α �στ0 τ�ς ΑΓ. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι ο�δ� 6 �λ-ττων
τ�ς ΓΒ διπλασ*ων �στ0 τ�ς ΓΑV πολλ97 γ?ρ [µε�ζον] τ; Zτοπον.

MΗ Zρα τ�ς ΑΓ διπλ� µε*ζων �στ0 τ�ς ΓΒV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .γ́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, τ; 1λασσον τµ�µα προσλαβ;ν τ�ν 6µ*σειαν
τοI µε*ζονος τµ"µατος πενταπλ-σιον δ8ναται τοI �π; τ�ς 6µισε*ας τοI µε*ζονος τµ"µατος
τετραγSνου. Ε�θε�α γ-ρ τις 6 ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τετµ"σθω κατ? τ; Γ σηµε�ον,
κα0 1στω µε�ζον τµ�µα τ; ΑΓ, κα0 τετµ"σθω 6 ΑΓ δ*χα κατ? τ; ∆V λ�γω, Dτι πενταπλ-σι	ν
�στι τ; �π; τ�ς Β∆ τοI �π; τ�ς ∆Γ.
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+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; ΑΕ, κα0 καταγεγρ-φθω διπλοIν τ; σχ�µα.
�πε0 διπλ� �στιν 6 ΑΓ τ�ς ∆Γ, τετραπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς ΑΓ τοI �π; τ�ς ∆Γ, τουτ�στι
τ; ΡΣ τοI ΖΗ. κα0 �πε0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ, κα* �στι τ; Eπ; τ9ν
ΑΒΓ τ; ΓΕ, τ; Zρα ΓΕ %σον �στ0 τ97 ΡΣ. τετραπλ-σιον δ� τ; ΡΣ τοI ΖΗV τετραπλ-σιον
Zρα κα0 τ; ΓΕ τοI ΖΗ. π-λιν �πε0 %ση �στ0ν 6 Α∆ τ�@ ∆Γ, %ση �στ0 κα0 6 ΘΚ τ�@ ΚΖ. hστε
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κα0 τ; ΗΖ τετρ-γωνον %σον �στ0 τ97 ΘΛ τετραγSνω7. %ση Zρα 6 ΗΚ τ�@ ΚΛ, τουτ�στιν 6 ΜΝ
τ�@ ΝΕV hστε κα0 τ; ΜΖ τ97 ΖΕ �στιν %σον. �λλ? τ; ΜΖ τ97 ΓΗ �στιν %σονV κα0 τ; ΓΗ Zρα
τ97 ΖΕ �στιν %σον. κοιν;ν προσκε*σθω τ; ΓΝV b Zρα qΟΠ γνSµων %σος �στ0 τ97 ΓΕ. �λλ?
τ; ΓΕ τετραπλ-σιον �δε*χθη τοI ΗΖV κα0 b qΟΠ Zρα γνSµων τετραπλ-σι	ς �στι τοI ΖΗ
τετραγSνου. b qΟΠ Zρα γνSµων κα0 τ; ΖΗ τετρ-γωνον πενταπλ-σι	ς �στι τοI ΖΗ. �λλ?
b qΟΠ γνSµων κα0 τ; ΖΗ τετρ-γων	ν �στι τ; ∆Ν. κα* �στι τ; µ�ν ∆Ν τ; �π; τ�ς ∆Β,
τ; δ� ΗΖ τ; �π; τ�ς ∆Γ. τ; Zρα �π; τ�ς ∆Β πενταπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ∆ΓV Dπερ 1δει
δε�$αι.

ΙΓ́ .δ́
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, τ; �π; τ�ς Dλης κα0 τοI �λ-σσονος
τµ"µατος, τ? συναµφ	τερα τετρ-γωνα, τριπλ-σι- �στι τοI �π; τοI µε*ζονος τµ"µατος
τετραγSνου.

RΕστω ε�θε�α 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω Zκρον κα0 µ�σον λ	γον κατ? τ; Γ, κα0 1στω µε�ζον
τµ�µα τ; ΑΓV λ�γω, Dτι τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΓΑ.
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+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; Α∆ΕΒ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. �πε0
οYν 6 ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Γ, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΑΓ, τ;
Zρα Eπ; τ9ν ΑΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΓ. κα* �στι τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΑΒΓ τ; ΑΚ, τ; δ�
�π; τ�ς ΑΓ τ; ΘΗV %σον Zρα �στ0 τ; ΑΚ τ97 ΘΗ. κα0 �πε0 %σον �στ0 τ; ΑΖ τ97 ΖΕ, κοιν;ν
προσκε*σθω τ; ΓΚV Dλον Zρα τ; ΑΚ Dλω7 τ97 ΓΕ �στιν %σονV τ? Zρα ΑΚ, ΓΕ τοI ΑΚ �στι
διπλ-σια. �λλ? τ? ΑΚ, ΓΕ b ΛΜΝ γνSµων �στ0 κα0 τ; ΓΚ τετρ-γωνονV b Zρα ΛΜΝ γνSµων
κα0 τ; ΓΚ τετρ-γωνον διπλ-σι- �στι τοI ΑΚ. �λλ? µ�ν κα0 τ; ΑΚ τ97 ΘΗ �δε*χθη %σονV b
Zρα ΛΜΝ γνSµων κα0 [τ; ΓΚ τετρ-γωνον διπλ-σι- �στι τοI ΘΗV hστε b ΛΜΝ γνSµων κα0]
τ? ΓΚ, ΘΗ τετρ-γωνα τριπλ-σι- �στι τοI ΘΗ τετραγSνου. κα* �στιν b [µ�ν] ΛΜΝ γνSµων
κα0 τ? ΓΚ, ΘΗ τετρ-γωνα Dλον τ; ΑΕ κα0 τ; ΓΚ, rπερ �στ0 τ? �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνα,
τ; δ� ΗΘ τ; �π; τ�ς ΑΓ τετρ-γωνον. τ? Zρα �π; τ9ν ΑΒ, ΒΓ τετρ-γωνα τριπλ-σι- �στι
τοI �π; τ�ς ΑΓ τετραγSνουV Dπερ 1δει δε�$αι.
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ΙΓ́ .έ
+Ε?ν ε�θε�α γραµµ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, κα0 προστεθ�@ α�τ�@ %ση τ97 µε*ζονι τµ"µατι,
6 Dλη ε�θε�α Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 �$ �ρχ�ς ε�θε�α.

Ε�θε�α γ?ρ γραµµ� 6 ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τετµ"σθω κατ? τ; Γ σηµε�ον, κα0 1στω
µε�ζον τµ�µα 6 ΑΓ, κα0 τ�@ ΑΓ %ση [κε*σθω] 6 Α∆. λ�γω, Dτι 6 ∆Β ε�θε�α Zκρον κα0 µ�σον
λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Α, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 �$ �ρχ�ς ε�θε�α 6 ΑΒ.

Α
Β

Γ
∆

Ε

Θ ΚΛ

+Αναγεγρ-φθω γ?ρ �π; τ�ς ΑΒ τετρ-γωνον τ; ΑΕ, κα0 καταγεγρ-φθω τ; σχ�µα. �πε0 6
ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Γ, τ; Zρα Eπ; ΑΒΓ %σον �στ0 τ97 �π; ΑΓ. κα*
�στι τ; µ�ν Eπ; ΑΒΓ τ; ΓΕ, τ; δ� �π; τ�ς ΑΓ τ; ΓΘV %σον Zρα τ; ΓΕ τ97 ΘΓ. �λλ? τ97
µ�ν ΓΕ %σον �στ0 τ; ΘΕ, τ97 δ� ΘΓ %σον τ; ∆ΘV κα0 τ; ∆Θ Zρα %σον �στ0 τ97 ΘΕ [κοιν;ν
προσκε*σθω τ; ΘΒ]. Dλον Zρα τ; ∆Κ Dλω7 τ97 ΑΕ �στιν %σον. κα* �στι τ; µ�ν ∆Κ τ; Eπ;
τ9ν Β∆, ∆ΑV %ση γ?ρ 6 Α∆ τ�@ ∆ΛV τ; δ� ΑΕ τ; �π; τ�ς ΑΒV τ; Zρα Eπ; τ9ν Β∆Α %σον
�στ0 τ97 �π; τ�ς ΑΒ. 1στιν Zρα jς 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΑ, οwτως 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν Α∆. µε*ζων
δ� 6 ∆Β τ�ς ΒΑV µε*ζων Zρα κα0 6 ΒΑ τ�ς Α∆.

MΗ Zρα ∆Β Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�µηται κατ? τ; Α, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΑΒV
Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .3́
+Ε?ν ε�θε�α Tητ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, )κ-τερον τ9ν τµηµ-των Zλογ	ς �στιν 6
καλουµ�νη �ποτοµ".

RΕστω ε�θε�α Tητ� 6 ΑΒ κα0 τετµ"σθω Zκρον κα0 µ�σον λ	γον κατ? τ; Γ, κα0 1στω µε�ζον
τµ�µα 6 ΑΓV λ�γω, Dτι )κατ�ρα τ9ν ΑΓ, ΓΒ Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �ποτοµ".

� ���
Α ΒΓ∆

+Εκβεβλ"σθω γ?ρ 6 ΒΑ, κα0 κε*σθω τ�ς ΒΑ 6µ*σεια 6 Α∆. �πε0 οYν ε�θε�α 6 ΑΒ τ�τµηται
Zκρον κα0 µ�σον λ	γον κατ? τ; Γ, κα0 τ97 µε*ζονι τµ"µατι τ97 ΑΓ πρ	σκειται
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6 Α∆ 6µ*σεια οYσα τ�ς ΑΒ, τ; Zρα �π; Γ∆ τοI �π; ∆Α πενταπλ-σι	ν �στιν. τ; Zρα
�π; Γ∆ πρ;ς τ; �π; ∆Α λ	γον 1χει, /ν �ριθµ;ς πρ;ς �ριθµ	νV σ8µµετρον Zρα τ; �π; Γ∆
τ97 �π; ∆Α. Tητ;ν δ� τ; �π; ∆ΑV Tητ� γ?ρ [�στιν] 6 ∆Α 6µ*σεια οYσα τ�ς ΑΒ Tητ�ς οUσηςV
Tητ;ν Zρα κα0 τ; �π; Γ∆V Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 Γ∆. κα0 �πε0 τ; �π; Γ∆ πρ;ς τ; �π; ∆Α
λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος �ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	ν, �σ8µµετρος Zρα µ"κει
6 Γ∆ τ�@ ∆ΑV α= Γ∆, ∆Α Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροιV �ποτοµ� Zρα �στ0ν 6
ΑΓ. π-λιν, �πε0 6 ΑΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΑΓ, τ;
Zρα Eπ; ΑΒ, ΒΓ τ97 �π; ΑΓ %σον �στ*ν. τ; Zρα �π; τ�ς ΑΓ �ποτοµ�ς παρ? τ�ν ΑΒ Tητ�ν
παραβληθ�ν πλ-τος ποιε� τ�ν ΒΓ. τ; δ� �π; �ποτοµ�ς παρ? Tητ�ν παραβαλλ	µενον πλ-τος
ποιε� �ποτοµ�ν πρSτηνV �ποτοµ� Zρα πρSτη �στ0ν 6 ΓΒ. �δε*χθη δ� κα0 6 ΓΑ �ποτοµ".

+Ε?ν Zρα ε�θε�α Tητ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τµηθ�@, )κ-τερον τ9ν τµηµ-των Zλογ	ς �στιν
6 καλουµ�νη �ποτοµ"V Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ζ́
+Ε?ν πενταγSνου Jσοπλε8ρου α= τρε�ς γων*αι Fτοι α= κατ? τ; )$�ς P α= µ� κατ? τ; )$�ς %σαι
>σιν, JσογSνιον 1σται τ; πεντ-γωνον.

ΠενταγSνου γ?ρ Jσοπλε8ρου τοI ΑΒΓ∆Ε α= τρε�ς γων*αι πρ	τερον α= κατ? τ; )$�ς α=
πρ;ς το�ς Α, Β, Γ %σαι �λλ"λαις 1στωσανV λ�γω, Dτι JσογSνι	ν �στι τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον.

Α

Β

Γ ∆

ΕΖ

+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΑΓ, ΒΕ, Ζ∆. κα0 �πε0 δ8ο α= ΓΒ, ΒΑ δυσ0 τα�ς ΒΑ, ΑΕ %σαι εJσ0ν
)κατ�ρα )κατ�ραc, κα0 γων*α 6 Eπ; ΓΒΑ γων*αc τ�@ Eπ; ΒΑΕ �στιν %ση, β-σις Zρα 6 ΑΓ β-σει
τ�@ ΒΕ �στιν %ση, κα0 τ; ΑΒΓ τρ*γωνον τ97 ΑΒΕ τριγSνω7 %σον, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς
λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσιν, 6 µ�ν Eπ; ΒΓΑ τ�@ Eπ;
ΒΕΑ, 6 δ� Eπ; ΑΒΕ τ�@ Eπ; ΓΑΒV hστε κα0 πλευρ? 6 ΑΖ πλευρHc τ�@ ΒΖ �στιν %ση. �δε*χθη
δ� κα0 Dλη 6 ΑΓ Dλη@ τ�@ ΒΕ %σηV κα0 λοιπ� Zρα 6 ΖΓ λοιπ�@ τ�@ ΖΕ �στιν %ση. 1στι δ� κα0 6
Γ∆ τ�@ ∆Ε %ση. δ8ο δ� α= ΖΓ, Γ∆ δυσ0 τα�ς ΖΕ, Ε∆ %σαι εJσ*νV κα0 β-σις α�τ9ν κοιν� 6 Ζ∆V
γων*α Zρα 6 Eπ; ΖΓ∆ γων*αc τ�@ Eπ; ΖΕ∆ �στιν %ση. �δε*χθη δ� κα0 6 Eπ; ΒΓΑ τ�@ Eπ; ΑΕΒ
%σηV κα0 Dλη Zρα 6 Eπ; ΒΓ∆ Dλη@ τ�@ Eπ; ΑΕ∆ %ση. �λλ( 6 Eπ; ΒΓ∆ %ση Eπ	κειται τα�ς πρ;ς
το�ς Α, Β γων*αιςV κα0 6 Eπ; ΑΕ∆ Zρα τα�ς πρ;ς το�ς Α, Β γων*αις %ση �στ*ν.

bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 Eπ; Γ∆Ε γων*α %ση �στ0 τα�ς πρ;ς το�ς Α, Β, Γ γων*αιςV
JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον.
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+Αλλ? δ� µ� 1στωσαν %σαι α= κατ? τ; )$�ς γων*αι, �λλ( 1στωσαν %σαι α= πρ;ς το�ς Α, Γ,
∆ σηµε*οιςV λ�γω, Dτι κα0 οwτως JσογSνι	ν �στι τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον.

+Επεζε8χθω γ?ρ 6 Β∆. κα0 �πε0 δ8ο α= ΒΑ, ΑΕ δυσ0 τα�ς ΒΓ, Γ∆ %σαι εJσ0 κα0 γων*ας
%σας περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 ΒΕ β-σει τ�@ Β∆ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΒΓ∆
τριγSνω7 %σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0 γων*αι τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται, Eφ( _ς α= %σαι
πλευρα0 Eποτε*νουσινV %ση Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΑΕΒ γων*α τ�@ Eπ; Γ∆Β. 1στι δ� κα0 6 Eπ; ΒΕ∆
γων*α τ�@ Eπ; Β∆Ε %ση, �πε0 κα0 πλευρ? 6 ΒΕ πλευρHc τ�@ Β∆ �στιν %ση. κα0 Dλη Zρα 6
Eπ; ΑΕ∆ γων*α Dλη@ τ�@ Eπ; Γ∆Ε �στιν %ση. �λλ? 6 Eπ; Γ∆Ε τα�ς πρ;ς το�ς Α, Γ γων*αις
Eπ	κειται %σηV κα0 6 Eπ; ΑΕ∆ Zρα γων*α τα�ς πρ;ς το�ς Α, Γ %ση �στ*ν. δι? τ? α�τ? δ�
κα0 6 Eπ; ΑΒΓ %ση �στ0 τα�ς πρ;ς το�ς Α, Γ, ∆ γων*αις. JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΓ∆Ε
πεντ-γωνονV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ή
+Ε?ν πενταγSνου Jσοπλε8ρου κα0 Jσογων*ου τ?ς κατ? τ; )$�ς δ8ο γων*ας Eποτε*νωσιν ε�θε�αι,
Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�µνουσιν �λλ"λας, κα0 τ? µε*ζονα α�τ9ν τµ"µατα %σα �στ0 τ�@ τοI
πενταγSνου πλευρHc.

Α

Β

Γ∆

Ε Θ

ΠενταγSνου γ?ρ Jσοπλε8ρου κα0 Jσογων*ου τοI ΑΒΓ ∆Ε δ8ο γων*ας τ?ς κατ? τ; )$�ς
τ?ς πρ;ς το�ς Α, Β Eποτειν�τωσαν ε�θε�αι α= ΑΓ, ΒΕ τ�µνουσαι �λλ"λας κατ? τ; Θ σηµε�ονV
λ�γω, Dτι )κατ�ρα α�τ9ν Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Θ σηµε�ον, κα0 τ? µε*ζονα
α�τ9ν τµ"µατα %σα �στ0 τ�@ τοI πενταγSνου πλευρHc.

Περιγεγρ-φθω γ?ρ περ0 τ; ΑΒΓ∆Ε πεντ-γωνον κ8κλος b ΑΒΓ∆Ε. κα0 �πε0 δ8ο ε�θε�αι
α= ΕΑ, ΑΒ δυσ0 τα�ς ΑΒ, ΒΓ %σαι εJσ0 κα0 γων*ας %σας περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 ΒΕ β-σει
τ�@ ΑΓ %ση �στ*ν, κα0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΑΒΓ τριγSνω7 %σον �στ*ν, κα0 α= λοιπα0 γων*αι
τα�ς λοιπα�ς γων*αις %σαι 1σονται )κατ�ρα )κατ�ραc, Eφ( _ς α= %σαι πλευρα0 Eποτε*νουσιν. %ση
Zρα �στ0ν 6 Eπ; ΒΑΓ γων*α τ�@ Eπ; ΑΒΕV διπλ� Zρα 6 Eπ; ΑΘΕ τ�ς Eπ; ΒΑΘ. 1στι δ� κα0
6 Eπ; ΕΑΓ τ�ς Eπ; ΒΑΓ διπλ�, �πειδ"περ κα0 περιφ�ρεια 6 Ε∆Γ περιφερε*ας τ�ς ΓΒ �στι
διπλ�V %ση Zρα 6 Eπ; ΘΑΕ γων*α τ�@ Eπ; ΑΘΕV hστε κα0 6 ΘΕ ε�θε�α τ�@ ΕΑ, τουτ�στι τ�@
ΑΒ �στιν %ση. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΒΑ ε�θε�α τ�@ ΑΕ, %ση �στ0 κα0 γων*α 6 Eπ; ΑΒΕ τ�@ Eπ;
ΑΕΒ. �λλ? 6 Eπ; ΑΒΕ τ�@ Eπ; ΒΑΘ �δε*χθη %σηV κα0 6 Eπ; ΒΕΑ Zρα τ�@ Eπ; ΒΑΘ �στιν %ση.
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κα0 κοιν� τ9ν δ8ο τριγSνων τοI τε ΑΒΕ κα0 τοI ΑΒΘ �στιν 6 Eπ; ΑΒΕV λοιπ� Zρα 6 Eπ;
ΒΑΕ γων*α λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΑΘΒ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΕ τρ*γωνον τ97 ΑΒΘ
τριγSνω7V �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΕΒ πρ;ς τ�ν ΒΑ, οwτως 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΘ. %ση δ� 6
ΒΑ τ�@ ΕΘV jς Zρα 6 ΒΕ πρ;ς τ�ν ΕΘ, οwτως 6 ΕΘ πρ;ς τ�ν ΘΒ. µε*ζων δ� 6 ΒΕ τ�ς ΕΘV
µε*ζων Zρα κα0 6 ΕΘ τ�ς ΘΒ. 6 ΒΕ Zρα Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Θ, κα0
τ; µε�ζον τµ�µα τ; ΘΕ %σον �στ0 τ�@ τοI πενταγSνου πλευρHc. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6
ΑΓ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Θ, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µα 6 ΓΘ %σον �στ0
τ�@ τοI πενταγSνου πλευρHcV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .θ́
+Ε?ν 6 τοI )$αγSνου πλευρ? κα0 6 τοI δεκαγSνου τ9ν εJς τ;ν α�τ;ν κ8κλον �γγραφοµ�νων
συντεθ9σιν, 6 Dλη ε�θε�α Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ- �στιν
6 τοI )$αγSνου πλευρ-.

ΑΒ

Γ

∆

Ε

Θ

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, κα0 τ9ν εJς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον �γγραφοµ�νων σχηµ-των, δεκαγSνου
µ�ν 1στω πλευρ? 6 ΒΓ, )$αγSνου δ� 6 Γ∆, κα0 1στωσαν �π( ε�θε*αςV λ�γω, Dτι 6 Dλη ε�θε�α
6 Β∆ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ- �στιν 6 Γ∆.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI κ8κλου τ; Ε σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΕΒ, ΕΓ, Ε∆,
κα0 δι"χθω 6 ΒΕ �π0 τ; Α. �πε0 δεκαγSνου Jσοπλε8ρου πλευρ- �στιν 6 ΒΓ, πενταπλασ*ων
Zρα 6 ΑΓΒ περιφ�ρεια τ�ς ΒΓ περιφερε*αςV τετραπλασ*ων Zρα 6 ΑΓ περιφ�ρεια τ�ς ΓΒ. jς
δ� 6 ΑΓ περιφ�ρεια πρ;ς τ�ν ΓΒ, οwτως 6 Eπ; ΑΕΓ γων*α πρ;ς τ�ν Eπ; ΓΕΒV τετραπλασ*ων
Zρα 6 Eπ; ΑΕΓ τ�ς Eπ; ΓΕΒ. κα0 �πε0 %ση 6 Eπ; ΕΒΓ γων*α τ�@ Eπ; ΕΓΒ, 6 Zρα Eπ; ΑΕΓ
γων*α διπλασ*α �στ0 τ�ς Eπ; ΕΓΒ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΕΓ ε�θε�α τ�@ Γ∆V )κατ�ρα γ?ρ α�τ9ν
%ση �στ0 τ�@ τοI )$αγSνου πλευρHc τοI εJς τ;ν ΑΒΓ κ8κλον [�γγραφοµ�νου]V %ση �στ0 κα0 6
Eπ; ΓΕ∆ γων*α τ�@ Eπ; Γ∆Ε γων*αcV διπλασ*α Zρα 6 Eπ; ΕΓΒ γων*α τ�ς Eπ; Ε∆Γ. �λλ? τ�ς
Eπ; ΕΓΒ διπλασ*α �δε*χθη 6 Eπ; ΑΕΓV τετραπλασ*α Zρα 6 Eπ; ΑΕΓ τ�ς Eπ; Ε∆Γ. �δε*χθη
δ� κα0 τ�ς Eπ; ΒΕΓ τετραπλασ*α 6 Eπ; ΑΕΓV %ση Zρα 6 Eπ; Ε∆Γ τ�@ Eπ; ΒΕΓ. κοιν� δ� τ9ν
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δ8ο τριγSνων, τοI τε ΒΕΓ κα0 τοI ΒΕ∆, 6 Eπ; ΕΒ∆ γων*αV κα0 λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΒΕ∆ τ�@
Eπ; ΕΓΒ �στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΕΒ∆ τρ*γωνον τ97 ΕΒΓ τριγSνω7. �ν-λογον Zρα
�στ0ν jς 6 ∆Β πρ;ς τ�ν ΒΕ, οwτως 6 ΕΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ. %ση δ� 6 ΕΒ τ�@ Γ∆. 1στιν Zρα jς
6 Β∆ πρ;ς τ�ν ∆Γ, οwτως 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν ΓΒ. µε*ζων δ� 6 Β∆ τ�ς ∆ΓV µε*ζων Zρα κα0 6
∆Γ τ�ς ΓΒ. 6 Β∆ Zρα ε�θε�α Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται [κατ? τ; Γ], κα0 τ; µε�ζον
τµ�µα α�τ�ς �στιν 6 ∆ΓV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ί
+Ε?ν εJς κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρον �γγραφ�@, 6 τοI πενταγSνου πλευρ? δ8ναται τ"ν τε
τοI )$αγSνου κα0 τ�ν τοI δεκαγSνου τ9ν εJς τ;ν α�τ;ν κ8κλον �γγραφοµ�νων.

RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ∆Ε, κα0 εJς τ;ν ΑΒΓ∆Ε κ8κλον πεντ-γωνον Jσ	πλευρον �γγεγρ-φθω
τ; ΑΒΓ∆Ε. λ�γω, Dτι 6 τοI ΑΒΓ∆Ε πενταγSνου πλευρ? δ8ναται τ"ν τε τοI )$αγSνου κα0
τ�ν τοI δεκαγSνου πλευρ?ν τ9ν εJς τ;ν ΑΒΓ∆Ε κ8κλον �γγραφοµ�νων.

Α

Β

Γ ∆

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ �

Λ

Μ

Ν

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI κ8κλου τ; Ζ σηµε�ον, κα0 �πιζευχθε�σα 6 ΑΖ δι"χθω �π0 τ;
Η σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθω 6 ΖΒ, κα0 �π; τοI Ζ �π0 τ�ν ΑΒ κ-θετος Fχθω 6 ΖΘ, κα0 δι"χθω
�π0 τ; Κ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΚ, ΚΒ, κα0 π-λιν �π; τοI Ζ �π0 τ�ν ΑΚ κ-θετος Fχθω 6
ΖΛ, κα0 δι"χθω �π0 τ; Μ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΚΝ. �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΒΓΗ περιφ�ρεια τ�@ ΑΕ∆Η
περιφερε*αc, gν 6 ΑΒΓ τ�@ ΑΕ∆ �στιν %ση, λοιπ� Zρα 6 ΓΗ περιφ�ρεια λοιπ�@ τ�@ Η∆ �στιν %ση.
πενταγSνου δ� 6 Γ∆V δεκαγSνου Zρα 6 ΓΗ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΖΑ τ�@ ΖΒ, κα0 κ-θετος 6
ΖΘ, %ση Zρα κα0 6 Eπ; ΑΖΚ γων*α τ�@ Eπ; ΚΖΒ. hστε κα0 περιφ�ρεια 6 ΑΚ τ�@ ΚΒ �στιν %σηV
διπλ� Zρα 6 ΑΒ περιφ�ρεια τ�ς ΒΚ περιφερε*αςV δεκαγSνου Zρα πλευρ- �στιν 6 ΑΚ ε�θε�α.
δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΑΚ τ�ς ΚΜ �στι διπλ�. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ΑΒ περιφ�ρεια τ�ς ΒΚ
περιφερε*ας, %ση δ� 6 Γ∆ περιφ�ρεια τ�@ ΑΒ περιφερε*αc, διπλ� Zρα κα0 6 Γ∆ περιφ�ρεια τ�ς
ΒΚ περιφερε*ας. 1στι δ� 6 Γ∆ περιφ�ρεια κα0 τ�ς ΓΗ διπλ�V %ση Zρα 6 ΓΗ περιφ�ρεια τ�@ ΒΚ
περιφερε*αc. �λλ? 6 ΒΚ τ�ς ΚΜ �στι διπλ�, �πε0 κα0 6 ΚΑV κα0 6 ΓΗ Zρα τ�ς ΚΜ �στι διπλ�.
�λλ? µ�ν κα0 6 ΓΒ περιφ�ρεια τ�ς ΒΚ περιφερε*ας �στ0 διπλ�V %ση γ?ρ 6 ΓΒ περιφ�ρεια τ�@
ΒΑ. κα0 Dλη Zρα 6 ΗΒ περιφ�ρεια τ�ς ΒΜ �στι διπλ�V hστε κα0 γων*α 6 Eπ; ΗΖΒ γων*ας
τ�ς Eπ; ΒΖΜ [�στι] διπλ�. 1στι δ� 6 Eπ; ΗΖΒ κα0 τ�ς Eπ; ΖΑΒ διπλ�V %ση γ?ρ 6 Eπ; ΖΑΒ
τ�@ Eπ; ΑΒΖ. κα0 6 Eπ; ΒΖΝ Zρα τ�@ Eπ; ΖΑΒ �στιν %ση. κοιν� δ� τ9ν δ8ο τριγSνων, τοI



434 BIBΛION. IΓ′

τε ΑΒΖ κα0 τοI ΒΖΝ, 6 Eπ; ΑΒΖ γων*αV λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΖΒ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΒΝΖ �στιν
%σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΒΖ τρ*γωνον τ97 ΒΖΝ τριγSνω7. �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΑΒ
ε�θε�α πρ;ς τ�ν ΒΖ, οwτως 6 ΖΒ πρ;ς τ�ν ΒΝV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΒΝ %σον �στ0 τ97 �π; ΒΖ.
π-λιν �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΛ τ�@ ΛΚ, κοιν� δ� κα0 πρ;ς Aρθ?ς 6 ΛΝ, β-σις Zρα 6 ΚΝ β-σει τ�@
ΑΝ �στιν %σηV κα0 γων*α Zρα 6 Eπ; ΛΚΝ γων*αc τ�@ Eπ; ΛΑΝ �στιν %ση. �λλ? 6 Eπ; ΛΑΝ τ�@
Eπ; ΚΒΝ �στιν %σηV κα0 6 Eπ; ΛΚΝ Zρα τ�@ Eπ; ΚΒΝ �στιν %ση. κα0 κοιν� τ9ν δ8ο τριγSνων
τοI τε ΑΚΒ κα0 τοI ΑΚΝ 6 πρ;ς τ97 Α. λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΚΒ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΚΝΑ �στιν
%σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΚΒΑ τρ*γωνον τ97 ΚΝΑ τριγSνω7. �ν-λογον Zρα �στ0ν jς 6 ΒΑ
ε�θε�α πρ;ς τ�ν ΑΚ, οwτως 6 ΚΑ πρ;ς τ�ν ΑΝV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΒΑΝ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς
ΑΚ. �δε*χθη δ� κα0 τ; Eπ; τ9ν ΑΒΝ %σον τ97 �π; τ�ς ΒΖV τ; Zρα Eπ; τ9ν ΑΒΝ µετ? τοI
Eπ; ΒΑΝ, Dπερ �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΑ, %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΒΖ µετ? τοI �π; τ�ς ΑΚ. κα*
�στιν 6 µ�ν ΒΑ πενταγSνου πλευρ-, 6 δ� ΒΖ )$αγSνου, 6 δ� ΑΚ δεκαγSνου.

MΗ Zρα τοI πενταγSνου πλευρ? δ8ναται τ"ν τε τοI )$αγSνου κα0 τ�ν τοI δεκαγSνου τ9ν
εJς τ;ν α�τ;ν κ8κλον �γγραφοµ�νωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιά
+Ε?ν εJς κ8κλον Tητ�ν 1χοντα τ�ν δι-µετρον πεντ-γωνον Jσ	πλευρον �γγραφ�@, 6 τοI πεν-
ταγSνου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-σσων.

ΕJς γ?ρ κ8κλον τ;ν ΑΒΓ∆Ε Tητ�ν 1χοντα τ�ν δι-µετρον πεντ-γωνον Jσ	πλευρον �γγεγρ-φθω
τ; ΑΒΓ∆ΕV λ�γω, Dτι 6 τοI [ΑΒΓ∆Ε] πενταγSνου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη
�λ-σσων.
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ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI κ8κλου τ; Ζ σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΑΖ, ΖΒ κα0
δι"χθωσαν �π0 τ? Η, Θ σηµε�α, κα0 �πεζε8χθω 6 ΑΓ, κα0 κε*σθω τ�ς ΑΖ τ�ταρτον µ�ρος 6
ΖΚ. Tητ� δ� 6 ΑΖV Tητ� Zρα κα0 6 ΖΚ. 1στι δ� κα0 6 ΒΖ Tητ"V Dλη Zρα 6 ΒΚ Tητ" �στιν. κα0
�πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓΗ περιφ�ρεια τ�@ Α∆Η περιφερε*αc, gν 6 ΑΒΓ τ�@ ΑΕ∆ �στιν %ση, λοιπ�
Zρα 6 ΓΗ λοιπ�@ τ�@ Η∆ �στιν %ση. κα0 �?ν �πιζε8$ωµεν τ�ν Α∆, συν-γονται Aρθα0 α= πρ;ς
τ97 Λ γων*αι, κα0 διπλ� 6 Γ∆ τ�ς ΓΛ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 α= πρ;ς τ97 Μ Aρθα* εJσιν, κα0
διπλ� 6 ΑΓ τ�ς ΓΜ. �πε0 οYν %ση �στ0ν 6 Eπ; ΑΛΓ γων*α τ�@ Eπ; ΑΜΖ, κοιν� δ� τ9ν δ8ο
τριγSνων τοI τε ΑΓΛ κα0 τοI ΑΜΖ 6 Eπ; ΛΑΓ, λοιπ� Zρα 6 Eπ; ΑΓΛ λοιπ�@ τ�@ Eπ; ΜΖΑ
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�στιν %σηV JσογSνιον Zρα �στ0 τ; ΑΓΛ τρ*γωνον τ97 ΑΜΖ τριγSνω7V �ν-λογον Zρα �στ0ν jς
6 ΛΓ πρ;ς ΓΑ, οwτως 6 ΜΖ πρ;ς ΖΑV κα0 τ9ν 6γουµ�νων τ? διπλ-σιαV jς Zρα 6 τ�ς ΛΓ
διπλ� πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6 τ�ς ΜΖ διπλ� πρ;ς τ�ν ΖΑ. jς δ� 6 τ�ς ΜΖ διπλ� πρ;ς τ�ν ΖΑ,
οwτως 6 ΜΖ πρ;ς τ�ν 6µ*σειαν τ�ς ΖΑV κα0 jς Zρα 6 τ�ς ΛΓ διπλ� πρ;ς τ�ν ΓΑ, οwτως 6
ΜΖ πρ;ς τ�ν 6µ*σειαν τ�ς ΖΑ. κα0 τ9ν )ποµ�νων τ? 6µ*σεαV jς Zρα 6 τ�ς ΛΓ διπλ� πρ;ς
τ�ν 6µ*σειαν τ�ς ΓΑ, οwτως 6 ΜΖ πρ;ς τ; τ�ταρτον τ�ς ΖΑ. κα* �στι τ�ς µ�ν ΛΓ διπλ� 6
∆Γ, τ�ς δ� ΓΑ 6µ*σεια 6 ΓΜ, τ�ς δ� ΖΑ τ�ταρτον µ�ρος 6 ΖΚV 1στιν Zρα jς 6 ∆Γ πρ;ς τ�ν
ΓΜ, οwτως 6 ΜΖ πρ;ς τ�ν ΖΚ. συνθ�ντι κα0 jς συναµφ	τερος 6 ∆ΓΜ πρ;ς τ�ν ΓΜ, οwτως
6 ΜΚ πρ;ς ΚΖV κα0 jς Zρα τ; �π; συναµφοτ�ρου τ�ς ∆ΓΜ πρ;ς τ; �π; ΓΜ, οwτως τ;
�π; ΜΚ πρ;ς τ; �π; ΚΖ. κα0 �πε0 τ�ς Eπ; δ8ο πλευρ?ς τοI πενταγSνου Eποτεινο8σης, οtον
τ�ς ΑΓ, Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µα %σον �στ0 τ�@ τοI πενταγSνου
πλευρHc, τουτ�στι τ�@ ∆Γ, τ; δ� µε�ζον τµ�µα προσλαβ;ν τ�ν 6µ*σειαν τ�ς Dλης πενταπλ-σιον
δ8ναται τοI �π; τ�ς 6µισε*ας τ�ς Dλης, κα* �στιν Dλης τ�ς ΑΓ 6µ*σεια 6 ΓΜ, τ; Zρα �π;
τ�ς ∆ΓΜ jς µιHς πενταπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΓΜ. jς δ� τ; �π; τ�ς ∆ΓΜ jς µιHς πρ;ς
τ; �π; τ�ς ΓΜ, οwτως �δε*χθη τ; �π; τ�ς ΜΚ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΚΖV πενταπλ-σιον Zρα τ;
�π; τ�ς ΜΚ τοI �π; τ�ς ΚΖ. Tητ;ν δ� τ; �π; τ�ς ΚΖV Tητ� γ?ρ 6 δι-µετροςV Tητ;ν Zρα
κα0 τ; �π; τ�ς ΜΚV Tητ� Zρα �στ0ν 6 ΜΚ [δυν-µει µ	νον]. κα0 �πε0 τετραπλασ*α �στ0ν 6 ΒΖ
τ�ς ΖΚ, πενταπλασ*α Zρα �στ0ν 6 ΒΚ τ�ς ΚΖV εJκοσιπενταπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς ΒΚ τοI
�π; τ�ς ΚΖ. πενταπλ-σιον δ� τ; �π; τ�ς ΜΚ τοI �π; τ�ς ΚΖV πενταπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς
ΒΚ τοI �π; τ�ς ΚΜV τ; Zρα �π; τ�ς ΒΚ πρ;ς τ; �π; ΚΜ λ	γον ο�κ 1χει, /ν τετρ-γωνος
�ριθµ;ς πρ;ς τετρ-γωνον �ριθµ	νV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν 6 ΒΚ τ�@ ΚΜ µ"κει. κα* �στι Tητ�
)κατ�ρα α�τ9ν. α= ΒΚ, ΚΜ Zρα Tητα* εJσι δυν-µει µ	νον σ8µµετροι. �?ν δ� �π; Tητ�ς Tητ�
�φαιρεθ�@ δυν-µει µ	νον σ8µµετρος οYσα τ�@ Dλη@, 6 λοιπ� Zλογ	ς �στιν �ποτοµ"V �ποτοµ�
Zρα �στ0ν 6 ΜΒ, προσαρµ	ζουσα δ� α�τ�@ 6 ΜΚ. λ�γω δ", Dτι κα0 τετ-ρτη. g7 δ� µε�ζ	ν
�στι τ; �π; τ�ς ΒΚ τοI �π; τ�ς ΚΜ, �κε*νω7 %σον 1στω τ; �π; τ�ς ΝV 6 ΒΚ Zρα τ�ς ΚΜ
µε�ζον δ8ναται τ�@ Ν. κα0 �πε0 σ8µµετρ	ς �στιν 6 ΚΖ τ�@ ΖΒ, κα0 συνθ�ντι σ8µµετρ	ς �στιν
6 ΚΒ τ�@ ΖΒ. �λλ? 6 ΒΖ τ�@ ΒΘ σ8µµετρ	ς �στινV κα0 6 ΒΚ Zρα τ�@ ΒΘ σ8µµετρ	ς �στιν.
κα0 �πε0 πενταπλ-σι	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΚ τοI �π; τ�ς ΚΜ, τ; Zρα �π; τ�ς ΒΚ πρ;ς τ;
�π; τ�ς ΚΜ λ	γον 1χει, /ν 〈ε〉 πρ;ς iν. �ναστρ�ψαντι Zρα τ; �π; τ�ς ΒΚ πρ;ς τ; �π; τ�ς
Ν λ	γον 1χει, /ν 〈ε〉 πρ;ς 〈δ〉, ο�χ /ν τετρ-γωνος πρ;ς τετρ-γωνονV �σ8µµετρος Zρα �στ0ν
6 ΒΚ τ�@ ΝV 6 ΒΚ Zρα τ�ς ΚΜ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@. �πε0 οYν Dλη 6
ΒΚ τ�ς προσαρµοζο8σης τ�ς ΚΜ µε�ζον δ8ναται τ97 �π; �συµµ�τρου )αυτ�@, κα0 Dλη 6 ΒΚ
σ8µµετρ	ς �στι τ�@ �κκειµ�νη@ Tητ�@ τ�@ ΒΘ, �ποτοµ� Zρα τετ-ρτη �στ0ν 6 ΜΒ. τ; δ� Eπ; Tητ�ς
κα0 �ποτοµ�ς τετ-ρτης περιεχ	µενον AρθογSνιον Zλογ	ν �στιν, κα0 6 δυναµ�νη α�τ; Zλογ	ς
�στιν, καλε�ται δ� �λ-ττων. δ8ναται δ� τ; Eπ; τ9ν ΘΒΜ 6 ΑΒ δι? τ; �πιζευγνυµ�νης τ�ς
ΑΘ JσογSνιον γ*νεσθαι τ; ΑΒΘ τρ*γωνον τ97 ΑΒΜ τριγSνω7 κα0 ε ν̂αι jς τ�ν ΘΒ πρ;ς τ�ν
ΒΑ, οwτως τ�ν ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΜ.

MΗ Zρα ΑΒ τοI πενταγSνου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-ττωνV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιβ́

+Ε?ν εJς κ8κλον τρ*γωνον Jσ	πλευρον �γγραφ�@, 6 τοI τριγSνου πλευρ? δυν-µει τριπλασ*ων
�στ0 τ�ς �κ τοI κ�ντρου τοI κ8κλου.
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RΕστω κ8κλος b ΑΒΓ, κα0 εJς α�τ;ν τρ*γωνον Jσ	πλευρον �γγεγρ-φθω τ; ΑΒΓV λ�γω,
Dτι τοI ΑΒΓ τριγSνου µ*α πλευρ? δυν-µει τριπλασ*ων �στ0 τ�ς �κ τοI κ�ντρου τοI ΑΒΓ
κ8κλου.

ΕJλ"φθω γ?ρ τ; κ�ντρον τοI ΑΒΓ κ8κλου τ; ∆, κα0 �πιζευχθε�σα 6 Α∆ δι"χθω �π0 τ;
Ε, κα0 �πεζε8χθω 6 ΒΕ. κα0 �πε0 Jσ	πλευρ	ν �στι τ; ΑΒΓ τρ*γωνον, 6 ΒΕΓ Zρα περιφ�ρεια
τρ*τον µ�ρος �στ0 τ�ς τοI ΑΒΓ κ8κλου περιφερε*ας. 6 Zρα ΒΕ περιφ�ρεια iκτον �στ0 µ�ρος
τ�ς τοI κ8κλου περιφερε*αςV )$αγSνου Zρα �στ0ν 6 ΒΕ ε�θε�αV %ση Zρα �στ0 τ�@ �κ τοI κ�ντρου
τ�@ ∆Ε. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ΑΕ τ�ς ∆Ε, τετραπλ-σι	ν �στι τ; �π; τ�ς ΑΕ τοI �π; τ�ς
Ε∆, τουτ�στι τοI �π; τ�ς ΒΕ. %σον δ� τ; �π; τ�ς ΑΕ το�ς �π; τ9ν ΑΒ, ΒΕV τ? Zρα �π;
τ9ν ΑΒ, ΒΕ τετραπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΒΕ. διελ	ντι Zρα τ; �π; τ�ς ΑΒ τριπλ-σι	ν �στι
τοI �π; ΒΕ. %ση δ� 6 ΒΕ τ�@ ∆ΕV τ; Zρα �π; τ�ς ΑΒ τριπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ∆Ε.

MΗ Zρα τοI τριγSνου πλευρ? δυν-µει τριπλασ*α �στ0 τ�ς �κ τοI κ�ντρου [τοI κ8κλου]V
Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιγ́

Πυραµ*δα συστ"σασθαι κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν τ�@ δοθε*ση@ κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας
δι-µετρος δυν-µει 6µιολ*α �στ0 τ�ς πλευρHς τ�ς πυραµ*δος.
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+Εκκε*σθω 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετρος 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω κατ? τ; Γ σηµε�ον,
hστε διπλασ*αν ε ν̂αι τ�ν ΑΓ τ�ς ΓΒV κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; Α∆Β, κα0
Fχθω �π; τοI Γ σηµε*ου τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 Γ∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆ΑV κα0 �κκε*σθω κ8κλος
b ΕΖΗ %σην 1χων τ�ν �κ τοI κ�ντρου τ�@ ∆Γ, κα0 �γγεγρ-φθω εJς τ;ν ΕΖΗ κ8κλον τρ*γωνον
Jσ	πλευρον τ; ΕΖΗV κα0 εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI κ8κλου τ; Θ σηµε�ον, κα0 �πεζε8χθωσαν
α= ΕΘ, ΘΖ, ΘΗV κα0 �νεστ-τω �π; τοI Θ σηµε*ου τ97 τοI ΕΖΗ κ8κλου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς
6 ΘΚ, κα0 �φη@ρ"σθω �π; τ�ς ΘΚ τ�@ ΑΓ ε�θε*αc %ση 6 ΘΚ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΚΕ, ΚΖ,
ΚΗ. κα0 �πε0 6 ΚΘ Aρθ" �στι πρ;ς τ; τοI ΕΖΗ κ8κλου �π*πεδον, κα0 πρ;ς π-σας Zρα τ?ς
:πτοµ�νας α�τ�ς ε�θε*ας κα0 οUσας �ν τ97 τοI ΕΖΗ κ8κλου �πιπ�δω7 Aρθ?ς ποι"σει γων*ας.
rπτεται δ� α�τ�ς )κ-στη τ9ν ΘΕ, ΘΖ, ΘΗV 6 ΘΚ Zρα πρ;ς )κ-στην τ9ν ΘΕ, ΘΖ, ΘΗ Aρθ"
�στιν. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 µ�ν ΑΓ τ�@ ΘΚ, 6 δ� Γ∆ τ�@ ΘΕ, κα0 Aρθ?ς γων*ας περι�χουσιν,
β-σις Zρα 6 ∆Α β-σει τ�@ ΚΕ �στιν %ση. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κατ�ρα τ9ν ΚΖ, ΚΗ τ�@ ∆Α
�στιν %σηV α= τρε�ς Zρα α= ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ΑΓ τ�ς
ΓΒ, τριπλ� Zρα 6 ΑΒ τ�ς ΒΓ. jς δ� 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α∆ πρ;ς τ; �π;
τ�ς ∆Γ, jς )$�ς δειχθ"σεται. τριπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς Α∆ τοI �π; τ�ς ∆Γ. 1στι δ� κα0
τ; �π; τ�ς ΖΕ τοI �π; τ�ς ΕΘ τριπλ-σιον, κα* �στιν %ση 6 ∆Γ τ�@ ΕΘV %ση Zρα κα0 6 ∆Α
τ�@ ΕΖ. �λλ? 6 ∆Α )κ-στη@ τ9ν ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ �δε*χθη %σηV κα0 )κ-στη Zρα τ9ν ΕΖ, ΖΗ, ΗΕ
)κ-στη@ τ9ν ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ �στιν %σηV Jσ	πλευρα Zρα �στ0 τ? τ�σσαρα τρ*γωνα τ? ΕΖΗ, ΚΕΖ,
ΚΖΗ, ΚΕΗ. πυραµ0ς Zρα συν�σταται �κ τεσσ-ρων τριγSνων Jσοπλε8ρων, uς β-σις µ�ν �στι
τ; ΕΖΗ τρ*γωνον, κορυφ� δ� τ; Κ σηµε�ον.

∆ε� δ� α�τ�ν κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν τ�@ δοθε*ση@ κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος
6µιολ*α �στ0 δυν-µει τ�ς πλευρHς τ�ς πυραµ*δος.

+Εκβεβλ"σθω γ?ρ �π( ε�θε*ας τ�@ ΚΘ ε�θε�α 6 ΘΛ, κα0 κε*σθω τ�@ ΓΒ %ση 6 ΘΛ. κα0 �πε*
�στιν jς 6 ΑΓ πρ;ς τ�ν Γ∆, οwτως 6 Γ∆ πρ;ς τ�ν ΓΒ, %ση δ� 6 µ�ν ΑΓ τ�@ ΚΘ, 6 δ� Γ∆ τ�@
ΘΕ, 6 δ� ΓΒ τ�@ ΘΛ, 1στιν Zρα jς 6 ΚΘ πρ;ς τ�ν ΘΕ, οwτως 6 ΕΘ πρ;ς τ�ν ΘΛV τ; Zρα Eπ;
τ9ν ΚΘ, ΘΛ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΘ. κα* �στιν Aρθ� )κατ�ρα τ9ν Eπ; ΚΘΕ, ΕΘΛ γωνι9νV
τ; Zρα �π0 τ�ς ΚΛ γραφ	µενον 6µικ8κλιον #$ει κα0 δι? τοI Ε [�πειδ"περ �?ν �πιζε8$ωµεν
τ�ν ΕΛ, Aρθ� γ*νεται 6 Eπ; ΛΕΚ γων*α δι? τ; JσογSνιον γ*νεσθαι τ; ΕΛΚ τρ*γωνον )κατ�ρω7
τ9ν ΕΛΘ, ΕΘΚ τριγSνων]. �?ν δ� µενο8σης τ�ς ΚΛ περιενεχθ�ν τ; 6µικ8κλιον εJς τ; α�τ;
π-λιν �ποκατασταθ�@, Dθεν Fρ$ατο φ�ρεσθαι, #$ει κα0 δι? τ9ν Ζ, Η σηµε*ων �πιζευγνυµ�νων
τ9ν ΖΛ, ΛΗ κα0 Aρθ9ν bµο*ως γινοµ�νων τ9ν πρ;ς το�ς Ζ, Η γωνι9νV κα0 1σται 6 πυραµ0ς
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σφα*ραc περιειληµµ�νη τ�@ δοθε*ση@. 6 γ?ρ ΚΛ τ�ς σφα*ρας δι-µετρος %ση �στ0 τ�@ τ�ς δοθε*σης
σφα*ρας διαµ�τρω7 τ�@ ΑΒ, �πειδ"περ τ�@ µ�ν ΑΓ %ση κε�ται 6 ΚΘ, τ�@ δ� ΓΒ 6 ΘΛ.

Λ�γω δ", Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος 6µιολ*α �στ0 δυν-µει τ�ς πλευρHς τ�ς πυραµ*δος.
+Επε0 γ?ρ διπλ� �στιν 6 ΑΓ τ�ς ΓΒ, τριπλ� Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�ς ΒΓV �ναστρ�ψαντι 6µιολ*α

Zρα �στ0ν 6 ΒΑ τ�ς ΑΓ. jς δ� 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΒΑ πρ;ς τ; �π; τ�ς
Α∆ [�πειδ"περ �πιζευγνυµ�νης τ�ς ∆Β �στιν jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως 6 ∆Α πρ;ς τ�ν
ΑΓ δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ∆ΑΒ, ∆ΑΓ τριγSνων, κα0 ε ν̂αι jς τ�ν πρSτην πρ;ς τ�ν τρ*την,
οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ρας]. 6µι	λιον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΒΑ τοI
�π; τ�ς Α∆. κα* �στιν 6 µ�ν ΒΑ 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετρος, 6 δ� Α∆ %ση τ�@ πλευρHc
τ�ς πυραµ*δος.

MΗ Zρα τ�ς σφα*ρας δι-µετρος 6µιολ*α �στ0 τ�ς πλευρHς τ�ς πυραµ*δοςV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

∆εικτ�ον, Dτι �στ0ν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆Γ.
+Εκκε*σθω γ?ρ 6 τοI 6µικυκλ*ου καταγραφ", κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Β, κα0 �ναγεγρ-φθω �π;

τ�ς ΑΓ τετρ-γωνον τ; ΕΓ, κα0 συµπεπληρSσθω

Α ΒΓ

∆

Ε Ζ

τ; ΖΒ παραλληλ	γραµµον. �πε0 οYν δι? τ; JσογSνιον ε ν̂αι τ; ∆ΑΒ τρ*γωνον τ97 ∆ΑΓ
τριγSνω7 �στ0ν jς 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως 6 ∆Α πρ;ς τ�ν ΑΓ, τ; Zρα Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ
%σον �στ0 τ97 �π; τ�ς Α∆. κα0 �πε* �στιν jς 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; ΕΒ πρ;ς τ; ΒΖ,
κα* �στι τ; µ�ν ΕΒ τ; Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓV %ση γ?ρ 6 ΕΑ τ�@ ΑΓV τ; δ� ΒΖ τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ,
jς Zρα 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ πρ;ς τ; Eπ; τ9ν ΑΓ, ΓΒ. κα* �στι
τ; µ�ν Eπ; τ9ν ΒΑ, ΑΓ %σον τ97 �π; τ�ς Α∆, τ; δ� Eπ; τ9ν ΑΓΒ %σον τ97 �π; τ�ς ∆ΓV 6
γ?ρ ∆Γ κ-θετος τ9ν τ�ς β-σεως τµηµ-των τ9ν ΑΓ, ΓΒ µ�ση �ν-λογ	ν �στι δι? τ; Aρθ�ν
ε ν̂αι τ�ν Eπ; Α∆Β. jς Zρα 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς Α∆ πρ;ς τ; �π; τ�ς ∆ΓV
Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιδ́
+Οκτ-εδρον συστ"σασθαι κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν, u@ κα0 τ? πρ	τερα, κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς
σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει διπλασ*α �στ0 τ�ς πλευρHς τοI Aκτα�δρου.
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+Εκκε*σθω 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετρος 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω δ*χα κατ? τ; Γ, κα0
γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; Α∆Β, κα0 Fχθω �π; τοI Γ τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς 6 Γ∆,
κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Β, κα0 �κκε*σθω τετρ-γωνον τ; ΕΖΗΘ %σην 1χον )κ-στην τ9ν πλευρ9ν
τ�@ ∆Β, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΘΖ, ΕΗ, κα0 �νεστ-τω �π; τοI Κ σηµε*ου τ97 τοI ΕΖΗΘ
τετραγSνου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς ε�θε�α 6 ΚΛ κα0 δι"χθω �π0 τ? iτερα µ�ρη τοI �πιπ�δου jς
6 ΚΜ, κα0 �φη@ρ"σθω �φ( )κατ�ρας τ9ν ΚΛ, ΚΜ µιHc τ9ν ΕΚ, ΖΚ, ΗΚ, ΘΚ %ση )κατ�ρα τ9ν
ΚΛ, ΚΜ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΛΕ, ΛΖ, ΛΗ, ΛΘ, ΜΕ, ΜΖ, ΜΗ, ΜΘ. κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6
ΚΕ τ�@ ΚΘ, κα* �στιν Aρθ� 6 Eπ; ΕΚΘ γων*α, τ; Zρα �π; τ�ς ΘΕ διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς
ΕΚ. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΛΚ τ�@ ΚΕ, κα* �στιν Aρθ� 6 Eπ; ΛΚΕ γων*α, τ; Zρα �π; τ�ς ΕΛ
διπλ-σι	ν �στι τοI �π; ΕΚ. �δε*χθη δ� κα0 τ; �π; τ�ς ΘΕ διπλ-σιον τοI �π; τ�ς ΕΚV τ; Zρα
�π; τ�ς ΛΕ %σον �στ0 τ97 �π; τ�ς ΕΘV %ση Zρα �στ0ν 6 ΛΕ τ�@ ΕΘ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΛΘ τ�@
ΘΕ �στιν %σηV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΛΕΘ τρ*γωνον. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 iκαστον
τ9ν λοιπ9ν τριγSνων, gν β-σεις µ�ν εJσιν α= τοI ΕΖΗΘ τετραγSνου πλευρα*, κορυφα0 δ� τ?
Λ, Μ σηµε�α, Jσ	πλευρ	ν �στινV Aκτ-εδρον Zρα συν�σταται Eπ; Aκτ� τριγSνων Jσοπλε8ρων
περιεχ	µενον.

∆ε� δ� α�τ; κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν τ�@ δοθε*ση@ κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος
δυν-µει διπλασ*ων �στ0 τ�ς τοI Aκτα�δρου πλευρHς.

+Επε0 γ?ρ α= τρε�ς α= ΛΚ, ΚΜ, ΚΕ %σαι �λλ"λαις εJσ*ν, τ; Zρα �π0 τ�ς ΛΜ γραφ	µενον
6µικ8κλιον #$ει κα0 δι? τοI Ε. κα0 δι? τ? α�τ-, �?ν µενο8σης τ�ς ΛΜ περιενεχθ�ν τ;
6µικ8κλιον εJς τ; α�τ; �ποκατασταθ�@, Dθεν Fρ$ατο φ�ρεσθαι, #$ει κα0 δι? τ9ν Ζ, Η, Θ
σηµε*ων, κα0 1σται σφα*ραc περιειληµµ�νον τ; Aκτ-εδρον. λ�γω δ", Dτι κα0 τ�@ δοθε*ση@. �πε0
γ?ρ %ση �στ0ν 6 ΛΚ τ�@ ΚΜ, κοιν� δ� 6 ΚΕ, κα0 γων*ας Aρθ?ς περι�χουσιν, β-σις Zρα 6 ΛΕ
β-σει τ�@ ΕΜ �στιν %ση. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΛΕΜ γων*αV �ν 6µικυκλ*ω7 γ-ρV τ; Zρα
�π; τ�ς ΛΜ διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΛΕ. π-λιν, �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ, διπλασ*α
�στ0ν 6 ΑΒ τ�ς ΒΓ. jς δ� 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς Β∆V
διπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Β∆. �δε*χθη δ� κα0 τ; �π; τ�ς ΛΜ διπλ-σιον
τοI �π; τ�ς ΛΕ. κα* �στιν %σον τ; �π; τ�ς ∆Β τ97 �π; τ�ς ΛΕV %ση γ?ρ κε�ται 6 ΕΘ τ�@ ∆Β.
%σον Zρα κα0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τ97 �π; τ�ς ΛΜV %ση Zρα 6 ΑΒ τ�@ ΛΜ. κα* �στιν 6 ΑΒ 6 τ�ς
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δοθε*σης σφα*ρας δι-µετροςV 6 ΛΜ Zρα %ση �στ0 τ�@ τ�ς δοθε*σης σφα*ρας διαµ�τρω7.
Περιε*ληπται Zρα τ; Aκτ-εδρον τ�@ δοθε*ση@ σφα*ραc. κα0 συναποδ�δεικται, Dτι 6 τ�ς

σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει διπλασ*ων �στ0 τ�ς τοI Aκτα�δρου πλευρHςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιέ
Κ8βον συστ"σασθαι κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν, u@ κα0 τ�ν πυραµ*δα, κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας
δι-µετρος δυν-µει τριπλασ*ων �στ0 τ�ς τοI κ8βου πλευρHς.

+Εκκε*σθω 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετρος 6 ΑΒ κα0 τετµ"σθω κατ? τ; Γ hστε διπλ�ν
ε ν̂αι τ�ν ΑΓ τ�ς ΓΒ, κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; Α∆Β, κα0 �π; τοI Γ τ�@ ΑΒ
πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 Γ∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Β, κα0 �κκε*σθω τετρ-γωνον τ; ΕΖΗΘ %σην 1χον
τ�ν πλευρ?ν τ�@ ∆Β, κα0 �π; τ9ν Ε, Ζ, Η, Θ τ97 τοI ΕΖΗΘ τετραγSνου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς
Fχθωσαν α= ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ, κα0 �φη@ρ"σθω �π; )κ-στης τ9ν ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ µιHc τ9ν
ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ %ση )κ-στη τ9ν ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΚΛ, ΛΜ, ΜΝ,
ΝΚV κ8βος Zρα συν�σταται b ΖΝ Eπ; o$ τετραγSνων %σων περιεχ	µενος. δε� δ� α�τ;ν κα0
σφα*ραc περιλαβε�ν τ�@ δοθε*ση@ κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει τριπλασ*α �στ0
τ�ς πλευρHς τοI κ8βου.
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+Επεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΚΗ, ΕΗ. κα0 �πε0 Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΚΕΗ γων*α δι? τ; κα0 τ�ν
ΚΕ Aρθ�ν ε ν̂αι πρ;ς τ; ΕΗ �π*πεδον δηλαδ� κα0 πρ;ς τ�ν ΕΗ ε�θε�αν, τ; Zρα �π0 τ�ς ΚΗ
γραφ	µενον 6µικ8κλιον #$ει κα0 δι? τοI Ε σηµε*ου. π-λιν, �πε0 6 ΗΖ Aρθ" �στι πρ;ς )κατ�ραν
τ9ν ΖΛ, ΖΕ, κα0 πρ;ς τ; ΖΚ Zρα �π*πεδον Aρθ" �στιν 6 ΗΖV hστε κα0 �?ν �πιζε8$ωµεν τ�ν
ΖΚ, 6 ΗΖ Aρθ� 1σται κα0 πρ;ς τ�ν ΖΚV κα0 δι? τοIτο π-λιν τ; �π0 τ�ς ΗΚ γραφ	µενον
6µικ8κλιον #$ει κα0 δι? τοI Ζ. bµο*ως κα0 δι? τ9ν λοιπ9ν τοI κ8βου σηµε*ων #$ει. �?ν
δ� µενο8σης τ�ς ΚΗ περιενεχθ�ν τ; 6µικ8κλιον εJς τ; α�τ; �ποκατασταθ�@, Dθεν Fρ$ατο
φ�ρεσθαι, 1σται σφα*ραc περιειληµµ�νος b κ8βος. λ�γω δ", Dτι κα0 τ�@ δοθε*ση@. �πε0 γ?ρ %ση
�στ0ν 6 ΗΖ τ�@ ΖΕ, κα* �στιν Aρθ� 6 πρ;ς τ97 Ζ γων*α, τ; Zρα �π; τ�ς ΕΗ διπλ-σι	ν �στι
τοI �π; τ�ς ΕΖ. %ση δ� 6 ΕΖ τ�@ ΕΚV τ; Zρα �π; τ�ς ΕΗ διπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΕΚV
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hστε τ? �π; τ9ν ΗΕ, ΕΚ, τουτ�στι τ; �π; τ�ς ΗΚ, τριπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΕΚ. κα0
�πε0 τριπλασ*ων �στ0ν 6 ΑΒ τ�ς ΒΓ, jς δ� 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς
τ; �π; τ�ς Β∆, τριπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Β∆. �δε*χθη δ� κα0 τ; �π; τ�ς
ΗΚ τοI �π; τ�ς ΚΕ τριπλ-σιον. κα0 κε�ται %ση 6 ΚΕ τ�@ ∆ΒV %ση Zρα κα0 6 ΚΗ τ�@ ΑΒ. κα*
�στιν 6 ΑΒ τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετροςV κα0 6 ΚΗ Zρα %ση �στ0 τ�@ τ�ς δοθε*σης σφα*ρας
διαµ�τρω7.

Τ�@ δοθε*ση@ Zρα σφα*ραc περιε*ληπται b κ8βοςV κα0 συναποδ�δεικται, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας
δι-µετρος δυν-µει τριπλασ*ων �στ0 τ�ς τοI κ8βου πλευρHςV Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ι3́
ΕJκοσ-εδρον συστ"σασθαι κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν, u@ κα0 τ? προειρηµ�να σχ"µατα, κα0 δε�$αι,
Dτι 6 τοI εJκοσα�δρου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-ττων.

+Εκκε*σθω 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετρος 6 ΑΒ κα0 τετµ"σθω κατ? τ; Γ hστε τετραπλ�ν
ε ν̂αι τ�ν ΑΓ τ�ς ΓΒ, κα0 γεγρ-φθω �π0 τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; Α∆Β, κα0 Fχθω �π; τοI Γ
τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς γων*ας ε�θε�α γραµµ� 6 Γ∆, κα0 �πεζε8χθω 6 ∆Β, κα0 �κκε*σθω κ8κλος
b ΕΖΗΘΚ, ο� 6 �κ τοI κ�ντρου %ση 1στω τ�@ ∆Β, κα0 �γγεγρ-φθω εJς τ;ν ΕΖΗΘΚ κ8κλον
πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν τε κα0 JσογSνιον τ; ΕΖΗΘΚ, κα0 τετµ"σθωσαν α= ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ,
ΘΚ, ΚΕ περιφ�ρειαι δ*χα κατ? τ? Λ, Μ, Ν, q, Ο σηµε�α, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΛΜ, ΜΝ,
Νq, qΟ, ΟΛ, ΕΟ. Jσ	πλευρον Zρα �στ0 κα0 τ; ΛΜΝqΟ πεντ-γωνον, κα0 δεκαγSνου 6 ΕΟ
ε�θε�α. κα0 �νεστ-τωσαν �π; τ9ν Ε, Ζ, Η, Θ, Κ σηµε*ων τ97 τοI κ8κλου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς
γων*ας ε�θε�αι α= ΕΠ, ΖΡ, ΗΣ, ΘΤ, ΚΥ %σαι οYσαι τ�@ �κ τοI κ�ντρου τοI ΕΖΗΘΚ κ8κλου,
κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ, ΥΠ, ΠΛ, ΛΡ, ΡΜ, ΜΣ, ΣΝ, ΝΤ, Τq, qΥ, ΥΟ,
ΟΠ. κα0 �πε0 )κατ�ρα τ9ν ΕΠ, ΚΥ τ97 α�τ97 �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν, παρ-λληλος Zρα �στ0ν
6 ΕΠ τ�@ ΚΥ. 1στι δ� α�τ�@ κα0 %σηV α= δ� τ?ς %σας τε κα0 παραλλ"λους �πιζευγν8ουσαι �π0
τ? α�τ? µ�ρη ε�θε�αι %σαι τε κα0 παρ-λληλο* εJσιν. 6 ΠΥ Zρα τ�@ ΕΚ %ση τε κα0 παρ-λληλ	ς
�στιν. πενταγSνου δ� Jσοπλε8ρου 6 ΕΚV πενταγSνου Zρα Jσοπλε8ρου κα0 6 ΠΥ τοI εJς τ;ν
ΕΖΗΘΚ κ8κλον �γγραφοµ�νου. δι? τ? α�τ? δ� κα0 )κ-στη τ9ν ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ πεν-
ταγSνου �στ0ν Jσοπλε8ρου τοI εJς τ;ν ΕΖΗΘΚ κ8κλον �γγραφοµ�νουV Jσ	πλευρον Zρα τ;
ΠΡΣΤΥ πεντ-γωνον. κα0 �πε0 )$αγSνου µ�ν �στιν 6 ΠΕ, δεκαγSνου δ� 6 ΕΟ, κα* �στιν
Aρθ� 6 Eπ; ΠΕΟ, πενταγSνου Zρα �στ0ν 6 ΠΟV 6 γ?ρ τοI πενταγSνου πλευρ? δ8ναται τ"ν τε
τοI )$αγSνου κα0 τ�ν τοI δεκαγSνου τ9ν εJς τ;ν α�τ;ν κ8κλον �γγραφοµ�νων. δι? τ? α�τ?
δ� κα0 6 ΟΥ πενταγSνου �στ0 πλευρ-. 1στι δ� κα0 6 ΠΥ πενταγSνουV Jσ	πλευρον Zρα �στ0
τ; ΠΟΥ τρ*γωνον. δι? τ? α�τ? δ� κα0 iκαστον τ9ν ΠΛΡ, ΡΜΣ, ΣΝΤ, ΤqΥ Jσ	πλευρ	ν
�στιν. κα0 �πε0 πενταγSνου �δε*χθη )κατ�ρα τ9ν ΠΛ, ΠΟ, 1στι δ� κα0 6 ΛΟ πενταγSνου,
Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΠΛΟ τρ*γωνον. δι? τ? α�τ? δ� κα0 iκαστον τ9ν ΛΡΜ, ΜΣΝ, ΝΤq,
qΥΟ τριγSνων Jσ	πλευρ	ν �στιν. εJλ"φθω τ; κ�ντρον τοI ΕΖΗ ΘΚ κ8κλου τ; Φ σηµε�ονV
κα0 �π; τοI Φ τ97 τοI κ8κλου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ?ς �νεστ-τω 6 ΦΩ, κα0 �κβεβλ"σθω �π0
τ? iτερα µ�ρη jς 6 ΦΨ, κα0 �φη@ρ"σθω )$αγSνου µ�ν 6 ΦΧ, δεκαγSνου δ� )κατ�ρα τ9ν
ΦΨ, ΧΩ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΠΩ, ΠΧ, ΥΩ, ΕΦ, ΛΦ, ΛΨ, ΨΜ. κα0 �πε0 )κατ�ρα τ9ν ΦΧ,
ΠΕ τ97 τοI κ8κλου �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν, παρ-λληλος Zρα �στ0ν 6 ΦΧ τ�@ ΠΕ. εJσ0 δ�
κα0 %σαιV κα0 α= ΕΦ, ΠΧ Zρα %σαι τε κα0 παρ-λληλο* εJσιν. )$αγSνου δ� 6 ΕΦV )$αγSνου
Zρα κα0 6 ΠΧ. κα0 �πε0 )$αγSνου µ�ν �στιν 6 ΠΧ, δεκαγSνου δ� 6 ΧΩ, κα0 Aρθ" �στιν 6
Eπ; ΠΧΩ γων*α, πενταγSνου Zρα �στ0ν 6 ΠΩ. δι? τ? α�τ? δ� κα0 6 ΥΩ πενταγSνου �στ*ν,
�πειδ"περ, �?ν �πιζε8$ωµεν τ?ς ΦΚ, ΧΥ, %σαι κα0 �πεναντ*ον 1σονται, κα* �στιν 6 ΦΚ �κ
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τοI κ�ντρου οYσα )$αγSνουV )$αγSνου Zρα κα0 6 ΧΥ. δεκαγSνου δ� 6 ΧΩ, κα0 Aρθ� 6
Eπ; ΥΧΩV πενταγSνου Zρα 6 ΥΩ. 1στι δ� κα0 6 ΠΥ πενταγSνουV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ;
ΠΥΩ τρ*γωνον. δι? τ? α�τ? δ� κα0 iκαστον τ9ν λοιπ9ν τριγSνων, gν β-σεις µ�ν εJσιν α=
ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ ε�θε�αι, κορυφ� δ� τ; Ω σηµε�ον, Jσ	πλευρ	ν �στιν. π-λιν, �πε0 )$αγSνου
µ�ν 6 ΦΛ, δεκαγSνου δ� 6 ΦΨ, κα0 Aρθ" �στιν 6 Eπ; ΛΦΨ γων*α, πενταγSνου Zρα �στ0ν 6
ΛΨ. δι? τ? α�τ? δ� �?ν �πιζε8$ωµεν τ�ν ΜΦ οYσαν )$αγSνου, συν-γεται κα0 6 ΜΨ πεν-
ταγSνου. 1στι δ� κα0 6 ΛΜ πενταγSνουV Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΛΜΨ τρ*γωνον. bµο*ως
δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 iκαστον τ9ν λοιπ9ν τριγSνων, gν β-σεις µ�ν εJσιν α= ΜΝ, Νq, qΟ,
ΟΛ, κορυφ� δ� τ; Ψ σηµε�ον, Jσ	πλευρ	ν �στιν. συν�σταται Zρα εJκοσ-εδρον Eπ; ε%κοσι
τριγSνων Jσοπλε8ρων περιεχ	µενον.

∆ε� δ� α�τ; κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν τ�@ δοθε*ση@ κα0 δε�$αι, Dτι 6 τοI εJκοσα�δρου πλευρ?
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-σσων.
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+Επε0 γ?ρ )$αγSνου �στ0ν 6 ΦΧ, δεκαγSνου δ� 6 ΧΩ, 6 ΦΩ Zρα Zκρον κα0 µ�σον λ	γον
τ�µηται κατ? τ; Χ, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ- �στιν 6 ΦΧV 1στιν Zρα jς 6 ΩΦ πρ;ς τ�ν
ΦΧ, οwτως 6 ΦΧ πρ;ς τ�ν ΧΩ. %ση δ� 6 µ�ν ΦΧ τ�@ ΦΕ, 6 δ� ΧΩ τ�@ ΦΨV 1στιν Zρα jς 6 ΩΦ
πρ;ς τ�ν ΦΕ, οwτως 6 ΕΦ πρ;ς τ�ν ΦΨ. κα* εJσιν Aρθα0 α= Eπ; ΩΦΕ, ΕΦΨ γων*αιV �?ν Zρα
�πιζε8$ωµεν τ�ν ΕΩ ε�θε�αν, Aρθ� 1σται 6 Eπ; ΨΕΩ γων*α δι? τ�ν bµοι	τητα τ9ν ΨΕΩ,
ΦΕΩ τριγSνων. δι? τ? α�τ? δ� �πε* �στιν jς 6 ΩΦ πρ;ς τ�ν ΦΧ, οwτως 6 ΦΧ πρ;ς τ�ν ΧΩ,
%ση δ� 6 µ�ν ΩΦ τ�@ ΨΧ, 6 δ� ΦΧ τ�@ ΧΠ, 1στιν Zρα jς 6 ΨΧ πρ;ς τ�ν ΧΠ, οwτως 6 ΠΧ
πρ;ς τ�ν ΧΩ. κα0 δι? τοIτο π-λιν �?ν �πιζε8$ωµεν τ�ν ΠΨ, Aρθ� 1σται 6 πρ;ς τ97 Π γων*αV
τ; Zρα �π0 τ�ς ΨΩ γραφ	µενον 6µικ8κλιον #$ει κα0 δι? τοI Π. κα0 �?ν µενο8σης τ�ς ΨΩ
περιενεχθ�ν τ; 6µικ8κλιον εJς τ; α�τ; π-λιν �ποκατασταθ�@, Dθεν Fρ$ατο φ�ρεσθαι, #$ει κα0
δι? τοI Π κα0 τ9ν λοιπ9ν σηµε*ων τοI εJκοσα�δρου, κα0 1σται σφα*ραc περιειληµµ�νον τ;
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εJκοσ-εδρον. λ�γω δ", Dτι κα0 τ�@ δοθε*ση@. τετµ"σθω γ?ρ 6 ΦΧ δ*χα κατ? τ; Α(. κα0 �πε0
ε�θε�α γραµµ� 6 ΦΩ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Χ, κα0 τ; 1λασσον α�τ�ς
τµ�µ- �στιν 6 ΩΧ, 6 Zρα ΩΧ προσλαβοIσα τ�ν 6µ*σειαν τοI µε*ζονος τµ"µατος τ�ν ΧΑ(
πενταπλ-σιον δ8ναται τοI �π; τ�ς 6µισε*ας τοI µε*ζονος τµ"µατοςV πενταπλ-σιον Zρα �στ0
τ; �π; τ�ς ΩΑ( τοI �π; τ�ς Α(Χ. κα* �στι τ�ς µ�ν ΩΑ( διπλ� 6 ΩΨ, τ�ς δ� Α(Χ διπλ� 6 ΦΧV
πενταπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΩΨ τοI �π; τ�ς ΧΦ. κα0 �πε0 τετραπλ� �στιν 6 ΑΓ τ�ς
ΓΒ, πενταπλ� Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�ς ΒΓ. jς δ� 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς
τ; �π; τ�ς Β∆V πενταπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς Β∆. �δε*χθη δ� κα0 τ;
�π; τ�ς ΩΨ πενταπλ-σιον τοI �π; τ�ς ΦΧ. κα* �στιν %ση 6 ∆Β τ�@ ΦΧV )κατ�ρα γ?ρ α�τ9ν
%ση �στ0 τ�@ �κ τοI κ�ντρου τοI ΕΖΗΘΚ κ8κλουV %ση Zρα κα0 6 ΑΒ τ�@ ΨΩ. κα* �στιν 6 ΑΒ 6
τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετροςV κα0 6 ΨΩ Zρα %ση �στ0 τ�@ τ�ς δοθε*σης σφα*ρας διαµ�τρω7.
τ�@ Zρα δοθε*ση@ σφα*ραc περιε*ληπται τ; εJκοσ-εδρον.

Λ�γω δ", Dτι 6 τοI εJκοσα�δρου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-ττων. �πε0 γ?ρ
Tητ" �στιν 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος, κα* �στι δυν-µει

πενταπλασ*ων τ�ς �κ τοI κ�ντρου τοI ΕΖΗΘΚ κ8κλου, Tητ� Zρα �στ0 κα0 6 �κ τοI
κ�ντρου τοI ΕΖΗΘΚ κ8κλουV hστε κα0 6 δι-µετρος α�τοI Tητ" �στιν. �?ν δ� εJς κ8κλον
Tητ�ν 1χοντα τ�ν δι-µετρον πεντ-γωνον Jσ	πλευρον �γγραφ�@, 6 τοI πενταγSνου πλευρ?
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-ττων. 6 δ� τοI ΕΖΗΘΚ πενταγSνου πλευρ? 6 τοI εJκοσα�δρου
�στ*ν. 6 Zρα τοI εJκοσα�δρου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �λ-ττων.

Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει πενταπλασ*ων �στ0 τ�ς �κ τοI
κ�ντρου τοI κ8κλου, �φ( ο� τ; εJκοσ-εδρον �ναγ�γραπται, κα0 Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος
σ8γκειται 1κ τε τ�ς τοI )$αγSνου κα0 δ8ο τ9ν τοI δεκαγSνου τ9ν εJς τ;ν α�τ;ν κ8κλον
�γγραφοµ�νων. Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιζ́
∆ωδεκ-εδρον συστ"σασθαι κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν, u@ κα0 τ? προειρηµ�να σχ"µατα, κα0 δε�$αι,
Dτι 6 τοI δωδεκα�δρου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �ποτοµ".

+Εκκε*σθωσαν τοI προειρηµ�νου κ8βου δ8ο �π*πεδα πρ;ς Aρθ?ς �λλ"λοις τ? ΑΒΓ∆,
ΓΒΕΖ, κα0 τετµ"σθω )κ-στη τ9ν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α, ΕΖ, ΕΒ, ΖΓ πλευρ9ν δ*χα κατ? τ? Η,
Θ, Κ, Λ, Μ, Ν, q, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΗΚ, ΘΛ, ΜΘ, Νq, κα0 τετµ"σθω )κ-στη τ9ν ΝΟ,
Οq, ΘΠ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον κατ? τ? Ρ, Σ, Τ σηµε�α, κα0 1στω α�τ9ν µε*ζονα τµ"µατα
τ? ΡΟ, ΟΣ, ΤΠ, κα0 �νεστ-τωσαν �π; τ9ν Ρ, Σ, Τ σηµε*ων το�ς τοI κ8βου �πιπ�δοις πρ;ς
Aρθ?ς �π0 τ? �κτ;ς µ�ρη τοI κ8βου α= ΡΥ, ΣΦ, ΤΧ, κα0 κε*σθωσαν %σαι τα�ς ΡΟ, ΟΣ, ΤΠ,
κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΥΒ, ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ, ΦΥ. λ�γω, Dτι τ; ΥΒΧΓΦ πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν
τε κα0 �ν )ν0 �πιπ�δω7 κα0 1τι JσογSνι	ν �στιν. �πεζε8χθωσαν γ?ρ α= ΡΒ, ΣΒ, ΦΒ. κα0 �πε0
ε�θε�α 6 ΝΟ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Ρ, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΡΟ,
τ? Zρα �π; τ9ν ΟΝ, ΝΡ τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΡΟ. %ση δ� 6 µ�ν ΟΝ τ�@ ΝΒ, 6 δ� ΟΡ
τ�@ ΡΥV τ? Zρα �π; τ9ν ΒΝ, ΝΡ τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΡΥ. το�ς δ� �π; τ9ν ΒΝ, ΝΡ
τ; �π; τ�ς ΒΡ �στιν %σονV τ; Zρα �π; τ�ς ΒΡ τριπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΡΥV hστε τ? �π;
τ9ν ΒΡ, ΡΥ τετραπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΡΥ. το�ς δ� �π; τ9ν ΒΡ, ΡΥ %σον �στ0 τ; �π;
τ�ς ΒΥV τ; Zρα �π; τ�ς ΒΥ τετραπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΥΡV διπλ� Zρα �στ0ν 6 ΒΥ τ�ς
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ΡΥ. 1στι δ� κα0 6 ΦΥ τ�ς ΥΡ διπλ�, �πειδ"περ κα0 6 ΣΡ τ�ς ΟΡ, τουτ�στι τ�ς ΡΥ, �στι
διπλ�V %ση Zρα 6 ΒΥ τ�@ ΥΦ. bµο*ως δ� δειχθ"σεται, Dτι κα0 )κ-στη τ9ν ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ )κατ�ραc
τ9ν ΒΥ, ΥΦ �στιν %ση. Jσ	πλευρον Zρα �στ0 τ; ΒΥΦΓΧ πεντ-γωνον. λ�γω δ", Dτι κα0 �ν
)ν* �στιν �πιπ�δω7. Fχθω γ?ρ �π; τοI Ο )κατ�ραc τ9ν ΡΥ, ΣΦ παρ-λληλος �π0 τ? �κτ;ς τοI
κ8βου µ�ρη 6 ΟΨ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΨΘ, ΘΧV λ�γω, Dτι 6 ΨΘΧ ε�θε�- �στιν. �πε0 γ?ρ
6 ΘΠ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Τ, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ- �στιν 6 ΠΤ,
1στιν Zρα jς 6 ΘΠ πρ;ς τ�ν ΠΤ, οwτως 6 ΠΤ πρ;ς τ�ν ΤΘ. %ση δ� 6 µ�ν ΘΠ τ�@ ΘΟ, 6 δ� ΠΤ
)κατ�ραc τ9ν ΤΧ, ΟΨV 1στιν Zρα jς 6 ΘΟ πρ;ς τ�ν ΟΨ, οwτως 6 ΧΤ πρ;ς τ�ν ΤΘ. κα* �στι
παρ-λληλος 6 µ�ν ΘΟ τ�@ ΤΧV )κατ�ρα γ?ρ α�τ9ν τ97 Β∆ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στινV 6 δ� ΤΘ
τ�@ ΟΨV )κατ�ρα γ?ρ α�τ9ν τ97 ΒΖ �πιπ�δω7 πρ;ς Aρθ-ς �στιν. �?ν δ� δ8ο τρ*γωνα συντεθ�@
κατ? µ*αν γων*αν, jς τ? ΨΟΘ, ΘΤΧ, τ?ς δ8ο πλευρ?ς τα�ς δυσ0ν �ν-λογον 1χοντα, hστε
τ?ς bµολ	γους α�τ9ν πλευρ?ς κα0 παραλλ"λους ε ν̂αι, α= λοιπα0 ε�θε�αι �π( ε�θε*ας 1σονταιV
�π( ε�θε*ας Zρα �στ0ν 6 ΨΘ τ�@ ΘΧ. πHσα δ� ε�θε�α �ν )ν* �στιν �πιπ�δω7V �ν )ν0 Zρα �πιπ�δω7
�στ0 τ; ΥΒΧΓΦ πεντ-γωνον.

Λ�γω δ", Dτι κα0 JσογSνι	ν �στιν.
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+Επε0 γ?ρ ε�θε�α γραµµ� 6 ΝΟ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Ρ, κα0 τ; µε�ζον
τµ�µ- �στιν 6 ΟΡ [1στιν Zρα jς συναµφ	τερος 6 ΝΟ, ΟΡ πρ;ς τ�ν ΟΝ, οwτως 6 ΝΟ πρ;ς
τ�ν ΟΡ], %ση δ� 6 ΟΡ τ�@ ΟΣ [1στιν Zρα jς 6 ΣΝ πρ;ς τ�ν ΝΟ, οwτως 6 ΝΟ πρ;ς τ�ν ΟΣ],
6 ΝΣ Zρα Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Ο, κα0 τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΝΟV
τ? Zρα �π; τ9ν ΝΣ, ΣΟ τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΝΟ. %ση δ� 6 µ�ν ΝΟ τ�@ ΝΒ, 6 δ�
ΟΣ τ�@ ΣΦV τ? Zρα �π; τ9ν ΝΣ, ΣΦ τετρ-γωνα τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΝΒV hστε τ?
�π; τ9ν ΦΣ, ΣΝ, ΝΒ τετραπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΝΒ. το�ς δ� �π; τ9ν ΣΝ, ΝΒ %σον
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�στ0 τ; �π; τ�ς ΣΒV τ? Zρα �π; τ9ν ΒΣ, ΣΦ, τουτ�στι τ; �π; τ�ς ΒΦ [1Aρθ� γ?ρ 6 Eπ;
ΦΣΒ γων*α]1, τετραπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΝΒV διπλ� Zρα �στ0ν 6 ΦΒ τ�ς ΒΝ. 1στι δ�
κα0 6 ΒΓ τ�ς ΒΝ διπλ�V %ση Zρα �στ0ν 6 ΒΦ τ�@ ΒΓ. κα0 �πε0 δ8ο α= ΒΥ, ΥΦ δυσ0 τα�ς
ΒΧ, ΧΓ %σαι εJσ*ν, κα0 β-σις 6 ΒΦ β-σει τ�@ ΒΓ %ση, γων*α Zρα 6 Eπ; ΒΥΦ γων*αc τ�@ Eπ;
ΒΧΓ �στιν %ση. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 6 Eπ; ΥΦΓ γων*α %ση �στ0 τ�@ Eπ; ΒΧΓV α=
Zρα Eπ; ΒΧΓ, ΒΥΦ, ΥΦΓ τρε�ς γων*αι %σαι �λλ"λαις εJσ*ν. �?ν δ� πενταγSνου Jσοπλε8ρου
α= τρε�ς γων*αι %σαι �λλ"λαις >σιν, JσογSνιον 1σται τ; πεντ-γωνονV JσογSνιον Zρα �στ0 τ;
ΒΥΦΓΧ πεντ-γωνον. �δε*χθη δ� κα0 Jσ	πλευρονV τ; Zρα ΒΥΦΓΧ πεντ-γωνον Jσ	πλευρ	ν
�στι κα0 JσογSνιον, κα* �στιν �π0 µιHς τοI κ8βου πλευρHς τ�ς ΒΓ. �?ν Zρα �φ( )κ-στης τ9ν
τοI κ8βου δSδεκα πλευρ9ν τ? α�τ? κατασκευ-σωµεν, συσταθ"σετα* τι σχ�µα στερε;ν Eπ;
δSδεκα πενταγSνων Jσοπλε8ρων τε κα0 Jσογων*ων περιεχ	µενον, / καλε�ται δωδεκ-εδρον.

∆ε� δ� α�τ; κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν τ�@ δοθε*ση@ κα0 δε�$αι, Dτι 6 τοI δωδεκα�δρου πλευρ?
Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �ποτοµ".

+Εκβεβλ"σθω γ?ρ 6 ΨΟ, κα0 1στω 6 ΨΩV συµβ-λλει Zρα 6 ΟΩ τ�@ τοI κ8βου διαµ�τρω7, κα0
δ*χα τ�µνουσιν �λλ"λαςV τοIτο γ?ρ δ�δεικται �ν τ97 παρατελε8τω7 θεωρ"µατι τοI )νδεκ-του
βιβλ*ου. τεµν�τωσαν κατ? τ; ΩV τ; Ω Zρα κ�ντρον �στ0 τ�ς σφα*ρας τ�ς περιλαµβανο8σης
τ;ν κ8βον, κα0 6 ΩΟ 6µ*σεια τ�ς πλευρHς τοI κ8βου. �πεζε8χθω δ� 6 ΥΩ. κα0 �πε0 ε�θε�α
γραµµ� 6 ΝΣ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται κατ? τ; Ο, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ- �στιν
6 ΝΟ, τ? Zρα �π; τ9ν ΝΣ, ΣΟ τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΝΟ. %ση δ� 6 µ�ν ΝΣ τ�@ ΨΩ,
�πειδ"περ κα0 6 µ�ν ΝΟ τ�@ ΟΩ �στιν %ση, 6 δ� ΨΟ τ�@ ΟΣ. �λλ? µ�ν κα0 6 ΟΣ τ�@ ΨΥ, �πε0
κα0 τ�@ ΡΟV τ? Zρα �π; τ9ν ΩΨ, ΨΥ τριπλ-σι- �στι τοI �π; τ�ς ΝΟ. το�ς δ� �π; τ9ν ΩΨ,
ΨΥ %σον �στ0 τ; �π; τ�ς ΥΩV τ; Zρα �π; τ�ς ΥΩ τριπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΝΟ. 1στι δ�
κα0 6 �κ τοI κ�ντρου τ�ς σφα*ρας τ�ς περιλαµβανο8σης τ;ν κ8βον δυν-µει τριπλασ*ων τ�ς
6µισε*ας τ�ς τοI κ8βου πλευρHςV προδ�δεικται γ?ρ κ8βον συστ"σασθαι κα0 σφα*ραc περιλαβε�ν
κα0 δε�$αι, Dτι 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει τριπλασ*ων �στ0 τ�ς πλευρHς τοI κ8βου.
εJ δ� Dλη τ�ς Dλης, κα0 [6] 6µ*σεια τ�ς 6µισε*αςV κα* �στιν 6 ΝΟ 6µ*σεια τ�ς τοI κ8βου
πλευρHςV 6 Zρα ΥΩ %ση �στ0 τ�@ �κ τοI κ�ντρου τ�ς σφα*ρας τ�ς περιλαµβανο8σης τ;ν κ8βον.
κα* �στι τ; Ω κ�ντρον τ�ς σφα*ρας τ�ς περιλαµβανο8σης τ;ν κ8βονV τ; Υ Zρα σηµε�ον πρ;ς
τ�@ �πιφανε*αc �στ0 τ�ς σφα*ρας. bµο*ως δ� δε*$οµεν, Dτι κα0 )κ-στη τ9ν λοιπ9ν γωνι9ν
τοI δωδεκα�δρου πρ;ς τ�@ �πιφανε*αc �στ0 τ�ς σφα*ραςV περιε*ληπται Zρα τ; δωδεκ-εδρον τ�@
δοθε*ση@ σφα*ραc.

Λ�γω δ", Dτι 6 τοI δωδεκα�δρου πλευρ? Zλογ	ς �στιν 6 καλουµ�νη �ποτοµ".
+Επε0 γ?ρ τ�ς ΝΟ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τετµηµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΡΟ, τ�ς

δ� Οq Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τετµηµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΟΣ, Dλης Zρα τ�ς Νq
Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΡΣ. οtον �πε* �στιν jς 6 ΝΟ
πρ;ς τ�ν ΟΡ, 6 ΟΡ πρ;ς τ�ν ΡΝ, κα0 τ? διπλ-σιαV τ? γ?ρ µ�ρη το�ς Jσ-κις πολλαπλασ*οις
τ;ν α�τ;ν 1χει λ	γονV jς Zρα 6 Νq πρ;ς τ�ν ΡΣ, οwτως 6 ΡΣ πρ;ς συναµφ	τερον τ�ν ΝΡ,
Σq. µε*ζων δ� 6 Νq τ�ς ΡΣV µε*ζων Zρα κα0 6 ΡΣ συναµφοτ�ρου τ�ς ΝΡ, ΣqV 6 Νq Zρα
Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τ�τµηται, κα0 τ; µε�ζον α�τ�ς τµ�µ- �στιν 6 ΡΣ. %ση δ� 6 ΡΣ τ�@
ΥΦV τ�ς Zρα Νq Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΥΦ. κα0 �πε0
Tητ" �στιν 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος κα* �στι δυν-µει τριπλασ*ων τ�ς τοI κ8βου πλευρHς,
Tητ� Zρα �στ0ν 6 Νq πλευρ? οYσα τοI κ8βου. �?ν δ� Tητ� γραµµ� Zκρον κα0 µ�σον λ	γον
τµηθ�@, )κ-τερον τ9ν τµηµ-των Zλογ	ς �στιν �ποτοµ".

MΗ ΥΦ Zρα πλευρ? οYσα τοI δωδεκα�δρου Zλογ	ς �στιν �ποτοµ".
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Π	ρισµα

+Εκ δ� το8του φανερ	ν, Dτι τ�ς τοI κ8βου πλευρHς Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης
τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 τοI δωδεκα�δρου πλευρ-. Dπερ 1δει δε�$αι.

ΙΓ́ .ιή
Τ?ς πλευρ?ς τ9ν π�ντε σχηµ-των �κθ�σθαι κα0 συγκρ�ναι πρ;ς �λλ"λας.
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+Εκκε*σθω 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετρος 6 ΑΒ, κα0 τετµ"σθω κατ? τ; Γ hστε %σην
ε ν̂αι τ�ν ΑΓ τ�@ ΓΒ, κατ? δ� τ; ∆ hστε διπλασ*ονα ε ν̂αι τ�ν Α∆ τ�ς ∆Β, κα0 γεγρ-φθω �π0
τ�ς ΑΒ 6µικ8κλιον τ; ΑΕΒ, κα0 �π; τ9ν Γ, ∆ τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς Fχθωσαν α= ΓΕ, ∆Ζ, κα0
�πεζε8χθωσαν α= ΑΖ, ΖΒ, ΕΒ. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 Α∆ τ�ς ∆Β, τριπλ� Zρα �στ0ν 6 ΑΒ
τ�ς Β∆. �ναστρ�ψαντι 6µιολ*α Zρα �στ0ν 6 ΒΑ τ�ς Α∆. jς δ� 6 ΒΑ πρ;ς τ�ν Α∆, οwτως τ;
�π; τ�ς ΒΑ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΑΖV JσογSνιον γ-ρ �στι τ; ΑΖΒ τρ*γωνον τ97 ΑΖ∆ τριγSνω7V
6µι	λιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΑ τοI �π; τ�ς ΑΖ. 1στι δ� κα0 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος
δυν-µει 6µιολ*α τ�ς πλευρHς τ�ς πυραµ*δος. κα* �στιν 6 ΑΒ 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετροςV 6 ΑΖ
Zρα %ση �στ0 τ�@ πλευρHc τ�ς πυραµ*δος.

Π-λιν, �πε0 διπλασ*ων �στ0ν 6 Α∆ τ�ς ∆Β, τριπλ� Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�ς Β∆. jς δ� 6 ΑΒ
πρ;ς τ�ν Β∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΖV τριπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς
ΑΒ τοI �π; τ�ς ΒΖ. 1στι δ� κα0 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει τριπλασ*ων τ�ς τοI κ8βου
πλευρHς. κα* �στιν 6 ΑΒ 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετροςV 6 ΒΖ Zρα τοI κ8βου �στ0 πλευρ-.

Κα0 �πε0 %ση �στ0ν 6 ΑΓ τ�@ ΓΒ, διπλ� Zρα �στ0ν 6 ΑΒ τ�ς ΒΓ. jς δ� 6 ΑΒ πρ;ς τ�ν ΒΓ,
οwτως τ; �π; τ�ς ΑΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΕV διπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς
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ΒΕ. 1στι δ� κα0 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει διπλασ*ων τ�ς τοI Aκτα�δρου πλευρHς. κα*
�στιν 6 ΑΒ 6 τ�ς δοθε*σης σφα*ρας δι-µετροςV 6 ΒΕ Zρα τοI Aκτα�δρου �στ0 πλευρ-.

RΗχθω δ� �π; τοI Α σηµε*ου τ�@ ΑΒ ε�θε*αc πρ;ς Aρθ?ς 6 ΑΗ, κα0 κε*σθω 6 ΑΗ %ση τ�@
ΑΒ, κα0 �πεζε8χθω 6 ΗΓ, κα0 �π; τοI Θ �π0 τ�ν ΑΒ κ-θετος Fχθω 6 ΘΚ. κα0 �πε0 διπλ�
�στιν 6 ΗΑ τ�ς ΑΓV %ση γ?ρ 6 ΗΑ τ�@ ΑΒV jς δ� 6 ΗΑ πρ;ς τ�ν ΑΓ, οwτως 6 ΘΚ πρ;ς τ�ν
ΚΓ, διπλ� Zρα κα0 6 ΘΚ τ�ς ΚΓ. τετραπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΘΚ τοI �π; τ�ς ΚΓV τ?
Zρα �π; τ9ν ΘΚ, ΚΓ, Dπερ �στ0 τ; �π; τ�ς ΘΓ, πενταπλ-σι	ν �στι τοI �π; τ�ς ΚΓ. %ση δ� 6
ΘΓ τ�@ ΓΒV πενταπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΒΓ τοI �π; τ�ς ΓΚ. κα0 �πε0 διπλ� �στιν 6 ΑΒ
τ�ς ΓΒ, gν 6 Α∆ τ�ς ∆Β �στι διπλ�, λοιπ� Zρα 6 Β∆ λοιπ�ς τ�ς ∆Γ �στι διπλ�. τριπλ� Zρα
6 ΒΓ τ�ς Γ∆V �νναπλ-σιον Zρα τ; �π; τ�ς ΒΓ τοI �π; τ�ς Γ∆. πενταπλ-σιον δ� τ; �π; τ�ς
ΒΓ τοI �π; τ�ς ΓΚV µε�ζον Zρα τ; �π; τ�ς ΓΚ τοI �π; τ�ς Γ∆. µε*ζων Zρα �στ0ν 6 ΓΚ τ�ς
Γ∆. κε*σθω τ�@ ΓΚ %ση 6 ΓΛ, κα0 �π; τοI Λ τ�@ ΑΒ πρ;ς Aρθ?ς Fχθω 6 ΛΜ, κα0 �πεζε8χθω 6
ΜΒ. κα0 �πε0 πενταπλ-σι	ν �στι τ; �π; τ�ς ΒΓ τοI �π; τ�ς ΓΚ, κα* �στι τ�ς µ�ν ΒΓ διπλ�
6 ΑΒ, τ�ς δ� ΓΚ διπλ� 6 ΚΛ, πενταπλ-σιον Zρα �στ0 τ; �π; τ�ς ΑΒ τοI �π; τ�ς ΚΛ. 1στι
δ� κα0 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει πενταπλασ*ων τ�ς �κ τοI κ�ντρου τοI κ8κλου, �φ(
ο� τ; εJκοσ-εδρον �ναγ�γραπται. κα* �στιν 6 ΑΒ 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετροςV 6 ΚΛ Zρα �κ
τοI κ�ντρου �στ0 τοI κ8κλου, �φ( ο� τ; εJκοσ-εδρον �ναγ�γραπταιV 6 ΚΛ Zρα )$αγSνου
�στ0 πλευρ? τοI εJρηµ�νου κ8κλου. κα0 �πε0 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος σ8γκειται 1κ τε τ�ς
τοI )$αγSνου κα0 δ8ο τ9ν τοI δεκαγSνου τ9ν εJς τ;ν εJρηµ�νον κ8κλον �γγραφοµ�νων, κα*
�στιν 6 µ�ν ΑΒ 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος, 6 δ� ΚΛ )$αγSνου πλευρ-, κα0 %ση 6 ΑΚ τ�@ ΛΒ,
)κατ�ρα Zρα τ9ν ΑΚ, ΛΒ δεκαγSνου �στ0 πλευρ? τοI �γγραφοµ�νου εJς τ;ν κ8κλον, �φ( ο�
τ; εJκοσ-εδρον �ναγ�γραπται. κα0 �πε0 δεκαγSνου µ�ν 6 ΛΒ, )$αγSνου δ� 6 ΜΛV %ση γ-ρ
�στι τ�@ ΚΛ, �πε0 κα0 τ�@ ΘΚV %σον γ?ρ �π�χουσιν �π; τοI κ�ντρουV κα* �στιν )κατ�ρα τ9ν
ΘΚ, ΚΛ διπλασ*ων τ�ς ΚΓV πενταγSνου Zρα �στ0ν 6 ΜΒ. 6 δ� τοI πενταγSνου �στ0ν 6 τοI
εJκοσα�δρουV εJκοσα�δρου Zρα �στ0ν 6 ΜΒ.

Κα0 �πε0 6 ΖΒ κ8βου �στ0 πλευρ-, τετµ"σθω Zκρον κα0 µ�σον λ	γον κατ? τ; Ν, κα0 1στω
µε�ζον τµ�µα τ; ΝΒV 6 ΝΒ Zρα δωδεκα�δρου �στ0 πλευρ-.

Κα0 �πε0 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος �δε*χθη τ�ς µ�ν ΑΖ πλευρHς τ�ς πυραµ*δος δυν-µει
6µιολ*α, τ�ς δ� τοI Aκτα�δρου τ�ς ΒΕ δυν-µει διπλασ*ων, τ�ς δ� τοI κ8βου τ�ς ΖΒ δυν-µει
τριπλασ*ων, οXων Zρα 6 τ�ς σφα*ρας δι-µετρος δυν-µει i$, τοιο8των 6 µ�ν τ�ς πυραµ*δος
τεσσ-ρων, 6 δ� τοI Aκτα�δρου τρι9ν, 6 δ� τοI κ8βου δ8ο. 6 µ�ν Zρα τ�ς πυραµ*δος πλευρ?
τ�ς µ�ν τοI Aκτα�δρου πλευρHς δυν-µει �στ0ν �π*τριτος, τ�ς δ� τοI κ8βου δυν-µει διπλ�, 6
δ� τοI Aκτα�δρου τ�ς τοI κ8βου δυν-µει 6µιολ*α. α= µ�ν οYν εJρηµ�ναι τ9ν τρι9ν σχηµ-των
πλευρα*, λ�γω δ� πυραµ*δος κα0 Aκτα�δρου κα0 κ8βου, πρ;ς �λλ"λας εJσ0ν �ν λ	γοις Tητο�ς.
α= δ� λοιπα0 δ8ο, λ�γω δ� # τε τοI εJκοσα�δρου κα0 6 τοI δωδεκα�δρου, οUτε πρ;ς �λλ"λας
οUτε πρ;ς τ?ς προειρηµ�νας εJσ0ν �ν λ	γοις Tητο�ςV Zλογοι γ-ρ εJσιν, 6 µ�ν �λ-ττων, 6 δ�
�ποτοµ".

<Οτι µε*ζων �στ0ν 6 τοI εJκοσα�δρου πλευρ? 6 ΜΒ τ�ς τοI δωδεκα�δρου τ�ς ΝΒ, δε*$οµεν
οwτως.

+Επε0 γ?ρ JσογSνι	ν �στι τ; Ζ∆Β τρ*γωνον τ97 ΖΑΒ τριγSνω7, �ν-λογ	ν �στιν jς 6 ∆Β
πρ;ς τ�ν ΒΖ, οwτως 6 ΒΖ πρ;ς τ�ν ΒΑ. κα0 �πε0 τρε�ς ε�θε�αι �ν-λογ	ν εJσιν, 1στιν jς 6
πρSτη πρ;ς τ�ν τρ*την, οwτως τ; �π; τ�ς πρSτης πρ;ς τ; �π; τ�ς δευτ�ραςV 1στιν Zρα jς 6
∆Β πρ;ς τ�ν ΒΑ, οwτως τ; �π; τ�ς ∆Β πρ;ς τ; �π; τ�ς ΒΖV �ν-παλιν Zρα jς 6 ΑΒ πρ;ς
τ�ν Β∆, οwτως τ; �π; τ�ς ΖΒ πρ;ς τ; �π; τ�ς Β∆. τριπλ� δ� 6 ΑΒ τ�ς Β∆V τριπλ-σιον Zρα
τ; �π; τ�ς ΖΒ τοI �π; τ�ς Β∆. 1στι δ� κα0 τ; �π; τ�ς Α∆ τοI �π; τ�ς ∆Β τετραπλ-σιονV
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διπλ� γ?ρ 6 Α∆ τ�ς ∆ΒV µε�ζον Zρα τ; �π; τ�ς Α∆ τοI �π; τ�ς ΖΒV µε*ζων Zρα 6 Α∆
τ�ς ΖΒV πολλ97 Zρα 6 ΑΛ τ�ς ΖΒ µε*ζων �στ*ν. κα0 τ�ς µ�ν ΑΛ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον
τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΚΛ, �πειδ"περ 6 µ�ν ΛΚ )$αγSνου �στ*ν, 6 δ� ΚΑ
δεκαγSνουV τ�ς δ� ΖΒ Zκρον κα0 µ�σον λ	γον τεµνοµ�νης τ; µε�ζον τµ�µ- �στιν 6 ΝΒV
µε*ζων Zρα 6 ΚΛ τ�ς ΝΒ. %ση δ� 6 ΚΛ τ�@ ΛΜV µε*ζων Zρα 6 ΛΜ τ�ς ΝΒ [τ�ς δ� ΛΜ µε*ζων
�στ0ν 6 ΜΒ]. πολλ97 Zρα 6 ΜΒ πλευρ? οYσα τοI εJκοσα�δρου µε*ζων �στ0 τ�ς ΝΒ πλευρHς
οUσης τοI δωδεκα�δρουV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�γω δ", Dτι παρ? τ? εJρηµ�να π�ντε σχ"µατα ο� συσταθ"σεται iτερον σχ�µα περιεχ	µενον
Eπ; Jσοπλε8ρων τε κα0 Jσογων*ων %σων �λλ"λοις.

MΥπ; µ�ν γ?ρ δ8ο τριγSνων P Dλως �πιπ�δων στερε? γων*α ο� συν*σταται. Eπ; δ�
τρι9ν τριγSνων 6 τ�ς πυραµ*δος, Eπ; δ� τεσσ-ρων 6 τοI Aκτα�δρου, Eπ; δ� π�ντε 6 τοI
εJκοσα�δρουV Eπ; δ� o$ τριγSνων Jσοπλε8ρων τε κα0 Jσογων*ων πρ;ς )ν0 σηµε*ω7 συνισταµ�νων
ο�κ 1σται στερε? γων*αV οUσης γ?ρ τ�ς τοI Jσοπλε8ρου τριγSνου γων*ας διµο*ρου Aρθ�ς
1σονται α= o$ τ�σσαρσιν Aρθα�ς %σαιV Dπερ �δ8νατονV rπασα γ?ρ στερε? γων*α Eπ; �λασσ	νων
P τεσσ-ρων Aρθ9ν περι�χεται. δι? τ? α�τ? δ� ο�δ� Eπ; πλει	νων P o$ γωνι9ν �πιπ�δων
στερε? γων*α συν*σταται. Eπ; δ� τετραγSνων τρι9ν 6 τοI κ8βου γων*α περι�χεταιV Eπ; δ�
τεσσ-ρων �δ8νατονV 1σονται γ?ρ π-λιν τ�σσαρες Aρθα*. Eπ; δ� πενταγSνων Jσοπλε8ρων κα0
Jσογων*ων, Eπ; µ�ν τρι9ν 6 τοI δωδεκα�δρουV Eπ; δ� τεσσ-ρων �δ8νατονV οUσης γ?ρ τ�ς τοI
πενταγSνου Jσοπλε8ρου γων*ας Aρθ�ς κα0 π�µπτου, 1σονται α= τ�σσαρες γων*αι τεσσ-ρων
Aρθ9ν µε*ζουςV Dπερ �δ8νατον. ο�δ� µ�ν Eπ; πολυγSνων )τ�ρων σχηµ-των περισχεθ"σεται
στερε? γων*α δι? τ; α�τ; Zτοπον.

Ο�κ Zρα παρ? τ? εJρηµ�να π�ντε σχ"µατα iτερον σχ�µα στερε;ν συσταθ"σεται Eπ;
Jσοπλε8ρων τε κα0 Jσογων*ων περιεχ	µενονV Dπερ 1δει δε�$αι.

Λ�µµα

<Οτι δ� 6 τοI Jσοπλε8ρου κα0 Jσογων*ου πενταγSνου γων*α Aρθ" �στι κα0 π�µπτου, οwτω
δεικτ�ον.

RΕστω γ?ρ πεντ-γωνον Jσ	πλευρον κα0 JσογSνιον τ; ΑΒΓ∆Ε, κα0 περιγεγρ-φθω περ0
α�τ; κ8κλος b ΑΒΓ ∆Ε, κα0 εJλ"φθω α�τοI τ; κ�ντρον τ; Ζ, κα0 �πεζε8χθωσαν α= ΖΑ, ΖΒ,
ΖΓ, Ζ∆, ΖΕ. δ*χα Zρα τ�µνουσι τ?ς πρ;ς το�ς Α, Β, Γ, ∆, Ε τοI πενταγSνου γων*ας. κα0
�πε0 α= πρ;ς τ97 Ζ π�ντε γων*αι τ�σσαρσιν Aρθα�ς %σαι εJσ0 κα*
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εJσιν %σαι, µ*α Zρα α�τ9ν, jς 6 Eπ; ΑΖΒ, µιHς Aρθ�ς �στι παρ? π�µπτονV λοιπα0 Zρα α=
Eπ; ΖΑΒ, ΑΒΖ µιHς εJσιν Aρθ�ς κα0 π�µπτου. %ση δ� 6 Eπ; ΖΑΒ τ�@ Eπ; ΖΒΓV κα0 Dλη Zρα
6 Eπ; ΑΒΓ τοI πενταγSνου γων*α µιHς �στιν Aρθ�ς κα0 π�µπτουV Dπερ 1δει δε�$αι.


