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Einfiihrung in die Algebra
Vorlesung 5

Gruppenhomomorphismen

DEFINITION 5.1. Seien (G, o0, eq) und (H, o, ey) Gruppen. Eine Abbildung
v:G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit

U(gog) = (g) o)
fiir alle g, ¢’ € G gilt.

Die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H wird mit
Hom (G, H)

bezeichnet. Aus der linearen Algebra sind vermutlich die linearen Abbildun-
gen zwischen Vektorrdume bekannt, welche insbesondere Gruppenhomomor-
phismen sind, dariiber hinaus aber auch noch mit der skalaren Multiplikation
vertraglich sind. Die folgenden beiden Lemmata folgen direkt aus der Defi-
nition.

LEMMA 5.2. Es seien G und H Gruppen und ¢ :G — H sei ein Gruppen-
homomorphismus.  Dann ist p(eq) = ey und (©(g))~! = w(g™1) fir jedes
geQqG.

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir

plea) = plecea) = vlea)plea).
Durch Multiplikation mit ¢(eg) ™! folgt ey = p(eq). Fiir die zweite Behaup-
tung gilt
plg elg) = wlg7'g) = ¢lec) = en.
Das heifit, dass p(g!) die Eigenschaft besitzt, die fiir das Inverse von ¢(g)
charakteristisch ist. Da das Inverse in einer Gruppe eindeutig bestimmt ist,
muss ¢(g7") = (¢(g)) ™" gelten. O

LEMMA 5.3. Es seien F,G,H Gruppen. Dann gelten folgende Eigenschaf-
ten.

(1) Die Identitat id : G — G ist ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Sind ¢ : F — G und ¢ : G — H Gruppenhomomorphismen, so ist
auch die Hintereinanderschaltung ¢ o ¢ : F' — H ein Gruppenho-
momorphismus.

(3) Ist I C G eine Untergruppe, so ist die Inklusion ' — G ein Grup-
penhomomorphismus.



(4) Sei{e} die triviale Gruppe. Dann ist die Abbildung {e} — G, die e
auf eq schickt, ein Gruppenhomomorphismus. Ebenso ist die (kon-
stante) Abbildung G — {e} ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Das ist trivial. O

BEISPIEL 5.4. Betrachte die additve Gruppe der reellen Zahlen, also (R, 0, +),
und die multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen, also (R, 1,-).
Dann ist die Exponentialabbildung

exp :R — Ry, x —> exp(z),

ein Gruppenisomorphismus . Dies beruht auf grundlegenden analytischen
Eigenschaften der Exponentialfunktion. Die Homomorphieeigenschaft ist le-
diglich eine Umformulierung des Exponentialgesetzes

exp(z +y) = " = €%’ = exp(z) exp(y).

Die Injektivitdt der Abbildung folgt aus der strengen Monotonie, die Surjek-
tivitéat folgt aus dem Zwischenwertsatz. Die Umkehrabbildung ist der natiirli-
che Logarithmus, der somit ebenfalls ein Gruppenisomorphismus ist.

LEMMA 5.5. Sei G eine Gruppe. Dann entsprechen sich eindeutig Grup-
penelemente g € G und Gruppenhomomorphismen ¢ von Z nach G tber die
Korrespondenz

g— (n—g") und ¢ — p(1).

Beweis. Sei g € G fixiert. Dass die Abbildung
Yg L — G, n—g",

ein Gruppenhomomorphismus ist, ist eine Umformulierung der Potenzgeset-
ze. Wegen ¢,(1) = g' = g erhélt man aus der Potenzabbildung das Grup-
penelement zuriick. Umgekehrt ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : Z — G
durch (1) eindeutig festgelegt, da ¢(n) = (¢(1))™ fiir n positiv und ¢(n) =
((p(1))~H ™" fiir n negativ gelten muss. O

Man kann den Inhalt dieses Lemmas auch kurz durch G = Hom (Z, G) aus-
driicken. Die Gruppenhomomorphismen von einer Gruppe G nach Z sind
schwieriger zu charakterisieren. Die Gruppenhomomorphismen von Z nach
7 sind die Multiplikationen mit einer festen ganzen Zahl a, also

7 — 1L, r — ax.

Gruppenisomorphismen

DEFINITION 5.6. Seien G und H Gruppen. Einen bijektiven Gruppenhomo-
morphismus

0:G— H
nennt man einen Isomorphismus (oder eine Isomorphie). Die beiden Gruppen
heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.



LEMMA 5.7. Seien G und H Gruppen und sei
v:G—H
ein Gruppenisomorphismus.  Dann ist auch die Umkehrabbildung
o ' H — G, h—s ¢ (h),

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus ¢~ !(eg) = eg und aus

o (hhg) = o' (el (h))e(e ! (hs)))
= ¢ (p(e ™ (h)e  (ha)))
= ¢ (h)p " (ha).
0

Isomorphe Gruppen sind beziiglich ihrer gruppentheoretischen Eigenschaf-
ten als gleich anzusehen. Isomorphismen einer Gruppe auf sich selbst nennt
man auch Automorphismen. Wichtige Beispiele fiir Automorphismen sind die
sogenannten inneren Automorphismen.

DEFINITION 5.8. Sei G eine Gruppe und g € (. Die durch g definierte
Abbildung

kg :G— G, w — grg

heiflt innerer Automorphismus.

LEMMA 5.9. Fin innerer Automorphismus ist in der Tat ein Automorphis-
mus. Die Zuordnung
G — Aut G, g — Ky,

st ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es ist
Ko(zy) = gryg™" = grg ' gyg™" = ke(2)Ky(y),
so dass ein Gruppenhomomorphismus vorliegt. Wegen
kg(kn(x)) = Kg(hah™') = ghah™'g™" = gha(gh)™" = kg

ist einerseits

Kg-10 kg = Kg-14 = idg,
so dass kg bijektiv, also ein Automorphismus, ist. Andererseits ist deshalb
die Gesamtabbildung x ein Gruppenhomomorphismus. O

Wenn G eine kommutative Gruppe ist, so ist wegen grg™' = zgg™! = z
die Identitét der einzige innere Automorphismus. Der Begriff ist also nur bei
nicht kommutativen Gruppen von Interesse.



Der Kern eines Gruppenhomomorphismus

DEFINITION 5.10. Seien G und H Gruppen und sei
p:G—H

ein Gruppenhomomorphismus. Dann nennt man das Urbild des neutralen
Elementes den Kern von ¢, geschrieben

kern ¢ = o~ (en) = {g € Gl p(g) = en}.
LEMMA 5.11. Seien G und H Gruppen und sei
p:G— H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern von ¢ eine Untergruppe

von G.

Beweis. Wegen p(eg) = ey ist eq € ker p. Seien g, ¢’ € ker . Dann ist

v(99) = (9)elg’) = enen = ey
und daher ist auch gg’ € ker ¢. Der Kern ist also ein Untermonoid. Sei nun
g € ker ¢ und betrachte das inverse Element g~1. Es ist

plg™") = (p(9) " = ey =en,
also auch g=! € ker ¢. U

LEMMA 5.12. Seien G und H Gruppen.  Fin Gruppenhomomorphismus
v : G — H st genau dann injektiv, wenn der Kern von ¢ trivial ist.

Beweis. Wenn ¢ injektiv ist, so darf auf jedes Element h € H hochstens
ein Element aus G gehen. Da eg auf ey geschickt wird, darf kein weiteres
Element auf ey gehen, d.h. ker p = {eg}. Sei umgekehrt dies der Fall und
sei angenommen, dass g,§ € G beide auf h € H geschickt werden. Dann ist

p(9g7") = p(g)p(g) " =hh™" =ep
und damit ist gg—! € ker ¢, also g§—! = eg nach Voraussetzung und damit
g=g. U



Das Bild eines Gruppenhomomorphismus

LEMMA 5.13. Seien G und H Gruppen und sei ¢ :G — H ein Gruppenho-
momorphismus.  Dann ist das Bild von ¢ eine Untergruppe von H.

Beweis. Sei B := bild ¢. Dann ist ey = ¢(eq) € B. Seien hy, hy € B. Dann
gibt es g1,92 € G mit ¢(g1) = hy und @(g2) = he. Damit ist hy + hy =
©(g1) + ¢(g2) = ¢(g1 +¢2) € B. Ebenso gibt es fiir h € B ein g € G mit
¢(g) = h. Somit ist A=t = (p(9))"" = ¢(¢7!) € B. O

BEISPIEL 5.14. Betrachte die analytische Abbildung
R — C, t —> e = cost + isint.

Aufgrund des Exponentialgesetzes ist e(‘t3) = e und e = €* = 1. Daher
liegt ein Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (R, +,0) in
die multiplikative Gruppe (C,-,1) vor. Wir bestimmen den Kern und das
Bild dieser Abbildung. Fiir den Kern muss man diejenigen reellen Zahlen t
bestimmen, fiir die

cost =1 und sint =0

ist. Aufgrund der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen ist dies ge-
nau dann der Fall, wenn ¢ ein Vielfaches von 27 ist. Der Kern ist also die
Untergruppe 27Z. Fiir einen Bildpunkt gilt [e®| = sin?t+cos?t = 1, so dass
der Bildpunkt auf dem komplexen Einheitskreis liegt. Andererseits durchlau-
fen die trigonometrischen Funktionen den gesamten Einheitskreis, so dass die
Bildgruppe der Einheitskreis mit der komplexen Multiplikation ist.
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