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Vorlesung 11

Rang von Matrizen

DEFINITION 11.1. Es sei K ein Korper und sei M eine m X n-Matrix iiber K.
Dann nennt man die Dimension des von den Spalten erzeugten Unterraums
von K™ den (Spalten-)Rang der Matrix, geschrieben

rang M .

LEMMA 11.2. Es sei K ein Korper und es seien V- und W Vektorrdume iber
K der Dimension n bzw. m. FEs sei

o V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gilt

rang ¢ = rang M .
Beweis. Siehe Aufgabe 11.17. O

Zur Formulierung der nichsten Aussage fithren wir den Zeilenrang einer m x
n-Matrix als die Dimension des von den Zeilen erzeugten Unterraumes von
K™ ein.

LEMMA 11.3. Es set K ein Kérper und sei M eine m X n-Matrixz tiber K.
Dann stimmt der Spaltenrang mit dem Zeilenrang tberein. Der Rang ist
gleich der in Satz 10.8 verwendeten Zahl r.

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen éndert sich der von den Zeilen
erzeugte Raum nicht, und damit dndert sich auch nicht der Zeilenrang. Der
Zeilenrang stimmt also mit dem Zeilenrang der in Satz 10.8 angegebenen
Matrix in Stufenform iiberein. Diese hat den Zeilenrang r, da die ersten r
Zeilen linear unabhéngig sind und ansonsten nur Nullzeilen auftauchen. Sie
hat aber auch den Spaltenrang r, da wiederum die ersten r Spalten (wenn
man auch noch die Spalten vertauscht hat) linear unabhéngig sind und die
weiteren Spalten Linearkombinationen dieser r Spalten sind. Die Aufgabe
11.2 zeigt, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen auch der Spalten-
rang nicht &ndert. U

Beide Rénge stimmen also iiberein, so dass wir im Folgenden nur noch vom
Rang einer Matrix sprechen werden.
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KOROLLAR 11.4. Es set K ein Kérper und sei M eine n X n-Matriz iiber K.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) M ist invertierbar.

(2) Der Rang von M ist n.

(3) Die Zeilen von M sind linear unabhingig.
(4) Die Spalten von M sind linear unabhingig.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 10.6 und aus Lemma 11.3. U

Determinanten

DEFINITION 11.5. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine n X n-
Matrix tiber K. Zu i € {1,...,n} sei M; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix,
die entsteht, wenn man in M die erste Spalte und die i-te Zeile weglésst.
Dann definiert man rekursiv die Determinante von M durch

det M — ann | fallsn =1,
S (=) ta; det M fiirn > 2.

Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert. Fiir kleine n
kann man die Determinante einfach ausrechnen.
BEISPIEL 11.6. Fiir eine 2 x 2-Matrix

a b

ist

u“;' u‘.;l a,, s,

Als Merkregel fiir eine 3 x 3-Matrix verwendet man die Regel von Sarrus. Man
wiederholt die erste Spalte als vierte Spalte und die zweite Spalte als fiinfte

Spalte. Die Produkte der durchgezogenen Diagonalen werden positiv genommen,

die Produkte der gestrichelten Diagonalen negativ.

BEISPIEL 11.7. Fiir eine 3 x 3-Matrix

11 a2 13
M= 1an azx a3

31 dzz (33



st

11 a2 13
det | aa1 a9 ags | = ar1ag2a33 + a12a23a31 + 13021032 — Q13022031
a31 dasz2 G33

— (11023432 — A12A21033.

LEMMA 11.8. Fiir eine obere Dreiecksmatriz

bl * e PR *
0 b2 * cee *
0 0 bpq *
0 0 b,

151
det M = blbg' . 'bn—lbn .

Insbesondere ist fir die Einheitsmatrix

det £, =1.

Beweis. Dies folgt mit einer einfachen Induktion direkt aus der Definition
der Determinante. |

Determinantenfunktionen

Wir wollen zeigen, dass die oben rekursiv definierte Determinante eine , mul-
tilineare* ,alternierende“ Abbildung ist, wenn man die Identifizierung

Mat, (K) = (K™)"

vornimmt, bei der einer Matrix das n-Tupel der Zeilen der Matrix zugeordnet
wird. Wir fassen also im Folgenden eine Matrix als ein Spaltentupel

U1

Up
auf, wobei die einzelnen Eintriage v; Zeilenvektoren der Lénge n sind.
SATZ 11.9. Es sei K ein Korper und n € Ny. Dann ist die Determinante

Mat,(K) = (K")" — K, M —— det M,
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multilinear. D.h., dass fir jedes k € {1,...,n}, fir n — 1 Vektoren

Uty evoy Vg1, Ugal, - - - s Up € K™ und fiir u,w € K™ die Gleichheit
U1 U1 1
Vk—1 Vk—1 Vk—1
det | u+w | =det U + det w
Uk+1 Uk+1 Vk+1
Un Un, Un,

und fiir s € K die Gleichheit

(%1 (%1
Uk—1 V-1
det | su | = sdet U
Uk+1 Vk+1
Un, Un
qgilt.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

SATZ 11.10. Es sei K ein Kéorper undn € Ny. Dann besitzt die Determinante
Mat, (K) = (K")" — K, M —— det M,
folgende Figenschaften.

(1) Wenn in M zwei Zeilen tbereinstimmen, so ist det M = 0. D.h.,
dass die Determinante alternierend ist.

(2) Wenn man in M zwei Zeilen vertauscht, so dndert sich die Deter-
minante mit dem Faktor —1.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

SATZ 11.11. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix tiber K. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) det M #0.

(2) Die Zeilen von M sind linear unabhdngig.
(3) M st invertierbar.

(4) rang M = n.

Beweis. Die Beziehung zwischen Rang, Invertierbarkeit und linearer Un-
abhéangigkeit wurde schon in Korollar 11.4 gezeigt. Seien die Zeilen linear
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. . .. . —1
abhingig. Wir kénnen nach Zeilenvertauschen annehmen, dass v, = Y 1",

s,;v; 1st. Dann ist nach Satz 11.10

Ul /Ul
. n—1 .
det M = det : = ZS" det : = 0.
Un;l i=1 Up—1
Z?:_l S;U4 Vj

Seien nun die Zeilen linear unabhéngig. Dann kann man durch Zeilenvertau-
schungen, Skalierung und Zeilenaddition die Matrix sukzessive zur Einheits-
matrix transformieren. Dabei dndert sich die Determinante stets durch einen
von null verschiedenen Faktor. Da die Determinante der Einheitsmatrix 1 ist,
muss auch die Determinate der Ausgangsmatrix # 0 sein. U

BEMERKUNG 11.12. Bei K = R steht die Determinante in einer engen Bezie-
hung zu Volumina von geometrischen Objekten. Wenn man im R™ Vektoren
vy, ...,0, betrachtet, so spannen diese ein Parallelotop auf. Dieses ist defi-
niert als

P :={siv1 4+ ...+ s,v,|s; €[0,1]}.
Es besteht also aus allen Linearkombinationen der Vektoren, wobei aber die
Skalare auf das Einheitsintervall beschrankt sind. Wenn die Vektoren linear
unabhéngig sind, so handelt es sich wirklich um einen ,; voluminésen® Kérper,
andernfalls liegt ein Objekt von niedrigerer Dimension vor. Es gilt nun die
Beziehung

vol P =|det (vy,...,v,)|,

d.h. das Volumen des Parallelotops ist der Betrag der Determinante derjeni-
gen Matrix, die entsteht, wenn man die aufspannenden Vektoren hinterein-
ander schreibt.



Der Determinantenmultiplikationssatz und Folgerungen

Wir besprechen weitere wichtige Sdtze iiber Determinanten, die wir aber
nicht beweisen werden. Die Beweise beruhen auf einer systematischeren Un-
tersuchung der fiir die Determinante charakteristischen Eigenschaften, multi-
linear und alternierend zu sein. Durch diese beiden Eigenschaften zusammen
mit der Bedingung, dass die Determinante der Einheitsmatrix gleich 1 ist,
ist die Determiante ndmlich schon eindeutig festgelegt.

SATZ 11.13. Es sei K ein Korper und n € N,. Dann gilt fir Matrizen
A, B € Mat,,(K) die Beziehung

det (Ao B) =det A-det B.

DEFINITION 11.14. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine m X n-
Matrix tiber XK. Dann nennt man die n X m-Matrix

Mtr = (b”)” mit bij = aji
die transponierte Matriz zu M.
Die transponierte Matrix entsteht also, indem man die Rollen von Zeilen und
Spalten vertauscht. Beispielsweise ist

tr
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SATZ 11.15. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix tiber K. Dann
15t
det M = det M'" .

Daraus folgt, dass man die Determinante auch berechnen kann, indem man
,hach einer Zeile entwickelt®, wie die folgende Aussage zeigt.

KOROLLAR 11.16. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine n X n-
Matriz dber K. Zu 1,5 € {1,...,n} sei M;; diejenige Matriz, die entsteht,
wenn man in M die i-te Zeile und die j-te Spalte weglisst. Dann ist (bei
n > 2 fir jedes feste i bzw. j)

det M = Z(—l)i+jai]’ det Mij = Z(—l)”jaij det Mz]
i=1

j=1

Beweis. Fiir j = 1 ist dies die rekursive Definition der Determinante. Daraus
folgt die Aussage fiir ¢ = 1 aufgrund von Satz 11.15. Durch Spalten- und
Zeilenvertauschung folgt die Aussage daraus allgemein, siche Aufgabe 11.10.

OJ



Die Determinante einer linearen Abbildung

Es sei
o:V—V

eine lineare Abbildung eines Vektorraumes der Dimension n in sich. Diese
wird beziiglich einer Basis durch eine Matrix M € Mat, (K) beschrieben.
Es liegt nahe, die Determinante dieser Matrix als Determinante der linearen
Abbildung zu definieren, doch hat man hier das Problem der Wohldefiniert-
heit: die lineare Abbildung wird beziiglich einer anderen Basis durch eine
,vollig“ andere Matrix beschrieben. Allerdings besteht zwischen den zwei
beschreibenden Matrizen M und N und der Basiswechselmatrix B aufgrund
von Korollar 10.5 die Beziehung

N =BMB™'.
Aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes ist daher
det N = det (BMB™') = (det B)(det M)(det B)™' = det M,
sodass die folgende Definition in der Tat unabhingig von der Wahl einer

Basis ist.

DEFINITION 11.17. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei
p:V—V
eine lineare Abbildung, die beziiglich einer Basis durch die Matrix M be-
schrieben werde. Dann nennt man
det ¢ :=det M

die Determinante der linearen Abbildung ¢.
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