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Konstruierbare Einheitswurzeln

DEFINITION 26.1. Sei n € N,. Man sagt, dass das regelmdfsige n-FEck mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn die komplexe Zahl
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e cos(n)+zsm(n)
eine konstruierbare Zahl ist.
Die Menge der komplexen Einheitswurzeln e%:ziik, k =0,...,n—1, bilden

die Eckpunkte eines regelméifligen n-Ecks, wobei 1 eine Ecke bildet. Alle
Eckpunkte liegen auf dem Einheitskreis. Die Ecke e% ist eine primitive Ein-
heitswurzel; wenn diese mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, so sind auch
alle weiteren Eckpunkte konstruierbar. Das reguldre n-Eck ist genau dann
konstruierbar, wenn der n-te Kreisteilungskorper ein Unterkodrper der kon-
struierbaren Zahlen ist.

Bei n = 1, 2 kann man sich dariiber streiten, ob man von einem regelméfligen
n-Eck sprechen soll, jedenfalls gibt es die zugehorigen Einheitswurzeln und
diese sind aus Q, also erst recht konstruierbar. Das regelméflige Dreieck ist
ein gleichseitiges Dreieck und dieses ist konstruierbar nach Beispiel 18.3, da
der dritte Kreisteilungskorper eine quadratische Korpererweiterung von Q ist
(man kann einfacher auch direkt zeigen, dass ein gleichseitiges Dreieck aus
seiner Grundseite heraus konstruierbar ist). Das regelméflige Viereck ist ein
Quadrat mit den Eckpunkten 1,4, —1, —¢, und dieses ist ebenfalls konstruier-
bar. Das regelméfige Fiinfeck ist ebenfalls konstruierbar, wie in Beispiel 18.5
bzw. Aufgabe 26.9 gezeigt wurde. Wir werden im Folgenden sowohl positive
als auch negative Resultate zur Konstruierbarkeit von regelméfligen n-Ecken
vorstellen.

Konstruktion eines regularen Fiinfecks mit Zirkel und Lineal
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LEMMA 26.2. Sei m = kn, m,k,n € N_. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das regelmdfige 2"-Eck, r € N, ist konstruierbar.

(2) Wenn das regelmdifsige m-Eck konstruierbar ist, so sind auch das
regelmdafige n-Eck und das regelmdfSige k-FEck konstruierbar.

(3) Wennn und k teilerfremd sind und wenn das regelmdflige n-Eck und
das regelmdfsige k-Eck konstruierbar sind, so ist auch das regelmdfi-
ge m-FEck konstruierbar.

Beweis. (1) folgt daraus, dass eine Winkelhalbierung stets mit Zirkel und

Lincal durchfiihrbar ist. (2). Nach Voraussetzung ist e =% konstruierbar. Dann
ist auch nach Satz 23.9 die Potenz

2mi 27
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konstruierbar. (3). Seien nun e*+ und e konstruierbar und n und k tei-
lerfremd. Nach dem Lemma von Bezout gibt es dann ganze Zahlen r, s mit
rn + sk = 1. Daher ist auch

2mi 273 2mik 2min 2misk 2mwirn 2mi(sk+rn) 27
konstruierbar. O

Aus diesem Lemma kann man in Zusammenhang mit den oben erwéhnten
Konstruktionsmoglichkeiten folgern, dass die regelméfligen 3 - 2"-Ecke, die
regelmafBligen 5 - 2"-Fcke und die regelméfligen 15 - 2"-Fcke fiir jedes r kon-
struierbar sind.

SATZ 26.3. Sei n eine natiirliche Zahl derart, dass das regelmdfSige n-FEck
konstruierbar ist. Dann ist p(n) eine Zweierpotenz.

Beweis. Die Voraussetzung besagt, dass die primitive Einheitswurzel ¢ = e
konstruierbar ist. Dann muss nach Korollar 24.6 der Grad des Minimalpoly-
noms von ( eine Zweierpotenz sein. Nach Korollar 18.10 ist das Minimalpo-
lynom von ¢ das n-te Kreisteilungspolynom, und dieses hat den Grad ¢(n).

Also muss ¢(n) eine Zweierpotenz sein. d

Winkeldreiteilung

Wir sind nun in der Lage, das Problem der Winkeldreiteilung zu beantworten.

KOROLLAR 26.4. Das regelmdfige 9-Eck ist nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struterbar.

Beweis. Wire das regelméflige 9-Eck konstruierbar, so miisste nach Satz 26.3
©(9) eine Zweierpotenz sein. Es ist aber ¢(9) =2 -3 = 6. O

SATZ 26.5. Es ist nicht mdglich, einen beliebig vorgegebenen Winkel mittels
Zirkel und Lineal in drei gleich grofie Teile zu unterteilen.
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Beweis. Es geniigt, einen (konstruierbaren) Winkel o anzugeben derart, dass
a/3 nicht konstruierbar ist. Wir betrachten o = 120° Grad, welcher konstru-
ierbar ist, da die dritten Einheitswurzeln konstruierbar sind, weil sie namlich
in einer quadratischen Korpererweiterung von Q liegen. Dagegen ist der Win-
kel a/3 = 120°/3 = 40° nicht konstruierbar, da andernfalls das regelméfiige
9-Eck konstruierbar wire, was nach Korollar 26.4 aber nicht der Fall ist. [

Wir geben noch einen weiteren Beweis, dass die Winkeldreiteilung mit Zirkel
und Lineal nicht méglich ist, der nicht auf der allgemeinen Irreduzibilitéat der
Kreisteilungspolynome beruht.

LEMMA 26.6. Es sei F' € Z[X] ein normiertes Polynom vom Grad < 3 ohne
Nullstelle in Z. Dann ist F irreduzibel in Q[X].

Beweis. Aufgrund von Lemma 20.13 und der Gradvoraussetzung geniigt es
zu zeigen, dass es keine Faktorzerlegung F' = GH in Z[X] mit grad (G) =1
geben kann. Sei also angenommen, dass G = aX +b € Z[X] ein Teiler von F'
ist. Der Leitkoeffizient a teilt den Leitkoeffizienten von F', also 1, daher muss
a € 7 eine Einheit sein. Dann ist @ = £1 und somit ist b eine Nullstelle im
Widerspruch zur Voraussetzung. O

Einfache Beispiele wie F' = (2X + 1)? zeigen, dass ohne die Voraussetzung
normiert die Aussage nicht stimmt. Ob ein ganzzahliges normiertes Polynom
ganzzahlige Nullstellen besitzt oder nicht, ist im Allgemeinen einfach zu zei-
gen. Fiir n betragsméfig gro kann man durch eine einfache Abschitzung
zeigen, dass es dafiir keine Nullstelle geben kann, und fiir n in einem ver-
bleibenden iiberschaubaren Bereich kann man durch explizites Ausrechnen
feststellen, ob eine Nullstelle vorliegt oder nicht.

BEMERKUNG 26.7. Wir zeigen direkt, dass man den Winkel 20° Grad nicht
konstruieren kann (obwohl man 60° Grad konstruieren kann). Aufgrund der
Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen gilt

cos3a = 4cos® o — 3cos

und damit

1
(2c0s20°)® —3(2c0s20°) =1 = 2(4cos®20° — 3cos20° — 5)

1
2(cos60° — =)

2
= 0.

Also wird 2 cos 20° vom Polynom X3 —3X — 1 annulliert. Dieses Polynom hat
keine ganzzahlige Nullstelle und ist daher nach Lemma 26.6 irreduzibel. Also
muss es nach Lemma 7.12 das Minimalpolynom von 2 cos 20° sein. Daher kann
2 cos 20° nach Korollar 24.6 nicht konstruierbar sein und damit ebensowenig
cos 20°.



Fermatsche Primzahlen

Die Frage der Konstruierbarkeit von regelméfligen n-Ecken fiihrt uns zu Fer-
matschen Primzahlen.

DEFINITION 26.8. Eine Primzahl der Form 2° 4+ 1, wobei s eine positive
natiirliche Zahl ist, heiit Fermatsche Primzahl.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Fermatsche Primzahlen gibt. Es ist
noch nicht mal bekannt, ob es aufler den ersten fiinf Fermatschen Primzahlen
3,5,17,257,65537

iiberhaupt weitere Fermatschen Primzahlen gibt.

LEMMA 26.9. Bei einer Fermatschen Primzahl 2° + 1 hat der Fxponent die
Form s = 2" mit einem r € N.
Beweis. Wir schreiben s = 2F4 mit v ungerade. Damit ist

27" 41 = (2¥) 4 1.

Fiir ungerades u gilt generell die polynomiale Identitét (da —1 eine Nullstelle
ist)

Xitl=X+DX" = X"2+ X" - +X°—X+1).
Also ist 22° +1 > 3 ein Teiler von 22"+ 1. Da diese Zahl nach Voraussetzung

prim ist, miissen beide Zahlen gleich sein, und dies bedeutet u = 1. O

Eine Fermatsche Primzahl ist nach diesem Lemma also insbesondere eine
Fermat-Zahl im Sinne der folgenden Definition.

DEFINITION 26.10. Eine Zahl der Form 22" + 1, wobei r eine natiirliche Zahl
ist, heiflt Fermat-Zahl.

Diese Torte wurde
nicht mit Zirkel und
Lineal geteilt.

SATZ 26.11. Ein requldres n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn die Primfaktorzerlegung von n die Gestalt hat

n=2%1-pr,

wobetr die p; verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.
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Beweis. Es sei n = 2°p}*---p;* die Primfaktorzerlegung von n mit den ver-

schiedenen ungeraden Primzahlen p;, 2 = 1,..., k, und positiven Exponenten
r; > 1 (und a > 0). Nach Satz 26.3 muss die eulersche Funktion eine Zwei-
erpotenz sein, also

o(n) =2".
Andererseits gilt nach Korollar 15.16 die Beziehung

p(n) =2 pr — pi =t (pp — Dp!

(bei @ = 0 ist der Ausdruck 27! zu streichen). Da dies eine Zweierpotenz sein
muss, diirfen die ungeraden Primzahlen nur mit einem Exponenten 1 (oder
0) auftreten. Ferner muss jede beteiligte Primzahl p die Gestalt p = 2° 4 1
haben, also eine Fermatsche Primzahl sein. Fiir die andere Richtung muss
man aufgrund von Lemma 26.2 lediglich zeigen, dass fiir eine Fermatsche
Primzahl p = 2% 4+ 1 das regelméflige p-Eck konstruierbar ist. Der p-te Kreis-
teilungskorper besitzt nach Lemma 18.4 den Grad p — 1 = 2°, und dieser
ist der Zerfallungskorper des p-ten Kreisteilungspolynoms und wird von der
p-ten primitiven Einheitswurzel ¢ = e2™/P erzeugt. Aufgrund von Satz 25.6
ist somit ( konstruierbar. O
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