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Zahlentheorie
Vorlesung 17

DEFINITION 17.1. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ring-
erweiterung. Fiir ein Element = € S heifit eine Gleichung der Form

24y e 4 4+ =0,

wobei die Koeffizienten r;, © = 0,...,n — 1, zu R gehoren, eine Ganzheits-
gleichung fiir x.

DEFINITION 17.2. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ring-
erweiterung. Ein Element x € S heifit ganz, wenn x eine Ganzheitsgleichung
mit Koeffizienten aus R erfiillt.

Wenn R = K ein Korper und S eine K-Algebra ist, so ist € S algebra-
isch iiber K genau dann, wenn es ganz iiber K ist. Dies stimmt aber im
Allgemeinen nicht, sieche Aufgabe.

DEFINITION 17.3. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ring-
erweiterung. Dann nennt man die Menge der Elemente x € S, die ganz iiber
R sind, den ganzen Abschluss von R in S.

DEFINITION 17.4. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ring-
erweiterung. Dann heifit S ganz iiber R, wenn jedes Element x € S ganz
iiber R ist.

S ist genau dann ganz iiber R, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich
S ist.

LEMMA 17.5. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ringer-
weiterung. Fir ein Element x € S sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) = ist ganz iber R.

(2) Es gibt eine R-Unteralgebra T von S mitx € T und die ein endlicher
R-Modul ist.

(3) Es gibt einen endlichen R-Untermodul M wvon S, der einen Nicht-
nullteiler aus S enthdalt, mit xM C M.

Beweis. (1) = (2). Wir betrachten die von den Potenzen von z erzeugte R-
Unteralgebra R[z]| von S, die aus allen polynomialen Ausdriicken in z mit
Koeffizienten aus R besteht. Aus einer Ganzheitsgleichung
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ergibt sich

L I SV L Sy



2

Man kann also 2™ durch einen polynomialen Ausdruck von einem kleineren
Grad ausdriicken. Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit 2¢ kann
man jede Potenz von x mit einem Exponenten > n durch einen polynomialen
Ausdruck von einem kleineren Grad ersetzen. Insgesamt kann man dann aber
all diese Potenzen durch polynomiale Ausdriicke vom Grad < n — 1 ersetzen.
Damit ist

Rlr] = R+ Rz + Ra* + ...+ Ra"? + Ra"™!
und die Potenzen 2° = 1,2z, 22,..., 2" ! bilden ein endliches Erzeugenden-
system von T' = R|z].

(2) = (3). Seiz € T C S, T eine R-Unteralgebra, die als R-Modul endlich
erzeugt sei. Dann ist 27" C T, und T enthélt den Nichtnullteiler 1.

(3) = (1). Sei M C S ein endlich erzeugter R-Untermodul mit M C M.
Seien yi, ..., y, erzeugende Elemente von M. Dann ist insbesondere zy; fiir
jedes ¢ eine R-Linearkombination der y;, 7 = 1,...,n. Dies bedeutet

n
LY = Z TijY;
j=1

mit 7;; € R oder als Matrix geschrieben

n ™1 T2 - - Tin n

Y2 T21 T22 . . Tan Y2
:L' =

Yn ™1 Thn2 - - Tnn Yn

Dies schreiben wir als

T —T1 —T1,2 . —T1in n
—T21 r—"Te2 . . —Ton Y2

0=
—Tn1 —Tn2 .. X =Ty Yn

Nennen wir diese Matrix A (die Eintriige sind aus S), und sei A*Y die adjun-
gierte Matrix. Dann gilt A%Y Ay = 0 (y bezeichne den Vektor (yy, .. .,y,)) und
nach der Cramerschen Regel ist A%Y A = (det A)E,,, also gilt ((det A)E, )y =
0. Es ist also (det A)y; fiir alle j und damit (det A)z fiir alle z. Da M nach
Voraussetzung einen Nichtnullteiler enthélt, muss det A = 0 sein. Die Deter-
minante ist aber ein normierter polynomialer Ausdruck in z vom Grad n, so
dass eine Ganzheitsgleichung vorliegt. 0

KOROLLAR 17.6. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von R in S eine R-Unteralgebra
von S.
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Beweis. Die Ganzheitsgleichungen X — r, r € R, zeigen, dass jedes Element
aus R ganz iiber R ist. Seien 1 € S und z5 € S ganz iiber R. Nach der Cha-
rakterisierung der Ganzheit(Lemma 17.5) gibt es endliche R-Unteralgebren
Ty, T, € S mit x; € Ty und x5 € Ts. Sei yy, . .., y, ein R-Erzeugendensystem
von T und zy, ..., 2, ein R-Erzeugendensystem von T5. Wir kénnen anneh-
men, dass y; = z; = 1 ist. Betrachte den endlich erzeugten R-Modul

T=T -Ty=(yz,i=1,....n,j=1,....,m),

der offensichtlich x; 4+ x5 und z725 (und 1) enthélt. Dieser R-Modul T ist
auch wieder eine R-Algebra, da fiir zwei beliebige Elemente gilt

(Z rijyiz]—)(z SYkz1) = Z TiiSkIYiYkZi 2

und fiir die Produkte gilt y;y, € 71 und z;2; € T so dass diese Linear-
kombination zu T gehort. Dies zeigt, dass die Summe und das Produkt von
zwei ganzen Elementen wieder ganz ist. Deshalb ist der ganze Abschluss ein
Unterring von S, der R enthélt. Also liegt eine R-Unteralgebra vor. U

DEFINITION 17.7. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ringer-
weiterung. Man nennt R ganz-abgeschlossen in S, wenn der ganze Abschluss
von R in S gleich R ist.

DEFINITION 17.8. Ein Integritéitsbereich heiit normal, wenn er ganz-abge-
schlossen in seinem Quotientenkorper ist.

DEFINITION 17.9. Sei R ein Integrititsbereich und Q(R) sein Quotienten-
korper. Dann nennt man den ganzen Abschluss von R in Q(R) die Normali-
sierung von R.

SATZ 17.10. (Normalitit faktorieller Bereiche) Sei R ein faktorieller Inte-
gritdtsbereich. Dann ist R normal.

Beweis. Sei K = Q(R) der Quotientenkorper von R und ¢ € K ein Element,
das die Ganzheitsgleichung

Y L R S L B S S = |

mit r; € R erfiillt. Wir schreiben ¢ = a/b mit a,b € R, wobei wir annehmen
konnen, dass die Darstellung gekiirzt ist, dass also @ und b € R keinen
gemeinsamen Primteiler besitzen. Wir haben zu zeigen, dass b eine Einheit
in R ist, da dann ¢ = ab~! zu R gehort.

Wir multiplizieren obige Ganzheitsgleichung mit " und erhalten in R
a™ + (rp_1b)a™ "t + (r_ob®)a" 2 4+ (b a4 (rgd”) = 0.

Wenn b keine Einheit ist, dann gibt es auch einen Primteiler p von b. Dieser
teilt alle Summanden (r,_;b*)a"* fiir # > 1 und daher auch den ersten, also
a™. Das bedeutet aber, dass a selbst ein Vielfaches von p ist im Widerspruch
zur vorausgesetzten Teilerfremdheit. U
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KOROLLAR 17.11. (Wurzeln aus Elementen) Sei R ein faktorieller (oder
normaler) Integrititsbereich und a € R. Wenn es ein Element x € Q(R) gibt
mit ¥ = a, so ist bereits x € R.

Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass © € Q(R) ganz iiber R ist, da es
die Ganzheitsgleichung

XF—a=0
erfiillt. Also ist x € R wegen der Normalitét. O

KOROLLAR 17.12. (Irrationalitit von Wurzeln) Sei n = p{*---pSr die ka-
nonische Primfaktorzerlequng der natiirlichen Zahl n. Sei k eine positive
natiirliche Zahl und sei vorausgesetzt, dass nicht alle Exponenten o; ein Viel-
faches von k sind. Dann ist die reelle Zahl

1
nk
irrational.

Beweis. Die Zahl n = pi™ - - - p& kann nach Voraussetzung keine k-te Wurzel
in Z besitzen, da in einer k-ten Potenz alle Exponenten zu Primzahlen Viel-
fache von k sind. Wegen der Faktorialitdt von Z und der Fakt Normalitét
kann es auch kein x € Q(Z) = Q geben mit ¥ = n. Daher ist die reelle Zahl

1, )
n* irrational. 0

LEMMA 17.13. (Quotientenkérper und Ganzheit) Sei R ein Integritdtsbereich
mit Quotientenkirper K = Q(R) und sei K C L eine endliche Kdrpererwei-
terung. Der ganze Abschluss von R in L sei mit S bezeichnet. Dann ist L
der Quotientenkorper von S.

Beweis. Sei f € L. Nach Voraussetzung ist L endlich iiber K. Daher erfiillt
f eine Ganzheitsgleichung der Form
P4 o f" o+ f+ =0
mit ¢; € K. Sei r € R ein gemeinsames Vielfaches der Nenner aller g;,
t=1,...,n— 1. Multiplikation mit "™ ergibt dann
()" + Guoar(rf)" @™ N f) Fqor" =0,

Dies ist eine Ganzheitsgleichung fiir r f, da die Koeffizienten ¢,,_;r* nach Wahl
von r alle zu R gehoren. Damit ist f € S, da S der ganze Abschluss ist.
Somit zeigt f = %, dass f als ein Bruch mit einem Zéhler aus S und einem
Nenner aus R C S darstellbar ist, also im Quotientenkorper Q(S) liegt. [



