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Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt in der Regel bei der halben Punktzahl.

Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Eine stetige Abbildung zwischen zwei metrischen Rédumen M und N.
(2) Eine polynomiale Funktion

fR" —R.
(3) Der Figenraum zu A € K und einer K-linearen Abbildung
p:V—V.

(4) Ein Fundamentalsystem zu einem homogenen linearen gewohnlichen
Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten v = Mw.
(5) Die Hesse-Matriz zu einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion

fR" — R

in einem Punkt P € R™.

(6) Ein C*-Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Mengen U; C V;
und Uy C V5 in zwei euklidischen Vektorrdumen Vi und V5.

(7) Die Jacobi-Determinante zu einer total differenzierbaren Abbildung

p:V—V

auf einem reellen endlichdimensionalen Vektorraum V in einem Punkt
PeV.
(8) Eine harmonische Funktion

u:G — R

auf einer offenen Teilmenge G C R™.

AUFGABE 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Die Abschitzung von Cauchy-Schwarz (oder Cauchy-Schwarz Un-
gleichung) in einem Vektorraum V' mit Skalarprodukt.

(2) Die Charakterisierung von trigonalisierbaren Abbildungen mit Hilfe
des charakteristischen Polynoms.

(3) Der Satz von Schwarz.

(4) Die Formel fiir das Volumen eines Rotationskérpers um die z-Achse
zu einer stetigen Funktion

f : [CL, b] — Rzo.



AUFGABE 3. (3 Punkte)
Bestimme die Lénge der durch
f:R—R3 t+—— (cost,sint,t),

gegebenen Schraubenlinie fiir ¢ zwischen 0 und b, wobei b € R>.

AUFGABE 4. (3 Punkte)
Berechne das Wegintegral fv F zum Vektorfeld

F :RQ — RQ) ($7y) — (yax)a

langs des Weges
v [=1,1] — R? t — (t,€").

AUFGABE 5. (3 Punkte)

Bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte der linearen
Abbildung

@ :R* — R3,
die beziiglich der Standardbasis durch die Matrix

-2 -4 2
A=10 2 3
0 6 1

beschrieben wird.

AUFGABE 6. (5 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem
y" = (y)? + 2y mit y(0) = 0 und 3/(0) = 1

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.
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AUFGABE 7. (4 Punkte)

Es sei
v = Mv
mit
M € Mat,,«,(K)

eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
und es sei u € K" ein Eigenvektor zu M zum Eigenwert A € K. Zeige, dass
die Abbildung

R — K", t — ceMu = c : ,

(c € K) eine Losung dieses Differentialgleichungssystems ist.

AUFGABE 8. (4 Punkte)

Bestimme das Taylor-Polynom zweiter Ordnung der Funktion
fR R, (2,y) — fla,y) =,

im Punkt (1,1).

AUFGABE 9. (8 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t— 1%

Fiir welche z,y € [0, 1], z < y, besitzt die zugehorige dreistufige (maximale)
untere Treppenfunktion zu f den maximalen Fldcheninhalt? Welchen Wert
besitzt er?

AUFGABE 10. (6 (24+2+2) Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0 : R — R* (a,b,c,d,u,v) — (au+bv + c+d,ad — be,ac — b*, bd — c?).

a) Bestimme die Jacobi-Matrix zu dieser Abbildung.
b) Zeige, dass ¢ im Nullpunkt nicht regulér ist.
c) Zeige, dass ¢ in (1,1,0,0,1, 1) regular ist.



AUFGABE 11. (5 Punkte)

Bestimme die ersten drei Iterationen in der Picard-Lindelof-Iteration fiir die
gewohnliche Differentialgleichung

y =yt 4yt
mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.

AUFGABE 12. (4 (24+2) Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld
G :R*xRsg — R? (2,9,2) —> <yezy + In z, ze™ — 2yz, L y2) .
z
a) Zeige mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung, dass G ein Gradientenfeld
ist.

b) Bestimme ein Potential zu G.

AUFGABE 13. (8 (3+5) Punkte)

Auf einer kreisformigen Platte P mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0) sei
durch

fla,y) =2y +1
eine Massenverteilung gegeben.

a) Bestimme die Gesamtmasse von P.

b) Bestimme den Schwerpunkt von P.

AUFGABE 14. (3 (142) Punkte)
a) Schreibe die komplexe Abbildung
f:C—C, z+— 2%,
in reellen Koordinaten (mit Hilfe der Identifizierung C = R + Ri = R?).

b) Zeige, dass die beiden Komponentenfunktionen aus Teil a) (also der Re-
alteil und der Imaginérteil von f) harmonische Funktionen sind.
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Hilfsmittel

w/2
/ sin® udu =
0

w/2
/ sin* udu = —
0

w/2
/ sin® udu =
0



