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Mathematik fiir Anwender 11
Vorlesung 35

Die Mittelwertabschitzung fiir differenzierbare Kurven

Die folgende Aussage vergleicht die Durchschnittsgeschwindigkeit einer dif-
ferenzierbaren Kurve mit der Momentangeschwindigkeit, also der Ableitung.

SATZ 35.1. Es set V' ein euklidischer Vektorraum und
f:[aab] —>V,tl—>f(t),
eine differenzierbare Kurve. Dann gibt es ein ¢ € [a,b] mit

1f(b) = fla)|[ < (b—a) || f(c)]] -

Beweis. Wenn f(a) = f(b) ist, so ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei
also f(a) # f(b). Dann ist u; = % nach dem Schmidtschen Orthonor-
malisierungsverfahren Teil einer Orthonormalbasis von V. Es seien f1, ..., f,
die Komponentenfunktionen von f beziiglich dieser Basis. Wir wenden den
Mittelwertsatz fiir eine Variable auf die erste Komponentenfunktion f; an.

Es gibt also ein ¢ € I mit der Eigenschaft
fu(b) = fia) = (b—a)- fi(c)

und damit auch

[/1(b) = fi(a)| = [b—al - |fi(c)]-
Da man die Lingenmessung mit jeder Orthonormalbasis durchfithren kann,
gilt

1f(0) = fl@)|l = [[(f1(b) = fi(a))us]
= [f1(b) = fi(a)]
= |b—a|-|fi(d)]
< |b—adl-
= [b—al-|[f (I

g

BEIspIEL 35.2. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
FEinheitskreises, also die Abbildung

f R —R?* t+— (cost,sint).
Diese Abbildung ist fiir jedes t € R differenzierbar mit der Ableitung
1F(0)ll= (- sin t, cos t).
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Die Norm dieser Ableitung ist zu jedem Zeitpunkt gleich

F(t) = Vsint + cos?t = 1.
Wihlen wir das Intervall [0, 27], so ist
f(0) = (0,0) = f(2n).

Dies bedeutet, dass in der Mittelwertabschitzung nicht Gleichheit gelten
kann.

Linge von Kurven

Wir arbeiten im R", versehen mit der euklidischen Metrik. Zu einer Kurve
fila,b) — R™ t — f(t),

die wir uns als einen von der Zeit abhéngigen Bewegungsvorgang im Raum
vorstellen, wollen wir die Lénge der Kurve definieren. Die Lénge soll dabei
den insgesamt zuriickgelegten Weg beschreiben, nicht die Linge der zuriick-
gelassenen Spur oder den Abstand von Start- und Zielpunkt.

DEFINITION 35.3. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b) — R™
eine Abbildung. Zu einer Unterteilung
a=1t <t <...<1lp1 <=
nennt man

[POvPlv"ka] = [f(t())?f(tl)v’"af(tk)]

den zugehorigen Streckenzug.

Dabei sollte man sich die Unterteilung als eine Zeiteinteilung vorstellen und
die Punkte P; = f(t;) als die zugehérigen Ortspunkte der durch f beschrie-
benen Bewegung im R”. Strenggenommen ist der Streckenzug einfach die
geordnete Folge der Punkte, es ist aber suggestiver, sich darunter die stiick-
weise lineare Verbindung dieser Punkte vorzustellen.

DEFINITION 35.4. Zu einer Punktfolge
Py, Py,...,P, eR"”

nennt man
k

Zd(Pi; P4)

i=1

die Gesamtlinge des Streckenzugs [Py, Py, . .., Pgl.



DEFINITION 35.5. Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b] — R"
eine Abbildung. Dann nennt man
L(f) =sup (L(f(to), ..., f(tg)),a =1ty <t; < ... <ty <tr =0 Unterteilung, k € N)

die Kurvenlinge von f. Wenn L(f) endlich ist, so heifit die Kurve f rektifi-
zierbar.

Man nimmt hier also das Supremum iiber alle moglichen Unterteilungen des
Definitionsintervalls. Ohne zusétzliche Eigenschaften der Kurve kann man
nicht erwarten, dass man die Kurvenlange effektiv bestimmen kann. Wenn die
Kurve aber stetig differenzierbar ist, so ldsst sich die Lénge iiber ein Integral
berechnen, wie die folgende Aussage zeigt. Inhaltlich gesprochen bedeutet
sie, dass wenn sich beispielsweise ein Fahrzeug in der Ebene R? bewegt, man
die Gesamtldnge der zuriickgelegten Strecke kennt, sobald man nur zu jedem
Zeitpunkt die momentane Geschwindigkeit (und zwar lediglich ihren Betrag,
die Richtung muss man nicht kennen) kennt. Die Lénge ist dann das Integral
iiber den Betrag der Geschwindigkeit.

SATZ 35.6. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f b — R

eine Abbildung, die stetig differenzierbar sei. Dann ist f rektifizierbar und es
qgilt fiir die Kurvenlinge

b
L) = [ sl d.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. ]

Die Rektifizierbarkeit ist schon in einer Variablen ein interessanter Begriff.
Es lésst sich sogar die Rektifizierbarkeit darauf zuriickfithren. Dies bedeutet
aber nicht, dass man die Berechnung der Kurvenlédnge auf die Berechnung
der Kurvenldngen der einzelnen Komponenten zuriickfithren kénnte.

LEMMA 35.7. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und
f:la,b) — R"

eine Abbildung. Dann ist f genau dann rektifizierbar, wenn simtliche Kom-
ponentenfunktionen rektifizierbar sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 35.18. U
BEISPIEL 35.8. Die Rektifizierbarkeit ist schon fiir Funktionen

f:I—R t— f(1),
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ein nicht-trivialer Begriff, siche Beispiel 35.9. Wenn allerdings f wachsend
(oder fallend) ist, so ldsst sich die Lénge einfach ausrechnen. Zu einer belie-
bigen Unterteilung a =ty < t; < ... <t = b ist dann ndmlich

k k

D OIf) = ftn)l = D (f(8) = (i) = f(b) = f(a),

i=1 i=1

d.h. die Lange ist einfach die Differenz der Werte an den Randpunkten des In-
tervalls. Insbesondere existiert die Lénge, d.h. monotone Funktionen sind rek-
tifizierbar. Wenn f wachsend ist und stetig differenzierbar, so ergibt sich dies
natiirlich auch aus Satz 35.6 und aus Korollar 24.7. Wenn f allerdings nicht
monoton ist, so miissen bei der Léngenberechnung auch die Richtungsinde-
rungen mitberiicksichtigt werden. Fiir das Integral ff |f/(t)] dt gibt es keine
direkte Berechnung, da dann f’(¢) das Vorzeichen dndert. Man kann aber das
Intervall in Abschnitte unterteilen, wo die Funktion wachsend oder fallend,
bzw. wo die Ableitung positiv oder negativ ist, und dann abschnittsweise die
Lénge berechnen.

BEISPIEL 35.9. Die Funktion

. l .
o001 — Rz f(n) = {F 00w Pe=0s
0 beiz=0,

ist stetig, aber nicht rektifizierbar. Fir jedes z,, = m}r — st f(z,) = Fa,,
2

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob n gerade oder ungerade ist. Fiir

jedes n ist daher |f(x,) — f(zn-1)| > 2x,. Wahlt man dann die Untertei-

lungspunkte

2
O<zp <1 <...<r1<20=-<1,
e

so ist die Lange des zugehorigen Streckenzugs mindestens gleich

e _ o L2 1 2]
2 =Y e T T T LT

n=1

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist dieser Ausdruck fiir & — oo
nicht beschriankt. Daher kann das Supremum iiber alle Streckenziige nicht
existieren und die Kurve ist nicht rektifizierbar.

KOROLLAR 35.10. FEs sei [a,b] ein kompaktes Intervall und es sei
fila,b] — R

eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Linge des Graphen von f
gleich

b
[ Vi T@r.
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Beweis. Mit der Lange des Graphen ist die Liange der durch z — g(x) =
(z, f(x)) definierten Kurve gemeint. Die Ableitung dieser Kurve ist ¢'(x) =
(1, f’(z)). Daher ist die Lange dieser Kurve nach Satz 35.6 gleich

b b
L= / @) dt = / VIT @R dt.
]

BEispIEL 35.11. Wir wollen die Linge der Standardparabel berechnen, also
die Lange der durch

R — R? t +— (t,t%)
gegebenen Kurve. Nach Korollar 35.10 ist die Lange von 0 nach b gleich

b 2b
1
/\/1+4x2dx = 5/ V14 u2du
0 0

1
= 3 (uvl + u? + arsinh u) 2
1 1
= §b\/ 1+4b% + 1 arsinh (20) .
BEISPIEL 35.12. Wir betrachten die Funktion
f:-1,1] —R, x+— f(z) =V1— a2

die die obere Kreislinie des Einheitskreises beschreibt. Wir wollen die Lénge
dieses Graphen bestimmen. Es ist

Flz) = I =2z =z
21— a? V1—a?’
wobei diese Gleichheit nur im Innern | — 1,1[ Sinn ergibt, in den Rand-

punkten ist die Funktion nicht differenzierbar. Dennoch kann man hier Satz
35.6 zunéchst im Innern anwenden und anschlieBend einen Grenziibergang
durchfiihren. Es geht somit um das Integral von

m 2 B 1—:1:2+x2_ 1
V 1— 22 1—22 J1—22

Die Stammfunktion davon ist arcsin z. Daher ist!

. 1 ™
r =arcsinz| |, = - —(—=) = 7.

1
1
L:/ —d
_1\/1—1'2 2

BEeispIEL 35.13. Wir betrachten die trigonometrische Parametrisierung des
Einheitskreises, also die Abbildung
f:R— R? t+—— f(t) = (cost,sint).
Die Ableitung davon ist
f'(t)=(—sint, cos t).

Hier steht ein uneigentliches Integral, die Gleichheit gilt, da der Arkussinus auf ganz
[—1, 1] stetig ist.
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Daher ist die Kurvenlédnge eines von a bis b durchlaufenen Teilstiickes nach
Satz 35.6 gleich

LA(f) = /b\/(— sin t)2 4 (cos t)?2dt = /bldt =b—a.

Aufgrund der Periodizitéit der trigonometrischen Funktionen wird der Ein-
heitskreis von 0 bis 27 genau einmal durchlaufen. Die Lange des Kreisbogens
ist daher 27.

BEISPIEL 35.14. Es sei ein Punkt V' auf der Peripherie des Einheitskreises
fixiert (beispielsweise ein Ventil). Die Zykloide ist diejenige Kurve, die der
Punkt beschreibt, wenn der Einheitskreis sich gleichméflig auf einer Geraden
bewegt, wie wenn ein Rad auf der Strafle fahrt. Wenn ¢ den Winkel bzw. die
abgerollte Strecke représentiert, und der Punkt V' sich zum Zeitpunkt ¢ = 0
in (0,0) befindet, so wird die Bewegung des Ventils durch

W:R—R*> t— W(t)=(t—sint,1—cost).

v (D

Nach einer Volldrehung befindet sich das Ventil wieder in seiner Ausgangs-
position am Rad, aber verschoben um 27. Die Ableitung dieser Kurve ist

W'(t)=(1—cost, sint).

beschrieben.

Die Lénge der Zykloide (also die Lange des vom Ventil beschriebenen Weges)
ist nach Satz 35.6 im Zeitintervall von 0 nach s gleich

/\/(1—cost)2+sin2tdt = /\/2—2(:ostdt
0 0
= \/5/ V1—costdt
0

S

= 2V2 V1 — cos (7 + 2u) du
el

5—

= 2/2 ’ v 1+ cos 2u du

2

sS—T

= 22 ’ \/1+cos2u—sin2udu

2




S

57\'
= /2 V2 cos? u du

-_r

2

S—T

2
= 4/ cos u du
%Tr S—T
= 4<Sinu|z>.
2

Fiir s =27 ist dies 4 - 2 = 8.
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