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Mathematik fiir Anwender 1

Vorlesung 30

Gewohnliche Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

DEFINITION 30.1. Eine Differentialgleichung der Form
Y =g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R t— g(t),

und
h:J— R, y+— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist auf der Produktmen-
ge U = I x J definiert. Eine homogene lineare Differentialgleichung besitzt
offenbar getrennte Variablen (mit h(y) = y), dagegen besitzt eine inhomoge-
ne lineare Differentialgleichung im Allgemeinen keine getrennten Variablen.
Die Differentialgleichungen mit getrennten Variablen lassen sich durch In-
tegrieren 16sen. Wenn h(yp) = 0 ist, so bestétigt man direkt die konstante
Losung y(t) = yo. Daher beschrénken wir uns im Folgenden auf die Situation,
dass h keine Nullstelle besitzt.

SATzZ 30.2. Es set
y = g(t) - h(y)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit zwei stetigen Funk-
tionen

g: I — R, t+— g(t),
und
h:J— R, y+— h(y),

wobei h keine Nullstelle besitze. Es sei G eine Stammfunktion von g und H
eine Stammfunktion von 711 Weiter sei I' C I ein Teilintervall mit G(I') C
H(J). Dann ist H eine bijektive Funktion und die Losungen dieser Differen-
tialgleichung haben die Form

y(t) = H(G(1)).
Wenn zusdtzlich die Anfangsbedingung

y(to) = Yo mit (to,yo) el xJ
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gegeben ist, und wenn die Stammfunktionen die zusdtzlichen FEigenschaften
G(to) = 0 und H(yo) = 0 erfiillen, so ist

y(t) = H(G(t))

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

Beweis. Da h stetig ist und keine Nullstelle besitzt, ist h bzw. % entweder
stets positiv oder stets negativ, so dass H streng monoton und daher injektiv
(also bijektiv auf sein Bild) ist. Sei y(t) = H'(G(t)) wie angegeben. Dann
ist

G'(t)

y(t) =

1/h(H=(G(1)))
= g(t) - h(H(G(1)))
= 9(t) - hy(1)),

so dass in der Tat eine Losung vorliegt. Es sei nun y(t) eine differenzierbare
Funktion, die die Differentialgleichung erfiillt. Daraus folgt

to B to y’(t) B y(t2)i i
/h oyt = [ Gr = /yw Wz &

wobei wir die Substitution z = y(t) angewendet haben. Fiir die zugehorigen
Stammfunktionen (mit den unteren Integralgrenzen t; bzw. y(t1)) bedeutet
dies G(t) = H(y(t)), also ist y(t) = H 1(G(t)). Um die Anfangsbedingung
zu erfiillen muss man ty bzw. gy, als untere Integralgrenze wahlen. Wir zeigen,
dass dies die einzige Losung ist. Seien also H und H zwei Stammfunktionen
zu 1 und G und G zwei Stammfunktionen zu g derart, dass sowohl y(t) =
HY(G(t)) als auch g(t) = H'(G(t)) die Anfangsbedingung erfiillen. D.h.
die beiden Funktionen stimmen zum Zeitpunkt ¢, {iberein. Da sich Stamm-
funktionen nur um eine Konstante unterscheiden, kénnen wir H = H + ¢
und G = G + d mit zwei Konstanten c,d € R ansetzen. Es gilt also einerseits
H(y(t)) = G(t) und andererseits H(§(t))+c¢ = H(j(t)) = G(t) = G(t)+d,
so dass H(gy(t)) — H(y(t)) = d — c gilt, woraus wegen ¢(tg) = y(ty) so-
fort ¢ = d folgt. Also ist H(g(t)) = G(t) = H(y(t)) und somit wegen der
Injektivitdt von H auch g(t) = y(¢) fir alle ¢. d

Durch einen Ubergang von G nach G + ¢ mit einer geeigneten Konstanten ¢
kann man erreichen, dass es ein (echtes) Intervall I’ gibt mit G(I') C H(J).
Sowohl orts- als auch zeitunabhingige Differentialgleichungen kann man als
Differentialgleichung mit getrennten Variablen auffassen. Fiir zeitunabhéngi-
ge Differentialgleichungen erhélt man den folgenden Losungsansatz.

KOROLLAR 30.3. Es sei



eine zeitunabhdngige Differentialgleichung mit einer stetigen Funktion
h:J— R, y+— h(y),
ohne Nullstelle. Es sei H eine Stammfunktion von % mit der Umkehrfunktion
H':J —
Dann sind die Funktionen
y(t)=H '(t+c) mitceR
die Lisungen dieser Differentialgleichung auf dem Intervall' H(J) — c.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 30.2. U

KOROLLAR 30.4. FEine Differentialgleichung der Form

Y =g(t) -y

mit y > 0 und einer stetigen Funktion
g:R— R, t—> g(t),
besitzt auf I' C R die Losungen

y(t) = el

wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R, sei.

Beweis. Siehe Aufgabe 30.11. O
BEISPIEL 30.5. Wir betrachten die zeitunabhingige Differentialgleichung
"= siny

fur y € J =|0,7w[. Nach Korollar 30.3 miissen wir also ﬁ integrieren, eine
Stammfunktion dazu ist nach Beispiel 35.5 (Mathematik (Osnabriick 2009-
2011)) die Funktion

H:J—J=R yr— H(y) = ln(tan%).

Die Umkehrfunktion H~' berechnet sich iiber v = In(tan ¥) zu
H™'(y) = 2 arctan (&) .

Also haben die Losungskurven die Gestalt

t—i—c)

y(t) = 2 arctan (e

mit einem ¢ € R.

IMit I+ ¢ ist das um ¢ verschobene Intervall gemeint. Es ist also [4+¢ = {z € Rlz—c €
I}.Beil =[a,blistalso I +c=[a+c,b+c],beil =Rist R+c=R.
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BEISPIEL 30.6. Wir betrachten die zeitunabhédngige Differentialgleichung
Yy =-
Y

fir y > 0. Es ist also h(y) = i und damit miissen wir nach Korollar 30.3 y
integrieren, eine Stammfunktion dazu ist

1

H(y) = 51/2-

Die Umkehrfunktion berechnet sich aus dem Ansatz z = %yz zuy =2z =
H7'(2). Also haben die Losungskurven die Gestalt

y(t) = V2(t +¢)
mit ¢ € R.

BEispIEL 30.7. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — t . y3
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu g% ist H(y) = —3y~2 = z (2 ist also

negativ) mit der Umkehrfunktion

y=H'z2) = @

Die Stammfunktionen zu ¢(t) = ¢ sind %tQ + c¢. Daher sind die Losungen der
Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—% (%t2+0)_1 - \/%

Hierbei muss ¢ negativ gewéhlt werden, damit diese Losung einen nichtleeren
Definitionsbereich besitzt. Der Definitionsbereich ist dann das Intervall | —
V' —2¢,+v/—2¢[. Insbesondere sind die Losungen nur auf einem beschréankten
offenen Intervall definiert. An den Intervallgrenzen strebt y(t) gegen +oo,
d.h. die Losung ,,entweicht®.

BEisPIEL 30.8. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — _t . y3
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu y% ist H(y) = —5y~% = 2z (z ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion
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Die Stammfunktionen zu g(t) = —t sind —%tQ + c. Daher sind die Losungen
der Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—% (—%t2+0)_1 _ \/g

Insbesondere erhélt man bei ¢ = 0 die auf R, definierte Losung g(t) = %

He

Eine logistische Funktion

BEISPIEL 30.9. Es sei p(t) die Grofe einer Population zu einem Zeitpunkt
t. Wie setzen voraus, dass die Populationsentwicklung differenzierbar ist; die
Ableitung p/'(t) reprisentiert dann das (infinitesimale) Bevolkerungswachs-
tum zum Zeitpunkt . Den Quotienten

p'(t)

) p(t)

nennt man die Wachstumsrate zum Zeitpunkt ¢. Wir fragen uns, inwiefern
man den Populationsverlauf aus der Wachstumsrate rekonstruieren kann. Die
Wachstumsrate kann von der Zeit (Jahreszeit, Nahrungsvorkommen, Ent-
wicklung von anderen Populationen etc.) abhéngen, aber auch von der ak-
tuellen Populationsgrofie p. Die Zeitabhéngigkeit der Wachstumsrate beruht
auf duBeren Einfliissen, wihrend die Abhéngigkeit von der aktuellen Popula-
tionsgréBe eine innere Dynamik ausdriickt. Sie beruht darauf, dass eine grofie
Population sich hemmend auf die Fortpflanzung auswirkt.

Wir beschrianken uns auf eine Situation, wo die Wachstumsrate nur von der
Populationsgréfie abhéngt, nicht aber von sonstigen Einfliissen. Dann wird
die Wachstumsrate durch eine Funktion w(p) beschrieben, und die Wachs-
tumsrate zum Zeitpunkt ¢ ist demnach durch r(t) = w(p(t)) gegeben. Die
Wachstumsrate wirkt sich aber natiirlich auf die Populationsentwicklung aus.
Geméf des oben formulierten Zusammenhanges gilt

p'(t) = p(t) - r(t) = p(t) - wip(t)) .
Es liegt also eine Differentialgleichung der Form

P =p-w(p)
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vor, die zeitunabhéngig ist, so dass insbesondere getrennte Variablen vor-
liegen (mit der Funktion h(p) = p - w(p)). Bei konstanter Wachstumsrate
w(p) = a liegt die Differentialgleichung p’ = ap vor, deren Losungen die
Funktionen ce® sind. Das bedeutet exponentielles Wachstum. Wenn wir die
Wachstumsrate so ansetzen, dass es bei einer gewissen Populationsgrofie g
kein Wachstum mehr gibt, und bei sehr kleiner Bevolkerung die Wachstums-
rate maximal gleich s ist, und dazwischen die Wachstumsrate linear von p
abhéngt, so erhélt man die Wachstumsrate

w(p) = s (1 - %}p)

und die Differentialgleichung
1 S
p = sp (1 - —p) = sp——p°.
g g

Eine solche Differentialgleichung nennt man logistische Differentialgleichung.
Geméif dem Losungsansatz fiir Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen miissen wir eine Stammfunktion zu

1 g 1
1(1 1 )
= —| -+ —
S\P 9P

finden. Eine solche Stammfunktion ist

1 1 P
H(p) = -(lnp—1In(g—p)) = ~In p—

Zur Berechnung der Umkehrfunktion H ! lésen wir die Gleichung
1 P
u=—-In——
S g—>p
nach p auf. Es ergibt sich
p
exp (su) -
und daraus
g-exp(su) = p+p-exp(su)
und damit

_ g-exp(su) g
1+exp(su) 1+exp(—su)
Da die Differentialgleichung zeitunabhéngig ist, ist
g
) = —————
p(t) 1 + exp (—st)

eine Losung. Bei t = 0 ist p(0) = £, fiir ¢ — 400 strebt die Losung gegen g
(die Grenzbevolkerung) und fiir ¢ — —oo gegen 0.
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