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Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik I11
Testklausur 2

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt Thren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!
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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Der Tangentialraum in einem Punkt P € M einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M.

(2) Eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit M C N einer differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit N.

(3) Ein orientierter Atlas einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M.

(4) Die zuriickgezogene Differentialform ¢*w zu einer Differentialform
w € E¥(M) beziiglich einer stetig differenzierbaren Abbildung ¢ : L —
M zwischen zwei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten L und M.

(5) Das Wegintegral zu einer 1-Differentialform w € (M) auf einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit M beziiglich einer stetig differen-
zierbaren Kurve v : [a, b] — M.

(6) Eine positive Volumenform auf einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit M der Dimension n.

(7) Eine riemannsche Mannigfaltigkeit.

(8) Die duflere Ableitung zu einer stetig differenzierbaren Differential-
form w € E¥(M) auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M.

AUFGABE 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Esseivy,...,uv, eine Basis des Vektorraumes V. Wie sieht eine Basis
des k-ten Dachproduktes A"V aus?
(2) Die universelle Eigenschaft des k-ten Dachproduktes eines Vektor-
raums V.
(3) Die Formel fiir die zurickgenommene Volumenform ¢*w zu w =
fdyy A ... A\ dy, unter einer stetig differenzierbaren Abbildung
¢ :R" — R".

(4) Die Berechnung des kanonischen Volumens einer messbaren Menge
T C M einer riemannschen Mannigfaltigkeit M, die ganz in einem
offenen Kartengebiet T' C U liegt.

AUFGABE 3. (2 Punkte)

Es sei K die Kugel mit Radius r und Mittelpunkt 0 = (0,0,0) im R3. Wie
lautet die Formel (ohne Begriindung) fiir

a) das Volumen der Vollkugel.
b) den Flicheninhalt der Kugeloberfliche.



AUFGABE 4. (6 Punkte)
Zeige, dass die Menge
M = {(z,y,2) e R}|2* + y* + % =1}

eine zweidimensionale kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.

AUFGABE 5. (6 Punkte)
Zeige, dass die Tangentialabbildung T'(¢) zu
@ :R' — S' t+—— (cost,sint),

surjektiv ist.

AUFGABE 6. (4 Punkte)

Bestimme, ob die beiden Basen des R?,

1 2 0 -3 —4 —6
0 ) 4 b 3 und 7 Y 5 ? O Y
4 -3 ) 2 —1 11

die gleiche Orientierung représentieren oder nicht.

AUFGABE 7. (6 Punkte)
Berechne die zuriickgezogene Differentialform ¢*7 zu
T=dx Ndy Ndz —wdx Ndy A dw + cos (zy)dx Adz A dw — ywdy A dz A dw
unter der Abbildung
0 R — R* (r,s,t) — (r’s,t, sin r,e) = (z,y, z,w).

AUFGABE 8. (5 Punkte)
Berechne das Wegintegral f7 w zu
v :[=1,0] — R3¢t — (=%, — 1,t +2),
fiir die 1-Differentialform
w = 2¥dr — yzdy + x2%dz

auf dem R3.
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AUFGABE 9. (5 Punkte)

Zeige, dass der Flacheninhalt der Rotationsfliche, die entsteht, wenn man
den Graphen

['={(z,e")|z <0}
um die x-Achse rotieren lasst, kleiner als 10 ist.

AUFGABE 10. (6 (2+2+2) Punkte)
Wir betrachten den Graph M der Abbildung
0 :R? — R, (u,v) — u* +uv — v°,
als zweidimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit des R3?, also
M = {(u,v,u* +uv —v*)| (u,v) € R?*}
mit der vom R? induzierten riemannschen Metrik. Es sei
Y R — M, (u,v) — (u,v,u* + uv —v°),
die zugehorige Diffeomorphie.

a) Bestimme das totale Differential zu v sowie die Bildvektoren Tp(1))(e1)
und Tp(v)(e2) in ToypyM.

b) Bestimme fiir jeden Punkt der Form P = (u,0) den Flécheninhalt des von
Tp()(er) und Tp(v)(e2) in TypyM aufgespannten Parallelogramms.

c¢) Bestimme fiir jeden Punkt der Form P = (0,v) den Fliécheninhalt des von
Tp(1p)(er) und Tp(v)(e2) in TypyM aufgespannten Parallelogramms.

AUFGABE 11. (8 Punkte)

Sei M eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer stetigen
positiven Volumenform w. Zeige, dass

/(JJ<OO
M

1st.



AUFGABE 12. (4 Punkte)
Es seien W C R™ und U C R" offene Teilmengen und sei
v W —U
eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei
f:U—R
eine stetig differenzierbare Funktion. Folgere aus der Kettenregel, dass
d(y* f) = 4" (df)

gilt, wobei ¢* das Zuriickziehen von Differentialformen bezeichnet.

AUFGABE 13. (4 Punkte)

Berechne die duflere Ableitung dw der Differentialform

2
w="dg - %dy
Y Y

auf U = {(z,y) € Ry # 0}.



