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Die Menge der effektiven Divisoren bilden mit der nattrlichen Addition ein
kommutatives Monoid, aber keine Gruppe, dajadie Koeffizienten Ty dle
nichtnegativ sind. Lésst man auch negative ganze Zahlen zu, so gdangt man zum
Begriff des Divisors, die eine Gruppe bilden. Auch den Begriff des
Hauptdivisors kann man so erweitern, dass er nicht nur fir ganze Elemente aus
R, sondern auch fur rationale Elemente, aso Elemente aus dem
Quotientenkorper Q(R), definiert idt.

24.1 Definition (Divisor)

Sa Ran Zahlbereich Ein Divisor ig @ne formade Summe
Z Tty - P,
P

die sich Uber ale Primidedle p 5% 0 aus Rerstreckt und wobei 72p ganze
Zahlensnd mit 1, = () fir fest dle p.

Fur enen diskreten Bewertungsring |ésst sch die Ordnung
ord: R — {0} — N, f s ord|( f) zu einer Ordnungsfunktion auf dem
Quiotientenkorper fortsetzen,

ord : Q(R) — {0} — Z,q — ord(q),

Sehe Aufgabe 24.1.

24.2 Definition (Hauptdivisor)
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Sei Rein Zahlbereichund g € Q[ R), g?0. Dann heil% die Abbildung, die
jedem Primidedl p 5% 0 in Rdie Ordnung ord,( ¢) zuordnet, der durch ¢
definierte Hauptdivisor. Er wird mit div{ g ) bezeichnet und asformale
Summe

div(q) = )  ordy(q) - p

P

gechrieben.

Die Menge der Divisoren bildet eine additive freie Gruppe, die wir mit
Div(R) bezeichnen. Se enthdt die Gruppe der Hauptdivisoren as
Untergruppe (Sehe Aufgabe 24.2), die wir mit H bezeichnen. Dawir im letzten
Abschnitt eine Bijektion zwischen effektiven Divisoren und von null
verschiedenen Idedlen (und von effektiven Hauptdivisoren mit von null
verschiedenen Hauptideden) gestiftet haben, liegt die Frage nahe, welche
(Ided-ghnlichen) Objekte den Divisoren entsprechen. Wir wollen also wissen,
durch welche Objekte wir das Fragezeichen im folgenden Diagramm ersetzen
miissen.

Ideale(R) — E-Div(R)
It l
! — Div(R)

Dawir einen Divisor D stets schreiben konnen alsD = E - F mit effektiven
Divisoren E und F, liegt die Vermutung nahe, nach etwas wie dem Inversen
(bzgl. der Multiplikation) eines Ideds zu suchen.

24.3 Definition (Gebrochenes | deal)

Sai Rein Zahlbereich mit Quotientenkérper Q(R). Dann nennt man einen
endlich erzeugten R-Untermodul t des R-Moduls Q(R) €n gebrochenes
|deal.

24.4 Lemma

Sei Rein Zahlbereich mit Quotientenkdrper QR) und sei f C Q( )
eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

1. t ist ein gebrochenes Ideal.
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2. Esgibt einldeal @ und ein Element - = [, r?0, so dass
i) ,
fspfpe= {; : a € a}gilt.

Bewels
Sei zunéchst  ein gebrochenes Ideal. Dann ist

)
i)
Nach Ubergang zu einem Hauptnenner kann man annehmen, dassr =ry =

. = rn ist. Dan hat men mit dem lded a = (a4,...,a,) €ne
Beschrelbung der gewiinschten Art.

f=R(-

T]_!.

a o , . ,

Ist umgekehrt f = —, so ist dies natlrlich ein endlich erzeugter
r

R-Untermodul von Q(R). |

Wiefir |dede spiden digenigen gebrochenen Idede, die von einem Element
erzeugt Snd, eine besondere Rolle.

24.5 Definition (Gebrochenes Hauptideal)

Sei Rein Zahlbereich mit Quotientenkdrper Q(R). Dann nennt man ein
gebrochenes |deal der Form f = Rg mitq € () R) ein gebrochenes
Hauptideal.

Aus Lemma 24.4 ergibt sich sofort, dass fr einen Hauptidealbereich jedes
gebrochene Ided ein gebrochenes Hauptided ist.

24.6 Definition (Produkt von gebrochenen Idealen)

Sal Rein Zahlbereich mit Quotientenkérper Q(R). Dann definiert man fir
gebrochene Idedle § und @ das Produkt | - g a's den von alen Produkten
erzeugten R-Untermodul von Q(R), dso

f-g=R{gf: fef,gca) .
wobe das Produkt in Q(R) zu nehmen idt.

Wird das gebrochene Idedl § ds R-Modul von f,...,fn erzeugt und wird das
gebrochene Ideal @ von gs,...,gm erzeugt, so wird das Produkt fg von den

Produktenfig, 1 < ¢ < n,l < j < m, erzeugt. Alsoist das Produkt in
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der Tat wieder endlich erzeugt und damit ein gebrochenes Idedl. Fir Idede
simmt natUrlich das |ded produkt mit dem hier definierten Produkt von
gebrochenen Idealen Uberein. Das Produkt von gebrochenen Hauptidealen ist
wieder ein gebrochenes Hauptideal. Man kann direkt zeigen, oder aber den
Bijektionssatz weiter unten benutzen, dass die Menge der von null
verschiedenen gebrochenen Idede eine Gruppe bilden, und die von null
verschiedenen gebrochenen Hauptidedle darin eine Untergruppe.

Ein gebrochenes Ided f ist ein sogenannter invertierbarer Modul. D.h. esist
lokal isomorph zum Ring selbgt. Mit diesen Formulierungen ist folgendes
gemeint: fir en maximales Idedl (aso fir eén von null verschiedenes Primidedl) p
i fRP = f;. (diesig die Lokaiserung eines Moduls an eénem Primided) ein
endlich erzeugter RP-M odul (?0), der zugleich im Quotientenkdrper liegt.
Solche Moduln sind isomorph zu [7,. Siehe Aufgabe 24.9.

24.7 Definition (Gebrochenes Ideal zu einem Divisor)

Sa Ren Zahlbereichund
D= Z Ny-p
p

en Divisor (wobel p durch die Menge der Primideale ?0 |&uft). Dann nennt
man

{f € Q(R) :div(f) = D}

das gebrochene Ideal zum Divisor D. Eswird mit Id ( D) bezeichnet.

Dasfolgende Lemma zeigt, dass man in der Tat ein gebrochenes Ided erhdlt,
und dass diese Definition mit der friheren Definition 23.10 vertraglich is.

24.8 Lemma

Sdi Rein Zahibereich und 2 = Z”P " P ain Divisor. Dann ist die

p

Menge{_;lr = Q(R) . d'w(f) = D} ein gebrochenes Ideal. Ist D
ein effektiver Divisor, dann ist das so definierte gebrochene Ideal ein
Ideal und stimmt mit dem Ideal Uberein, das einem effektiven Divisor
gemald der Definition 23.10 zugeordnet wird.

Beweis

Sei f = {f e Q(R) . div{f) = D}. GemaR der K onvertion, dass
div(0) = oo au interpretieren ist, ist () € f. Fir zwei Elemente
f1, fo € Q(R)mitdiv(f1),div(fz) = D gt

div( f1 + fo) = min{div(f,),div(fs)} = Duxd
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div(rf) =div(r) +div(f) > D fir re R (sSehe
Aufgabe 24.2) ,

dajadiv(r) effektiv ist. Also liegt in der Tat ein R-Modul vor.

Sei nun E ein effektiver Divisor. Wir haben zu zeigen, dass
{f € QR):div(f) > E} = {f € R:div(f) > E}

ist, wobei die Inklusion 2 Klar ist. Sei dlso f € (( R) und angenommen,
der zugehdrige Hauptdivisor div(f) sei > E. Dam it div( f)
insbesondere effektiv. Die Effektivitét bedeutet ord,( f) = 0 fir jedes
von null verschiedene Primideal P und dies bedeutet f € Ry, Das heif¥,

dass f zu jedem diskreten Bewertungsring zu jedem maximalen Ideal von R
gehort. Dies bedeutet aber nach Satz 22.19, dass f € [7idt. ]

24.9 Definition (Divisor zu einem gebrochenen Ideal)

Sei Rein Zahlbereichund § =% () én von null verschiedenes gebrochenes
Ideal. Dann nennt man den Divisor

div(f) = Zmp - p
p
mit

my, = minford,(f) : f€f, f #0}

den Divisor zum gebrochenen Ideal f.

Da das gebrochene Ideal § nach Definition endlich erzeugt ist, muss man das
Minimum nur Uber eine endliche Menge nehmen. Insbesondere ist der
zugehdrige Divisor wohldefiniert. Fir ein I1ded simmt diese Definition
offengchtlich mit der alten Uberein.

24.10 Lemma

Sai Rein Zahlbereich. Dann gelten folgende Aussagen.

= Soi | ein gebrochenes Ideal mit einer Darstellung § = %mit
h € Rundenemideal ¢ C R .Damnist |

div(f) = div(a) — div(h).-

= ZueinemDivisor D gibteseinf, ¢ R derart, dass D + div(h)
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effektiv ist.

= ZueinemDivisor Dmit E! = D + div(h) effektiv ist

Id(E)
Id(D}— T
Bewes
Siehe Aufgabe 24.10. M

Auch die Einzelheiten des Beweises des folgenden Satzes Uberlassen wir dem
Leser, sehe Aufgabe 24.11.

24.11 Satz

Sai Rein Zahlbereich. Dann sind die Zuordnungen
f— div(f) und D+ Id(D)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der von null
ver schiedenen gebrochenen Ideale und der Menge der Divisoren. Diese
Bijektion ist ein 1somor phismus von Gruppen.

Bewels

Wir haben zu zeigen, dass die hintereinandergeschalteten Abbildungen die
Identitét ergeben. Dies kann man mittels Lemma 24.10 auf den effektiven
Fall 23.11 zuriickfihren. |
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