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Korper- und Galoistheorie

Vorlesung 7

Restklassenringe

Nach Satz 6.7 ist der Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal. Man kann
umgekehrt zu jedem Ideal I C R in einem (kommutativen) Ring einen Ring
R/I konstruieren, und zwar zusammen mit einem surjektiven Ringhomomor-
phismus

R — R/I,

dessen Kern gerade das vorgegebene Ideal [ ist. Ideale und Kerne von Ring-
homomorphismen sind also im Wesentlichen dquivalente Objekte, so wie das
bei Gruppen fiir Kerne von Gruppenhomomorphismen und Normalteilern
gilt. In der Tat gelten die entsprechenden Homomorphiesétze hier wieder,
und konnen weitgehend auf die Gruppensituation zuriickgefiihrt werden. Wir
werden uns bei den Beweisen also kurz fassen kénnen.

DEFINITION 7.1. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R.
Zu a € R heifit die Teilmenge

a+I={a+ f|feT}

die Nebenklasse von a zum Ideal I. Jede Teilmenge von dieser Form heif3t
Nebenklasse zu 1.

Diese Nebenklassen sind gerade die Nebenklassen zur Untergruppe I C R,
die wegen der Kommutativitdt ein Normalteiler ist. Zwei Elemente a,b € R
definieren genau dann die gleiche Nebenklasse, also a + I = b+ I, wenn ihre
Differenz a — b zum Ideal gehort. Man sagt dann auch, dass a und b dieselbe
Nebenklasse reprdsentieren.

DEFINITION 7.2. Es sei R ein kommutativer Ring und / C R ein Ideal in R.
Dann ist der Restklassenring R/I (sprich ,R modulo 1) ein kommutativer
Ring, der durch folgende Daten festgelegt ist.

(1) Als Menge ist R/I die Menge der Nebenklassen zu I.
(2) Durch

(a+ 1)+ (b+1):=(a+b+1)

wird eine Addition von Nebenklassen definiert.
(3) Durch

(a+1)-(b+1):=(a-b+1)

wird eine Multiplikation von Nebenklassen definiert.
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(4) 0 = 0+ I = I definiert das neutrale Element fiir die Addition (die
Nullklasse).

(5) 1 =1+ I definiert das neutrale Element fiir die Multiplikation (die
Einsklasse).

Man muss dabei zeigen, dass diese Abbildungen (also Addition und Multipli-
kation) wohldefiniert sind, d.h. unabhéngig vom Représentanten, und dass
die Ringaxiome erfiillt sind. Da I insbesondere eine Untergruppe der kom-
mutativen Gruppe (R, +,0) ist, liegt ein Normalteiler vor, so dass R/ eine
Gruppe ist und die Restklassenabbildung

R— R/I,a—a+ 1 =:a,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Das einzig Neue gegeniiber der Gruppen-
situation ist also die Anwesenheit einer Multiplikation. Die Wohldefiniertheit
der Multiplikation ergibt sich so: Seien zwei Restklassen gegeben mit unter-
schiedlichen Représentanten, also @ = ¢/ und b = ¥/. Dann ist a —a’ € I
und b—b € I bzw. o’ =a+x und ¥/ = b+y mit x,y € I. Daraus ergibt sich

ab = (a+2z)(b+y) = ab+ ay + xb + zy.

Die drei hinteren Summanden gehoren zum Ideal, so dass die Differenz a'b’ —
ab € [ ist.

Aus der Wohldefiniertheit folgen die anderen Eigenschaften und insbeson-
dere, dass ein Ringhomomorphismus in den Restklassenring vorliegt. Diesen
nennt man wieder die Restklassenabbildung oder den Restklassenhomomor-
phismus. Das Bild von @ € R in R/I wird haufig mit [a], @ oder einfach
mit a selbst bezeichnet und heifit die Restklasse von a. Bei dieser Abbil-
dung gehen genau die Elemente aus dem Ideal auf null, d.h. der Kern dieser
Restklassenabbildung ist das vorgegebene Ideal.

Das einfachste Beispiel fiir diesen Prozess ist die Abbildung, die einer ganzen
Zahl a den Rest bei Division durch eine fixierte Zahl n zuordnet. Jeder Rest
wird dann représentiert durch eine der Zahlen 0,1,2,...,n—1. Im Allgemei-
nen gibt es nicht immer ein solch iibersichtliches Repriasentantensystem.

Die Homomorphiesitze fiir Ringe

Fiir Ringe, ihre Ideale und Ringhomomorphismen gelten die analogen Ho-
momorphiesitze wie fiir Gruppen, ihre Normalteiler und Gruppenhomomor-
phismen, siehe die fiinfte Vorlesung. Wir beschrinken uns auf kommutative
Ringe.

SATZ 7.3. Seien R, S und T kommutative Ringe, es sei ¢ : R — S ein Ring-
homomorphismus und ¥ : R — T ein surjektiver Ringhomomorphismus. Es
sei vorausgesetzt, dass

kern ¢ C kern ¢



i1st. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
0T — S
derart, dass ¢ = ¢ o ist. Mit anderen Worten: das Diagramm

R — T
Neod
S

1st kommutativ.

Beweis. Aufgrund von Satz 5.10 gibt es einen eindeutig bestimmten Grup-
penhomomorphismus

o:T — S,
der die Eigenschaften erfiillt. Es ist also lediglich noch zu zeigen, dass ¢
auch die Multiplikation respektiert. Seien dazu t,t € T, und diese seien
reprasentiert durch r bzw. r’ aus R. Dann wird tt' durch rr’ reprasentiert
und daher ist

P(tt') = Y(rr') = v(r)w(r’) = a)e(t").
O
Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heifit wieder induzierte

Abbildung oder induzierter Homomorphismus und entsprechend heifit der
Satz auch Satz vom induzierten Homomorphismus.

KOROLLAR 7.4. Es seien R und S kommutative Ring und es sei
p:R— S

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Isomor-
phie von Ringen
¢ :R/kern ¢ — S.

Beweis. Aufgrund von Korollar 5.10 liegt ein natiirlicher Gruppenisomor-
phismus vor, der wegen Satz 7.3 auch die Multiplikation respektiert, also ein
Ringhomomorphismus ist. U

SATZ 7.5. Es seien R und S kommutative Ring und es sei
p:R— S
ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung
R-% R/kern ¢~ bild ¢ <5 S,

wobei q die kanonische Projektion, 6 ein Ringisomorphismus und v die kano-
nische Inklusion des Bildes 1st.

Beweis. Dies beruht auf Satz 5.12 und Satz 7.3. O
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Es gilt also wieder:

Bild = Urbild modulo Kern.

Restklassenringe von Hauptidealbereichen

Da wir nun die Restklassenbildung fiir kommutative Ringe zur Verfiigung
haben, kehren wir zu Hauptidealbereichen, insbesondere zu Polynomringen
iiber einem Korper zuriick.

SATZ 7.6. Sei R ein Hauptidealbereich und p # 0 ein Element. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.

(1) p ist ein Primelement.
(2) R/(p) ist ein Integrititsbereich.
(3) R/(p) ist ein Korper.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt in jedem kommutativen Ring (auch
fir p = 0), und (3) impliziert natiirlich (2). Sei also (1) erfiillt und sei a €
R/(p) von null verschieden. Wir bezeichnen einen Reprisentanten davon in R
ebenfalls mit a. Es ist dann a ¢ (p) und es ergibt sich eine echte Idealinklusion
(p) C (a,p). Ferner konnen wir (a,p) = (b) schreiben , da wir in einem
Hauptidealring sind. Es folgt p = ¢b. Da ¢ keine Einheit ist und p prim (also
irreduzibel) ist, muss b eine Einheit sein. Es ist also (a,p) = (1), und das
bedeutet modulo p, also in R/(p), dass a eine Einheit ist. Also ist R/(p) ein
Korper. O

KOROLLAR 7.7. Es sei K ein Kiorper und P € K[X]|, P # 0, ein Polynom.
Dann ist P genau dann irreduzibel, wenn der Restklassenring K[X]/(P) ein
Korper ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 3.15 und Satz 7.6. O

Jedes irreduzible Polynom F' € K[X] definiert also eine (endliche) Korperer-
weiterung K C K[X]/(F), und dies wird unsere Hauptkonstruktionsweise
fiir endliche Korpererweiterungen sein.

Fiir die ganzen Zahlen hat man das entsprechende Resultat.

KOROLLAR 7.8. Es sein > 1 eine natiirliche Zahl und Z./(n) der zugehdrige
Restklassenring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Z/(n) ist ein Korper.

(2) Z/(n) ist ein Integrititsbereich.

(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 7.6. O



Rechnen in K[X]/(P)

Korper werden hiufig ausgehend von einem schon bekannten Korper als Rest-
klassenkorper des Polynomrings konstruiert. Die Arithmetik in einem solchen
Erweiterungskorper wird in der folgenden Aussage beschrieben.

PROPOSITION 7.9. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber
K. Es sei P = %" ja;X" € K[X] ein Polynom vom Grad n und R =
K[X]/(P) der zugehdrige Restklassenring. Dann gelten folgende Rechenregeln
(wir bezeichnen die Restklasse von X in R mit x).

(1) Man kann stets P als normiert annehmen (also a, = 1; das werden
wir im Folgenden tun).
(2) In R ist
n—1
"= — Z a;zt .
i=0
(3) Hohere Potenzen x*, k > n, kann man mit den Potenzen xt, i <
n—1, ausdriicken, indem man mittels Vielfachen von (2) sukzessive
den Grad um eins reduziert.
(4) Die Potenzen 2° =1, z', ,... 2" bilden eine K-Basis von R.
(5) R ist ein K-Vektorraum der Dimension n.
(6) In R werden zwei Elemente P = ' 'bia' und Q = Y. ¢’
komponentenweise addiert, und multipliziert, indem sie als Polyno-
me multipliziert werden und dann die Restklasse berechnet wird.

Beweis. (1) Esist (P) = (£), da es bei einem Hauptideal nicht auf eine
Einheit ankommt. "

(2) Dies folgt direkt durch Umstellung der definierenden Gleichung.

(3) Dies folgt durch Multiplikation der Gleichung in (2) mit Potenzen
von .

(4) Dass die Potenzen 2%, i = 0,...,n — 1, ein Erzeugendensystem bil-
det, folgt aus Teil (2) und (3). Zum Beweis der linearen Unabhéngig-
keit sei angenommen, es gebe eine lineare Abhéngigkeit, sagen wir
S et = 0. D.h, dass das Polynom Q = 327" ¢;X? unter der
Restklassenabbildung auf null geht, also zum Kern gehort. Dann
muss es aber ein Vielfaches von P sein, was aber aus Gradgriinden
erzwingt, dass () das Nullpolynom sein muss. Also sind alle ¢; = 0.

(5) Dies folgt direkt aus (4).

(6) Dies ist klar.

BEISPIEL 7.10. Wir betrachten den Restklassenring
L=Q[X]/(X®+2X?-5)

und bezeichnen die Restklasse von X mit . Aufgrund von Proposition 7.9
besitzt jedes Element f aus L eine eindeutige Darstellung f = az? + bx + ¢
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mit a, b, c € Q, so dass also ein dreidimensionaler Q-Vektorraum vorliegt. Da
X3 +2X?% —5in L zu null gemacht wird, gilt
23 =222 +5.
Daraus ergeben sich die Gleichungen
ot = —22° + 5r = —2(—22% +5) + bx = 42® + 5z — 10,

2° = —22* + 527 = —2(42* + 5z — 10) + 52 = —32* — 10z + 20,
etc. Man kann hierbei auf verschiedene Arten zu dem eindeutig bestimmten
kanonischen Reprédsentanten reduzieren.
Berechen wir nun das Produkt
(327 —2x +4)(22* + 2 — 1).

Dabei wird distributiv ausmultipliziert und anschlieSfend werden die Poten-
zen reduziert. Es ist

(322 =2z +4)(20* + 2 —1) = 62" +32° — 3% —42® — 207 + 20 + 8% + 4o — 4
62* — 2% + 322 + 62 — 4

6(42” + 5 — 10) 4+ 22% — 5+ 32 + 62 — 4
292% + 362 — 69.

Restklassendarstellung von Unteralgebren

SATZ 7.11. Sei K C L eine Kérpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Fs sei P das Minimalpolynom von f. Dann gibt es eine
kanonische K -Algebra-Isomorphie

K[X]/(P) — K[f], X — [.

Beweis. Die Einsetzung X +— f ergibt nach Satz 6.4 den kanonischen K-
Algebra-Homomorphismus

K[X] — L, X — .

Das Bild davon ist genau K[f], so dass ein surjektiver K-Algebra-Homomor-
phismus

K[X] — KI[f]
vorliegt. Daher gibt es nach Korollar 7.4 eine Isomorphie zwischen K[f] und
dem Restklassenring von K[X] modulo dem Kern der Abbildung. Der Kern

ist aber nach Lemma 6.12 das vom Minimalpolynom erzeugte Hauptideal.
g

LEMMA 7.12. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Minimalpolynom P von f tber K ist irreduzibel.
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(2) Wenn Q € K[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Q(f) =0
ist, so handelt es sich um das Minimalpolynom.

Beweis. (1) Es sei P = PP, eine Faktorzerlegung des Minimalpoly-
noms. Dann gilt in L die Beziehung

0 = P(f) = P(f)R(f).
Da L ein Korper ist, muss ein Faktor null sein, sagen wir P;(f) = 0.
Da aber P unter allen Polynomen # 0, die f annullieren, den mini-
malen Grad besitzt, miissen P und P; den gleichen Grad besitzen
und folglich muss P, konstant (3 0), also eine Einheit sein.

(2) Wegen Q(f) = 0 ist @ aufgrund von Lemma 6.12 ein Vielfaches des
Minimalpolynoms P, sagen wir () = GP. Da ) nach Voraussetzung
irreduzibel ist, und da P zumindest den Grad eins besitzt, muss G
konstant sein. Da schliellich sowohl P als auch () normiert sind, ist

P=Q.
O



