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Korper- und Galoistheorie
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Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1) Ein Normalteiler N in einer Gruppe G.

2) Eine auflosbare Gruppe G.

3) Eine n-te primitive Einheitswurzel ¢ in einem Koérper K (n € N).
4) Der Grad einer endlichen Korpererweiterung K C L.

5) Ein separables Polynom P € K[X] {iber einem Korper K.

6) Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung K C L.

7) Eine (endliche) Galoiserweiterung K C L.

8) Der n-te Kreisteilungskirper (iiber Q).
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Losung

(1) Ein Untergruppe H C G ist ein Normalteiler, wenn
xH = Hx

ist fir alle x € G.
(2) Eine Gruppe G heifit auflosbar, wenn es eine Filtrierung

{e} =G CG1C Gy, C...CG1 CGL=G

gibt derart, dass G; ein Normalteiler in GG;; ist und die Restklas-
sengruppe G;,1/G; abelsch ist (fir jedes i =0,...,k—1).

(3) Eine n-te Einheitswurzel heifit primitiv, wenn sie die Ordnung n
besitzt.

(4) Bei einer endlichen Korpererweiterung K C L nennt man die K-
(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Korpererweiterung.

(5) Ein Polynom P € K[X] heifit separabel, wenn es iiber keinem Er-
weiterungskorper K C L mehrfache Nullstellen besitzt.

(6) Unter der Galoisgruppe versteht man die Gruppe der K-Algebra-
Automorphismen

Aut K (L) .

(7) Eine endliche Korpererweiterung K C L heifit eine Galoiserweite-

rung, wenn
#(Gal (L|K)) = grady L

gilt.

(8) Der n-te Kreisteilungskirper ist der Zerfallungskorper des Polynoms

X" -1
iiber Q.



AUFGABE 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Séitze bzw. Formeln.

(1) Das Lemma von Dedekind fiir Charaktere auf einem Monoid M in
einen Korper K.

(2) Der Satz iber die Galoiskorrespondenz bei einer endlichen Galoiser-
weiterung K C L.

(3) Das Fisensteinsche Irreduzibilititskriterium (iiber Z bzw. Q).

(4) Der Satz diber den Grad der Kreisteilungskorper (iiber Q).

Losung

(1) Es sei G ein Monoid, K ein Korper und xi,..., x, € Char (G, K)
seien n Charaktere. Dann sind diese Charaktere linear unabhéngig
(als Elemente in Homg (G, K)).

(2) Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe
G = Gal (L|K). Dann sind die Zuordnungen

M — Gal (L|M) und H — Fix (H)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der Zwischen-
korper M, K C M C L, und der Menge der Untergruppen von G.
Bei dieser Korrespondenz werden die Inklusionen umgekehrt.

(3) Es sei FF = " ¢, X" € Z[X] ein Polynom. Es sei p € Z eine
Primzahl mit der Eigenschaft, dass p den Leitkoeffizienten ¢, nicht
teilt, aber alle anderen Koeffizienten teilt, aber dass p? nicht den
konstanten Koeffizienten ¢q teilt. Dann ist F' irreduzibel in Q[X].

(4) Der Kreisteilungskorper K, besitzt iiber Q den Grad ¢(n) (¢ die
eulersche -Funktion).
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AUFGABE 3. (3 Punkte)

Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 7w + ei iiber R.

Losung

Wegen e # 0 gehort diese Zahl nicht zu R, daher besitzt das Minimalpolynom
den Grad 2. Es ist
2

(m+ei)? = n°—e*+2mei = 12—+ 2n(n+ei) =21 = 2n(n+ei) —7°—€’.

Daher ist
X? -2 X + 724 €2
das Minimalpolynom.



AUFGABE 4. (4 (1+142) Punkte)

a) Zeige, dass durch
K =27/(D[TI/(T° -2)
ein Korper mit 343 Elementen gegeben ist.
b) Berechne in K das Produkt (7% 4 2T + 4)(27% + 5).

c¢) Berechne das (multiplikativ) Inverse zu T+ 1.

Losung

a) Es ist

1°=1,2=1,3=6,4"=1,5=6,6>=6.
Also besitzt das Polynom 7% — 2 keine Nullstelle in Z/(7) und ist somit
irreduzibel, also ist Z/(7)[T]/(T3—2) ein Kérper. Die Restklassen von 1, T, T
bilden eine Z/(7)-Basis, so dass dieser Kérper 72 = 343 Elemente besitzt.

b) Es ist

(T? + 2T +4)(2T? +5) = 2T* +4T° +6T* + 3T +6
AT +1+46T°+ 3T +6
= 67%

c¢) Polynomdivision liefert
T3 —2=(T*+6T+1)(T+1)+4.

In K gilt somit (7' + 1)(T?% 4+ 67 4+ 1) = 3. Das Inverse von 3 in Z/(7) ist 5,
also ist 572 + 2T + 5 das Inverse von T + 1.
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AUFGABE 5. (4 (14+1+41+1) Punkte)
Wir betrachten das Polynom
P=X"4+105X"% + 15X +45.
Bestimme fiir die folgenden Kérper K, ob P irreduzibel in K[X] ist.

a) K = Q
b) K
) K = Z/ (2).
d) K = Q[T]/(T™2° 4 105T% + 15T + 45).
Losung

a) Wir konnen das Eisenstein-Kriterium mit der Primzahl 5 anwenden. Die 5
teilt alle Koeffizienten von P aufler dem Leitkoeffizienten, und 52 teilt nicht
den konstanten Term. Also ist P irreduzibel in Q[X].

b) Das Polynom hat ungeraden Grad, daher besitzt es aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes eine reelle Nullstelle und ist daher nicht irreduzibel in R[X].

¢) Uber K = Z/(2) wird das Polynom zu X™2° + X0 1 X + 1, das die
Nullstelle 1 besitzt. Also ist P nicht irreduzibel in Z/(2)[X].

d) Zunéchst ist K ein Korper aufgrund von Teil (a). Es sei t die Restklasse
von 7. In K ist nach Konstruktion P(t) = 0, also ist ¢ eine Nullstelle von P
und P ist nicht irreduzibel in K[X].



AUFGABE 6. (3 (1+2) Punkte)

Sei Q C K eine endliche normale Korpererweiterung und sei
k:C—C

die komplexe Konjugation.

a) Zeige, dass k(K) C K gilt.

b) Zeige, dass k|x = idx genau dann gilt, wenn K C R ist.

Losung

a) Die Verkniipfung K —— C -+ C (v die Inklusion) ist ein Q-Algebra-
Homomorphismus, daher ist das Bild dieser Abbildung nach Satz 14.3 gleich
K.

b) Bei K C R ist natiirlich k|x = idg, da die komplexe Konjugation auf
R die Identitét ist und sich diese Eigenschaft auf eine Teilmenge iibertrégt.
Wenn andererseits K Z R ist, so gibt es (wegen K C C) ein a 4 bi € K mit
b # 0. Fiir dieses Element ist x(a+bi) = a—bi # a+bi, so dass die komplexe
Konjugation nicht die Identitédt auf K ist.
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AUFGABE 7. (5 Punkte)

Es sei K ein Korper. Beweise die Produktregel fiir das formale Ableiten
D :K[X] — K[X]|, F— F'.

Losung

Die Produktregel besagt
(F-G)=F -G+F-G.
Nach Definition ist die Ableitung F' + F” eine K-lineare Abbildung. Deshalb
und aufgrund des Distributivgesetzes sind fiir festes GG die Abbildungen
F—F -G— (F-G),

F—F - G&
und

F—F .-G
K-linear. Da jedes F' eine eindeutige Darstellung als K-Linearkombination
mit den Potenzen X™ n € N, besitzt, geniigt es, die Aussage fiir F' = X" zu

zeigen. Die gleiche Uberlegung zeigt, dass man lediglich G = X™ betrachten
muss. Dann gilt einerseits

(Xn Xm)/ — (Xn+m)/ — (n+m)Xn+m—1
und andererseits
Xn. (Xm)/ + (Xn)/ XM — anXm—l 4 an—le
an+m—1 +an+m—1
= (n+m)X"

so dass Gleichheit gilt.



AUFGABE 8. (4 Punkte)
Beweise das Lemma von Dedekind fiir zwei Charaktere
X1, X2 G — K

auf einem Monoid G in einen Koérper K.

Losung

Wir miissen zeigen, dass x; und ys als Abbildungen von G nach K line-
ar unabhéngig sind. Das bedeutet, dass sie sich nicht um einen konstanten
Faktor unterscheiden. Wir nehmen y; = a - x; mit a € K* an. Wegen
x1(e) = x2(e) = 1 fir das neutrale Element e € G muss a = 1 sein. Dann ist
aber xys = x1 und es wiirden nicht zwei verschiedene Charaktere vorliegen.
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AUFGABE 9. (3 Punkte)
Bestimme die Matrix des Frobenius-Homomorphismus
D :Fosg — Foy

bzgl. einer geeigneten F5-Basis von Fos.

Losung

Wegen 12 = (—1)?=1und 22 =32 =4 in F5 = Z/(5) ist X? — 2 irreduzibel
iiber F5. Daher ist Fo5 = Z/(5)[X]/(X? — 2). Wir betrachten den Frobenius-
Homomorphismus bzgl. der Basis 1 und x (x sei die Restklasse von X). Dabei
ist 1> =1 und

2? =22t =221 = 4.

Also ist

die beschreibende Matrix.
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AUFGABE 10. (3 Punkte)
Wie viele Unterkorper besitzt der endliche Korper Fgos?

Losung

Wegen 625 = 5% ist die Galoisgruppe der Kérpererweiterung Fs C Feos zy-
klisch der Ordnung 4, also isomorph zu Z/(4). Diese Gruppe besitzt drei
Untergruppen, namlich 0, die durch 2 erzeugte Untergruppe und sich selbst.
Nach dem Satz iiber die Galoiskorrespondenz besitzt daher Fgo5 drei Zwi-
schenkorper.
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AUFGABE 11. (5 Punkte)

Sei D = Z/(n) und sei K ein Korper, der eine n-te primitive Einheitswurzel
¢ enthélt. Es sei L eine D-graduierte Korpererweiterung von K. Beschreibe
die Matrizen der K-Algebra-Automorphismen auf L (also die Elemente der
Galoisgruppe Gal (L|K)) beziiglich einer geeigneten K-Basis von L.

Losung

Die Automorphismen auf L entsprechen den Charakteren auf D = Z/(n).
Diese entsprechen wiederum eindeutig dem Bild der 1, welches eine n-te Ein-
heitswurzel sein muss, also sich mittels der gegebenen primitiven Einheits-
wuzel als ¢ mit einem eindeutigen 4 zwischen 0 und n — 1 schreiben lisst. Es
sei x € Ly ein von 0 verschiedenes Element der ersten Stufe. Dann bilden die
29,0 < d <n—1, eine K-Basis von L. Der zu einem Charakter y gehoren-
de Automorphismus wirkt dabei in der d-ten Stufe durch Multiplikation mit
x(d). Daher besitzt der Automorphismus zum Charakter xy mit x(1) = ¢’
bzgl. dieser Basis die Matrixdarstellung

0 ... ... 0
0 ¢ 0 ... 0

0 0 ¢% ... 0

0 0 ... 0 ¢
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AUFGABE 12. (5 Punkte)

Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G und es
seien Hqy, H, C G Untergruppen mit den zugehorigen Fixkorpern K; =
Fix (H;) und K, = Fix (Hs). Zeige, dass der Durchschnitt K7 N Ky gleich
dem Fixkorper zu H ist, wobei H die von H; und H; erzeugte Untergruppe
bezeichnet (das ist die kleinste Untergruppe von G, die sowohl H; als auch
H, enthalt).

Losung

Es sei zuerst « € Fix (H). Wegen Hy, Hy C H ist insbesondere = € Fix (H;)
und z € Fix (Hs), also auch x € Fix (H;) N Fix (Hy) = K1 N Ko.

Aufgrund der Galoiskorrespondenz kénnen wir die andere Inklusion K; N
K, C Fix(H) dadurch zeigen, dass wir die umgekehrte Inklusion der Ga-
loisgruppen nachweisen. D.h. wir miissen H C Gal (L|K; N K3) zeigen. Da
rechts eine Gruppe steht und H die von H; und H, erzeugte Untergruppe ist,
miissen wir lediglich Hy, Hy C Gal (L| K7 N K3) zeigen. Wegen K; N Ky C K,
ist aber Hy C Gal (L|K; N K3) (ebenso fiir Hy).
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AUFGABE 13. (10 (446) Punkte)

Es sei Q C K, (in C) der n-te Kreisteilungskorper und sei ¢ eine n-te primi-
tive Einheitswurzel. Wir betrachten die Elemente (', i € (Z/(n))*.

a) Zeige, dass fiir eine Primzahl n = p diese Elemente eine Q-Basis von K,
bilden.

b) Sei p eine Primzahl und n = p?. Zeige, dass diese Elemente keine Q-Basis
von K, bilden.

Losung

a) Der Kreisteilungskorper K, wird beschrieben als K, = Q[X]/(®,) mit

dem n-ten Kreisteilungspolynom ®,,. Dieses hat den Grad ¢(n) (mit der eu-

lerschen o-Funktion), und X wird durch ¢ ersetzt. Daher ist (%, ¢?, ..., ¢#(M~1

eine Q-Basis von K,,. Bei n = p ist ¢(p) = p— 1 und wir betrachten die Ele-

mente (¢, i =1,...,p— 1. Das p-te Kreisteilungspolynom ist X7~ + XP=2 +
..+ X + 1. Daher ist

1= - -
so dass man die 1 als Linearkombination der angegebenen Elemente darstel-

len kann. Daher bilden sie ein Erzeugendensystem und somit auch eine Basis,
da es sich um ¢(p) Elemente handelt.

b) Die Einheiten in Z/(p?) sind alle Zahlen, die keine Vielfachen von p sind.
Es gilt

0=1+C+C+...+¢ .
Wir schreiben diese Summe als

n—1 n—1 n—1
EDIED W HED NI o
=0

=0, p|i i=0,p)t j=0 i=0,p)t

,_.

Da ( eine p?-te primitive Einheitswurzel ist, ist (? eine p-te primitive Ein-
heitswurzel. Die linke Summe ist daher

p—1
S o= Sy o
7=0
Also ist auch die rechte Summe
n—1
S o
i=0,p i

Dies ist aber die Summe {iber alle Elemente aus unserer Familie, so dass diese
Familie linear abhéngig ist.
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AUFGABE 14. (7 Punkte)
Es sei G eine auflosbare Gruppe und
q:G— H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass auch H auflosbar ist.

Losung

Wir fixieren eine auflosende Filtrierung
{e} =G CGiCGC...CGr1 CGr=GC

und setzen H; = ¢(G;), dies ist eine Filtrierung von H mit Untergruppen.
Wir betrachten das kommutative Diagramm

Gi — Giq

1 3

Hi — Hi+17

wobei die vertikalen Homomorphismen surjektiv sind. Wir behaupten, dass
H; ein Normalteiler in H;,; ist, und ziehen dazu Lemma 5.4 heran. Sei also
h € H; und x € H;, 4, die wir durch h e G; bzw. T € G,y repréasentieren.
Dann ist zhz ™' = ¢(2h# ") und wegen der Normalitéit von G; ist £hi~! € G;
und somit zhx™' € H;. Wir betrachten die zusammengesetzte surjektive
Abbildung
Gig1n — Hipy — Hiy /H; .

Da G; zum Kern dieser Abbildung gehort, gibt es aufgrund von Satz 5.10
eine surjektive Abbildung

Git1/G; — Hip/Hi,
weshalb H,q/H; ebenfalls kommutativ ist.



