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Fundamentalgruppe und Vektorbiindel

Vorlesung 5

Ein étale-trivialisierbares Vektorbiindel auf einer projektiven Varietdt muss
starke Bedingungen erfiillen. Es muss semistabil sein, da ja der Riickzug tri-
vial, also insbesondere semistabil ist, und ein destabilisierendes Unterbiindel
von E direkt zu einem destabilisierenden Unterbiindel des zuriickgezogenen
Biindels fiihrt. Da sich weiter die (numerischen) Chernklassen bei einem end-
lichen Morphismus mit dem Grad multiplizieren, miissen diese alle 0 sein.
Diese Eigenschaften gelten auch fiir Biindel, die durch irgendeine endliche
Uberdeckung trivialisierbar sind.

Frobenius-Periodizitit und étale Trivialisierbarkeit

In positiver Charakteristik steht die étale Trivialisierbarkeit in Zusammen-
hang mit der Frage, wie sich das Biindel zu seinen Frobenius-Riickziigen
verhélt. Diese Beobachtung geht einerseits auf Katz und andererseits auf
Lange-Stuhler zuriick.

SATZ 5.1. Es sei K ein endlicher Korper (oder der algebraische Abschluss
eines endlichen Korpers) und sei X eine glatte projektive Kurve iber K. Es
sei B ein Vektorbiindel tiiber X. Dann ist I genau dann étale trivialisierbar,
wenn es ein n gibt mit F™FE = F.

Beweis. Sei zunachst E étale trivialisierbar und sei
p (X, 2) — GL, (K)

die nach Satz 4.2 zugehorige lineare Darstellung. Da diese Zuordnung funk-
toriell ist, und da der absolute Frobenius auf der étalen Fundamentalgrup-
pe die Identitét ist, aber die Korperelemente durch ihre p-te Potenz inter-
pretiert werden miissen, entspricht der Frobenius-Riickzug des Biindels der
Darstellung p®, bei der simtliche Matrixeintrige durch ihre p-te Potenzen
ersetzt werden. Das Bild der Darstellung p ist eine endliche Untergruppe
der GL, (K), so dass es einen endlichen Korper F,e gibt, in dem sémtliche
Eintrdge der beteiligten Matrizen liegen. Daher stimmen diese Matrizen mit
ihren komponentenweise genommenen p°-ten Potenzen iiberein und daher ist
der e-te Frobenius-Riickzug des Biindels isomorph zum Ausgangsbiindel.

Sei umgekehrt F'*E = E. Das Vektorbiindel £ wird durch einen Kozyklus
(ein Verklebedatum) beschrieben, also eine offene Uberdeckung X = J,.; U;

und invertierbare Ubergangsmatritzen T;; € GL, (4;;) mit A;; = I'(U; N
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U;,Ox), die fiir drei Indizes vertrdglich sein miissen. Der e-te Frobenius-

Riickzug wird durch die Ubergangsmatrizen Ti(f) beschrieben, wobei kom-
ponentenweise potenziert wird. Die Isomorphie bedeutet, dass es (auf einer
eventuell verfeinerten offenen affinen Uberdeckung) invertierbare Matrizen
M, € GL, (4;) (mit A; = I'(U;, Ox)) gibt, die die Beziehung (das ist die
Korandbedingung)
MiTiij_l = Ti(jq)
erfilllen. Wir betrachten zu jedem ¢ € I die zu A; und M; in Lemma 4.9
mit Hilfe von Variablentupeln X® = XY konstruierten étalen endlichen
A;-Algebren B;. Es seien
Vi— Ui

die zugehorigen Uberlagerungen. Diese verkleben mittels der Identifizierun-
gen XD = Z-jXr(g) (auf U; N U;) zu einer endlichen étalen Uberlagerung
¢ Y — X. Nach Konstruktion hat man die invertierbaren Variablenmatri-
zen X € T'(V;, Oy) zur Verfiigung und fiir den zuriickgezogenen Kozyklus
T;; gilt Ti; = X@ o (XU))~1 Der Riickzug des Biindels £ nach Y wird durch
diesen Kozyklus beschrieben und ist daher trivial. U

LEMMA 5.2. FEs sei K ein Korper der positiven Charakteristik p, sei A eine
kommutative K -Algebra und sei M € GL,. (A) eine invertierbare r X r-Matriz
mit Eintrigen aus A. Es sei X = (Xgt)1<st<r €ine Variablenmatriz und

B = A[X, (det X)7Y/(X9 — MX),

wobei q = p°, e > 1, eine Primzahlpotenz und X9 = (X%)1<s <, ist. Dann
1st B eine endliche étale A-Algebra.

Beweis. Die definierende Matrixgleichung
X@ — Mx
bedeutet

th = stkat .
k=1
Ferner ergibt sich aus der Vertauschbarkeit des Frobenius-Homomorphismus
mit der Determinante und aus dem Determinantenmultiplikationssatz die
Beziehung
(det X)¥ =det M -det X
bzw.
((det X) 1) = (det M)™"- (det X)'.

Daher kann man die Potenzen X und ((det X)~!)" fiir n > ¢ durch A-
Linearkombinationen von kleineren Potenzen ausdriicken, so dass B ein end-
liches A-Modul-Erzeugendensystem besitzt. Die Matrixgleichung zeigt eben-
falls, dass die A-Algebra B = A[X]/(X@ — MX) (also ohne die Determi-
nante) frei iiber A ist und damit auch flach. Die Flachheit bleibt erhalten,
wenn man die Determinante als Nenner aufnimmt. Zum Beweis, dass eine
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étale Abbildung vorliegt, miissen wir zeigen, dass d X, = 0 ist fiir alle Paare
(¢,t). Aufgrund der beschreibenden Gleichungen und wegen g = 0 in A ist

Z M d Xy = 0
=1

fur alle (s,t). Es sei C' = (¢gs) die inverse Matrix zu M. Dann gilt

0 = Zces(z Mg d X )
s=1 k=1

= Z CosMskd Xy

k,s
r

= Z(Z Cﬁsmsk>kat

k=1 s=1
= dXEta
da bei k # ¢ die innere Summe gleich 0 und bei k£ = ¢ die innere Summe
gleich 1 ist. U

Es sei
F: X —X

der absolute Frobeniusmorphismus. Wenn das Biindel E durch die étale
Uberlagerung Y — X trivialisiert, so gilt dies natiirlich auch fiir die Frobenius-
Riickziige F**(F). Daher sind diese Riickziige ebenfalls semistabil und erfiillen
somit die folgende Definition.

DEeFINITION 5.3. Ein Vektorbiindel E auf einer glatten projektiven Varietét
X (mit einer Polarisierung Ox(1), die den Grad festlegt) heifit stark semi-
stabil, wenn sdmtliche Frobenius-Riickziige F'**(E) semistabil sind.

SATZ 5.4. Es sei K ein endlicher Kérper (oder der algebraische Abschluss
eines endlichen Kérpers) und sei X eine glatte projektive Kurve iiber K. Es
sei E ein Vektorbiindel vom Grad 0 tiber X . Dann sind folgende Figenschaften
dquivalent.

(1) Das Biindel E ist endlich trivialisierbar, d.h. es gibt einen endlichen
surjektiven Morphismus

Y — X

(Y ebenfalls eine glatte projektive Kurve) mit *E trivial.
(2) E ist stark semistabil.
(3) Es gibt n >m mit F™*E = F™E.

Beweis. (1) = (2). Da ¢*E trivial ist, gilt dies auch fur F*(p*E) = ¢*(F“E).
Daraus folgt, dass die F**F semistabil sind. (2) = (3). Das Biindel E ist iiber
einem endlichen Korper definiert. Es gibt aber iiberhaupt nur endlich vie-
le Isomorphieklassen von semistabilen Vektorbiindel vom Grad 0, die iiber
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diesem Korper definiert sind. Daher muss es in der Familie F'**E, e € N,
eine Wiederholung geben. (3) = (1). Wir schreiben die Voraussetzung als
F=mx(Fmep) o B Aufgrund von Satz 4.8 gibt es eine étale Triviali-
sierung ¢ : Y — X von E. Somit ist ¢ o F™ ein endlicher Morphismus, der
E trivialisiert. O

Der Unterschied zwischen der étalen Fundamentalgruppe und Noris Funda-
mentalgruppe entspricht zu einem grofien Teil der Existenz von Frobenius-
trivialisierbaren, aber nicht trivialen Vektorbiindeln.

BEISPIEL 5.5. Es sei d > 2 und sei K ein Korper der Charakteristik p, die die
Kongruenzbedingung p = —1 mod 2d erfiillt. Dann ist auf der Fermat-Kurve

X = Proj K[U,V,W]/(U* + V2 — /2%

das Syzygienbiindel Syz(U?, V2 WW?)(3) zu seinem ersten Frobenius-Riickzug,
also zu F*(Syz(U?, V2, W?)(3)) = Syz(U?,V* W?P)(3p) isomorph (aber
selbst nicht trivial). Daher ist es nach Satz 4.8 auch étale trivialisierbar. Es
gibt auch unendlich viele Charakteristiken, fiir die das entsprechende Biindel
nicht stark semistabil und nicht étale trivialisierbar ist. Daher ist das Biindel
auch in Charakteristik 0 nicht étale trivialisierbar.



