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AUFGABE 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Ein angeordneter Korper K (dabei muss weder Korper noch Ord-
nung definiert werden).

(2) Eine Cauchy-Folge in R.

(3) Die kompleze Konjugation.

(4) Die Stetigkeit einer Abbildung

p:R— R

(5) Die lineare Unabhdngigkeit von Vektoren vy,...,v, in einem K-
Vektorraum V.
(6) Eine lineare Abbildung

0 V—W

zwischen zwei K-Vektorrdaumen V' und W.

(7) Die geometrische Reihe.

(8) Das Taylor-Polynom vom Grad n zu einer n-mal differenzierbaren
Funktion

fK—K

in einem Punkt a € K.

Losung

(1) Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine totale Ordnung ,,>*
auf K gibt, die die beiden Eigenschaften
(a) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ ¢ (fiir beliebige a, b, c € K)
(b) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K)
erfiillt.

(2) Eine Folge (z,)nen in R heiBt Cauchy-Folge, wenn folgende Bedin-
gung erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle

n, m > ng die Beziehung

| Ty — x| < €

gilt.
(3) Die Abbildung

C—C,z=a+bi—zZ=a-—bi,

heifit komplexe Konjugation.



(4)

(7)

(8)

Eine Abbildung

p:R— R
heifit stetig, wenn es fiir jedes x € R und fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass

p(U(x,0)) C U(p(x),e)
gilt.
Die Vektoren vy,...,v, heiflen linear unabhingig, wenn eine Glei-
chung

n
Z a;V; = 0
=1

nur bei a; = 0 fiir alle ¢« moglich ist.
Eine Abbildung
p:V—W
heifit lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften
erfiillt sind.
(a) o(u+v) = p(u) + ¢(v) fur alle u,v € V.
(b) p(Av) = Ap(v) fir alle A € K und v € V.
Fiir jedes z € C heifit die Reihe

)
> 2
k=0

die geometrische Reihe in z.
Das Taylor-Polynom von f in a vom Grad n ist

n (k) a
L) = 3 1210

(z —a).
k=0
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AUFGABE 2. (2 Punkte)

Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofler ist:
973 nd g — —2007
~ 1234 1T Tgzoa

p

Losung

Multiplikation liefert
573 - 4322 = 2476506 und 1234 - 2007 = 2476638 .

Dabher ist
573 < 2007
1234 — 4322
und damit ist
573 —573 S —2007

p =4q.

T 1234 1234 © 4322



AUFGABE 3. (3 Punkte)

Zeige durch vollstandige Induktion, dass fiir jedes n € N die Zahl
6n+2 + 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Fiir n = 0 ist
6247 = 43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n + 1. Dieser ist
gniit2 | 2t DAL gL gnt2 4 72, p2ntl
= 6-6""2 + (6 +43)7" !
— 6(6n+2 T 72n+1) 4 43 . 72n+1
= 6-43.s+443 7"

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Da-
her ist diese Zahl ein Vielfaches von 43.
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AUFGABE 4. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, ausgehend von den Axiomen fiir
einen angeordneten Korper, dass

1>0
gilt.

Losung

Es gibt nur die drei sich ausschliefenden M6glichkeiten
1>0o0der1=0o0der1<0.

Aufgrund der Korperaxiome ist 1 # 0. Wir miissen also nur noch die Méglich-
keit 1 < 0 zum Widerspruch fithren. Nehmen wir 1 < 0 an. Aufgrund der
Vertréglichkeit mit der Addition kann man beidseitig —1 addieren und erhélt

0<—1.

Aufgrund der Vertriglichkeit mit der Multiplikation mit positiven Elementen
kann man diese Abschétzung mit —1 multiplizieren und erhélt

0= 0(-1) < (~1)(~1) = 1,
also ist zugleich 1 > 0, ein Widerspruch.



AUFGABE 5. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der Folge

sin n

,n€N+.

Losung

Fir reelles x ist immer —1 < sin z < 1. Somit ist
1 sin n 1
—— < <
n n n
fiir alle n € Ny. Da die Folge (£),en, gegen 0 konvergiert und dies auch fiir
die negative Folge (—%)neN . gilt, muss aufgrund des Quetschkriteriums auch

die Folge (#22),cn, gegen 0 konvergieren.
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AUFGABE 6. (3 Punkte)
Bestimme, fiir welche x € C die Matrix
4 —x
—2? + 222 +5r—1 22 —x

invertierbar ist.

Losung

Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante # 0 ist.
Die Determinante der Matrix ist
2+ -
det = (2®+z)(2® —2) + 2(—2° + 22° + 5r — 1)
23+ 222 +5r -1 22—z
= 2t~ -2t 28 5%
= 22 +4a* —x
= 2(22° + 4z - 1).
Dies ist gleich 0 bei #; = 0 oder bei 22% + 42 — 1 = 0. Diese quadratische
Gleichung ist dquivalent zu x? + 2x — % =0 bzw. zu

1
(x+1)2—1—§:0.

3
1=44/=
T+ \/;
3 3
xZZ\/;—lundxg,:—\/;—l.

Die einzigen komplexen Zahlen, bei denen die Matrix nicht invertierbar ist,

sind also
3 3
0, 4/=—1, —/=—1.

Also ist

und damit



AUFGABE 7. (5 Punkte)

Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der durch die Matrix

2 0 5
M=10 -1 0
8 0 5

gegebenen linearen Abbildung
¢ :R® — R3 v+— Mu.

Losung

Das charakteristische Polynom ist
r—2 0 -5
Xm = det 0O z+4+1 0
-8 0 x-5
= (x—=2)(x+1)(x —5) —40(x + 1)
= (x4 1)((x —2)(x —5) — 40)
= (v +1)(2* — Tz — 30).

Dies ergibt zunéchst den Eigenwert —1. Durch quadratisches Ergénzen (oder
direkt) sieht man fiir den quadratischen Term die Nullstellen —3 und 10, die
die weiteren Eigenwerte sind. Da es drei verschiedene Eigenwerte gibt ist
klar, dass zu jedem Eigenwert der Eigenraum eindimensional ist.

Eigenraum zu —1. Man muss die Losungsmenge von

3 0 -5\ (z 0
0o 0 o0fllyl=]0
-8 0 —6) \z 0

0

bestimmen. Eine Losung ist offenbar der Spaltenvektor |1 |, so dass der
0
0

Eigenraum zu —1 gleich A | 1 | ist.

0
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Eigenraum zu —3. Man muss die Losungsmenge von

~5 0 -5\ (z 0
0o -2 0 |lyl=1o0
8 0 -8 \z 0

1

bestimmen. Eine Losung ist offenbar der Spaltenvektor | (0 |, so dass der

-1
1
Eigenraum zu —3 gleich A [ 0 | ist.
-1
Eigenraum zu 10. Man muss die Losungsmenge von
8§ 0 =5) (= 0
0 11 0 yl =10
-8 0 5 z 0
5
bestimmen. Eine Losung ist offenbar der Spaltenvektor | (|, so dass der
8
5

Eigenraum zu 10 gleich A | 0 | ist.
8
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AUFGABE 8. (6 (142+3) Punkte)
a) Formuliere den Satz von Cayley-Hamilton fiir eine n x n-Matrix.

b) Bestétige durch Nachrechnen den Satz von Cayley-Hamilton fiir die Ma-
trix

2 1
3 —4

c¢) Beweise den Satz von Cayley-Hamilton fiir eine beliebige 2 x 2-Matrix.

Losung

a) Der Satz von Cayley-Hamilton besagt Folgendes. Es sei M eine n x n-
Matrix mit dem charakteristischen Polynom y ;. Wenn man dann M in x,,
einsetzt, so ergibt sich

. : 2 1.
b) Das charakteristische Polynom der Matrix M = ist
3 —4
r—2 -1 5
xu = det = (z—-2)(zr+4) -3 =2+ 2z — 11
-3 x+4
Um darin M einzusetzen berechnen wir zuerst
2 1 2 1 7T =2
3 —4)\3 —4 —6 19
Daher ist
7T =2 2 1 10 T+4—-11 —2+2 00
XM = +2 —11 = =
—6 19 3 —4 01 —-6+6 19-8-11 00
c) Wir setzen die 2 x 2-Matrix als
a b
c d
an. Das charakteristische Polynom davon ist
r—a —b )
xu = det = (x—a)(x—d)—bc = z°— (a+d)x+ ad — be.

—c x-—d
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a b
Das Quadrat von ist
c d

a b)[a b a?+bc ab+bd
(c d) (c d) B (ca—l—cd cb+d2)'
Durch Einsetzen ergibt sich
a? + be ab+bd>(a+d) (a b)—i—(adbc) (1 o)
ca+cd cb+ d? c d 01
e ab+bd>+((a+d)a (a+d)b)+(adbc 0 )
ca+cd cb+d? —(a+d)c —(a+d)d 0 ad — be
a®+be — (a+ d)a + ad — be ab+ bd — (a + d)b
ca+cd — (a+d)c cb+d* — (a+d)d+ ad — be

(oo
00/
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AUFGABE 9. (7 Punkte)
Es sei V' ein Vektorraum und
Viy...,Upn

eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass die Familie genau dann eine Basis
von V bildet, wenn es sich um ein minimales Erzeugendensystem handelt
(d.h. sobald man einen Vektor v; weglésst, liegt kein Erzeugendensystem
mehr vor).

Losung

Die Familie sei zunéchst eine Basis. Dann ist sie insbesondere ein Erzeugen-
densystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie heraus.
Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vy, ..., v, kein
Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wére, so wére
insbesondere vy als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h. man

hétte
n
V1 = Z /\ivi .
=2

Dann ist aber
n
U1 — Z Aiv;
i=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhéngig-
keit der Familie.

Sei nun die Familie ein minimales Erzeugendensystem. Um zu zeigen, dass
eine Basis vorliegt, muss also lediglich gezeigt werden, dass die Familie linear
unabhéngig ist. Nehmen wir an, sie sei nicht linear unabhéngig. Dann gibt
es eine Darstellung

a1v1 + asvy + ...+ ayv, =0,

wobei mindestens ein Koeffizient a; # 0 ist. Wir behaupten, dass dann auch
die um v; reduzierte Familie noch ein Erzeugendensystem ist im Widerspruch
zur Minimalitét. Dazu sei v € V' ein beliebiger Vektor, den man als

v:blvl+...+bivi+...+bnvn

schreiben kann. Wir konnen v; schreiben als
Ry i—1 Qi+1 an
Vi=——""UV —...— Vi—1 — Vig1 — .. — —Up.
a; a; a; a;

Damit ist

v = b1U1+...+biUi—|—...+ann
Ai—1 Ai+1 an

3]
= b1v1+...+bz-(——vl—...— Ui_l—7?}i+1—...—fl}n>+...+bnvn,
a; i i a;
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woraus ablesbar ist, dass man v auch als Linearkombination der vy, ..., v; 1, Viy1, ..., Uy
darstellen kann.
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AUFGABE 10. (4 Punkte)
Sei V' der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad < 4 mit der Basis
25,0 <i <4
Erstelle fiir die Ableitungsabbildung
o:V—V, P— P,
die beschreibende Matrix bzgl. dieser Basis.

Bestimme den Kern und das Bild dieser Abbildung sowie deren Dimensionen.

Losung

Die Ableitung schickt die Basiselemente auf

0

P =1—02'—1,2°— 22, x 4

3

— 322, 2t — 423

Daraus sind direkt die Koeffizienten der Bildvektoren bzgl. der Basis abzu-
lesen. In der beschreibenden Matrix stehen in den Spalten die Koeffizienten
der Bildvektoren. Daher lautet die Matrix

1 0

o o o o O
o o o O
o O O NN O
o O w o
S == O O O

Das Bild dieser Abbildung besteht aus allen Polynomen vom Grad < 3.
Dieser Untervektorraum besitzt die Basis 2°, 2!, 22, % und hat demnach die
Dimension 4.

Der Kern besteht aus den konstanten Polynomen mit der Basis 2, dieser
Unterraum ist also eindimensional.
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AUFGABE 11. (6 (4+2) Punkte)

Wir betrachten die Funktion

1
f Ry —m R z+—— f(z)=1+lnx——.
T

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f'(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.

Losung

Die Funktion f ist differenzierbar und die Ableitung ist
, 1 1

Fiir x > 0 sind diese beiden Summanden positiv, so dass die Ableitung

stets positiv ist und f daher streng wachsend ist. Daher ist die Abbildung

injektiv. Die Funktion ist stetig, da sie differenzierbar ist. Daher geniigt es

fiir die Surjektivitdt, aufgrund des Zwischenwertsatzes, nachzuweisen, dass

beliebig grofle und beliebig kleine Werte angenommen werden.
Fiir0<:c<1ist1—%<0unddaher
f(z) <Inzx.

Da der Logarithmus fiir z — 0 beliebig kleine Werte annimmt, gilt das auch

fiir f.
Fﬁrx>1ist1—%>0unddaher
flz)>Inx.

Da der Logarithmus fiir z — oo beliebig grole Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.

b) Durch Einsetzen ergibt sich f(1) = 0, also ist u = 1 das Urbild von 0.
Aufgrund der Berechnung der Ableitung oben ist

=2,
Aufgrund der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt daher
1 1 1

VO =550y = 7 " 2



17

AUFGABE 12. (4 Punkte)

Es seien
[,9:R—R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(z) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(x) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Losung

Wir betrachten die Hilfsfunktion
h:R— R, 2+ h(x) = f(z) — g(z).

Nach den Voraussetzungen ist h differenzierbar, es ist h(a) > 0 und es ist
R (xz) > 0 fiir alle > a. Wir miissen zeigen, dass h(x) > 0 fiir alle z > a
ist. Nehmen wir also an, dass es ein x > a gibt mit h(z) < 0. Aufgrund des
Mittelwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, ] mit

hI(C) _ h(l’) — h(a) )

T —a
Da diese Zahl negativ ist, ergibt sich ein Widerspruch.

=
<



18

AUFGABE 13. (6 (14+1+1+3) Punkte)

Es sei M die Menge der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen von R
nach R. Definiere auf M eine Relation durch

f~ g falls f(0) = g(0), f'(0) = ¢'(0) und f"(1) = g"(1).

a) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

b) Finde fiir jede Aquivalenzklasse dieser Aquivalenzrelation einen polyno-
mialen Vertreter.

c) Zeige, dass diese Aquivalenzrelation mit der Addition von Funktionen
vertraglich ist.

d) Zeige, dass diese Aquivalenzrelation nicht mit der Multiplikation von
Funktionen vertraglich ist.

Losung

a) Wir betrachten die Abbildung
H:M—R° f— (f(0), f(0), f"(1)).

Zwei Funktionen f und g stehen genau dann in dieser Relation zueinander,
wenn ihre Bilder unter H {ibereinstimmen. Daher liegt eine Aquivalenzrela-
tion vor (und H beschreibt die Aquivalenzklassenbildung).

b) Das Polynom
€ 2
a+bxr + 5%

wird unter H auf (a,b,c) abgebildet, so dass dieses Polynom diese Klasse
repréasentiert.

c) Es sei fi ~ g1 und fo ~ go. Esist (f1 + f2) ~ (g1 + g2) zu zeigen. Dies
folgt aber sofort aufgrund der Additivitat der Ableitung.

d) Wir betrachten f; = g; = x und f, = x und g, = 23 — 32% + . Offenbar
ist fi ~ g1. Die relevanten Werte fiir fy sind wegen fo =z, f5 =1, f§ =0
einfach

H(f2) = (07 17 0) :
Fiir g, ergibt sich go = 2® — 322 + x, g, = 32* — 6x + 1, g4 = 62 — 6. Daher
ist

H(g2) = (07 170) )

so dass fo ~ g9 ist. Wir behaupten, dass f; fo und g;g» nicht dquivalent sind.
Es ist fifo = 22 mit den Ableitungen (22, 2z,2) und daher ist

H(flfQ) = (07072)'
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Fir g1gp = x(2® — 322 + 2) = 2% — 32° + 2% hat man die Ableitungen
(z* — 32% + 22, 42® — 92? 4 22, 122% — 18z + 2) und daher ist

H<glg2) = (0707 _4) 7 H<f1f2)
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AUFGABE 14. (8 Punkte)

Es sei (zp)nen eine Folge in einem metrischen Raum (M, d). Es sei H die
Menge aller Haufungspunkte der Folge und

A={z,:neN}UH.

Zeige, dass A eine abgeschlossene Teilmenge von M ist.

Losung

Wir zeigen, dass das Komplement M \ A offen ist. Sei dazu ein Punkt y € M,
y € A, gegeben. D.h. dass y weder ein Folgenglied noch ein Haufungspunkt
der Folge ist. Da y kein Haufungpunkt ist bedeutet, dass es ein € > 0 gibt der-
art, dass es in U(y, €) nur endlich viele Folgenglieder gibt. Diese Folgenglieder
seien
Y1 = Tnys Y2 = Tpgy oo -y Y = Ty, -

Da y selbst kein Folgenglied ist, ist y # y; fiir alle ¢ = 1,..., k. Daher ist
d(y,y;) > 0 fur allei = 1,..., k und somit

0 :=min (d(y,y;),i=1,...,k) >0.
Damit ist U(y, d) eine offene Umgebung von y, die keine Folgenglieder enthilt.
Dies gilt dann erst recht fiir U(y, %) Diese Menge enthilt aber auch keinen
Haufungspunkt der Folge. Wire namlich z € H N U(y, g), so wiirde es in
Uz, g) unendlich viele Folgenglieder geben, was wegen
o
U(Z7 5) C U(yvé) C U(y7€)

ein Widerspruch ist. Daher haben wir eine offene Umgebung von y gefunden,
die zu A disjunkt ist.



